
数学で形をデザインする

数学と諸分野の連携にむけた若手数学者交流会 2021 2021年3月14日
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自己紹介

トポロジーとその応用研究

名前 鍛冶静雄 (かじしずお)

鍛えて治すではない

所属 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所

宣伝 数学セミナーに連載を持っていました
(先のペンギン算は2021年3月号を参照)

研究テーマ：定量化しにくい概念・データに構造を
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ロジャー・ペンローズ氏が今年のノーベル物理学賞

を受賞した．その受賞理由とは直接関係はないが，氏

の業績の中では，平面を非周期的に埋め尽くすペンロ

ーズ・タイリング1）が多くの読者にとって馴染み深い

のではないだろうか．ペンローズ・タイリングをはじ

めとする非周期的タイリングは，リクリエーション数

学の一つのトピックとして，ペンローズやコンウェイ

と並んでアマチュア数学者2）の活躍により多くの発見

がなされた．その後，ノーベル化学賞の対象となった

シェヒトマンらによる準結晶の発見によって脚光を浴

びた［2］．実はこれらよりずっと早く，中世イスラム

世界では，統制感を保ちつつも繰り返しのない複雑な

紋様を生み出す手法として建築のモチーフに用いられ

たと言われている3）．そしてこの中世のアイデアは 21

世紀にも，コンピューター・グラフィックスで花畑や

落ち葉で覆われた地面を生成するのに利用されている

［5］．

こうして自然と芸術の双方に現れる非周期的タイリ

ングであるが，最初はパズル的面白さがさまざまな研

究者を惹きつけたことが，その発展に大きく寄与して

いると思われる．何が “役に立つ” か分からないもの

である．今回はそのようなリクリエーション数学から

生まれた形状であるメビウス・カライドサイクルを取

り上げたい．実は過去に『数学セミナー』2019年 6月

号「数理のクロスロード」でも紹介したのであるが，

ここでは以前触れられなかった側面を中心にお話しし

ようと思う．

1．カライドサイクル

図 1（左・中央）はカライドサイクルと呼ばれる，一

枚の紙から作ることができるおもちゃである．百聞は

一見に如かずなのでぜひ動画を検索して欲しいが，イ

ルカのバブルリングのようにくるくる回るというとこ

ろに，普通の折り紙にはない特徴がある．カライドサ

イクルは紙が撓
たわ

むことによって可動性を得ている4）の

ではなく，たとえ鋼で作ったとしても動く，いわゆる

剛体折紙の一種である5）．

カライドサイクルは，リクリエーション数学の古典

的名著である［10］にも “Rotating rings of tetrahedra”

として紹介されている．どうやら多くの人により独立

に発見されているようで，その起源は定かではないが，

最初期のものの一つとしてブリカールが考察した図 1

（右）がある．これはヒンジ（蝶番）で剛体棒が接合され

1） どうやら初出は 1974 年の論文らしいが入手が困難である．

特許［9］も取得されており，こちらはインターネット上で内容が

公開されている．

2） 中でもロバート・アマンは別格で，［2］でも紹介されてい

るエッセイ［11］には一つの興味深い天才像が描かれている．

3） Science 誌に掲載された論文［8］が有名であるがいろいろ

と議論もあるようなので，広範な文献一覧を含む［4］をあげてお

く．

4） デパートなどの紙袋が折り畳めるのは，大方の予想に反

して，紙の柔軟性に依存していることが［3］で示されている．

5） 地図から宇宙パネルまでに応用され，また昆虫の羽や木

の葉にも現れるミウラ織りはその最も有名な例である．最近の

ものでは，“Reconfigurable Materials”というキーワードで検索

して見られるビデオには感嘆する．
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おもちゃのかたち

図 1 （左）四面体 6 つで構成されたカライドサイクル．（中央）

立方体 6 つで構成されたカライドサイクル．（右）ブリカ

ールのリンク機構．これら古典的なもののほかに，天童智

也氏が巧妙なバリエーション作品を数多く発表している．
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形の研究
数学では

トポロジー・幾何学
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折り紙や3Dプリンタで作ることが可能な、くるくると可動するリンク機構
１自由度・高効率性・メビウスの帯のトポロジーといった、実用上・学術的に重要な性質を備える
数学：代数幾何・離散微分幾何・トポロジーなど高度な現代数学が交錯
工学：一次元自由度のリンク機構という古典的な研究対象における重要な発見。ロボット工学・合成科学などへの応用可能性

アウトリーチ：知育玩具やオブジェ、折り紙の形で現代数学の成果を広く伝える媒体

メビウス・カライドサイクル

今日の話



きっかけ
◦ある４年生の卒業研究
「平面・立体の六角形くるくるパズルの解析」
当時は毎年たくさんの４年生を抱えていて，
一人ひとりにテーマを探していた．
ヘクサフレクサゴンとカライドサイクルという
折り紙の解析をした．

◦「お遊び」としてその後放置
◦ JSTさきがけに「かたちと動きの数理基盤」
という課題で採択．
「お遊び」を堂々とできる！

◦たまたま興味を持ってくれた人と共同研究開始

「お遊び」から思いもよらず面白い研究へ



どうやって定式化する？

リンク機構 = 有限グラフの R3への等長埋め込み

辺で繋がれた2点間の距離を保つ

2n 頂点
5n 辺

特別なリンク機構
として特徴づけよう リンク機構の例

ワットのリンケージ

詳しくは数セミ
2019年6月号
2021年1月号



特徴づけ：generalised Kaleidocycle = 
ヒンジで構成された homogeneousな環状リンク機構

Kaleidocycle
2n joints
5n bars

Bricard linkage
n hinges
n bars

パーツが合同
=隣接ヒンジ関係
がどこも同じ



リンクから曲線への翻訳

ロボットアーム
Denavit-Hartenberg parameter

離散曲線(折線)
曲率&捩率

赤い辺がヒンジ

ヒンジ = 陪法線
Kaleidocycle = 捩率一定離散曲線！



Darbouxの表示：曲線を陪法線で表す
“陪法線”: 𝑏! ∈ 𝑆" 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 }から，

𝛾! = ∑!#$!%& 𝑏!×𝑏!'& ∈ 𝑅(
で曲線(折線)を作れる．

閉曲線: ∑!"#$%& 𝑏!×𝑏!'& = 0
𝑏! = #

𝑏" (𝑜𝑟𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑑)
−𝑏" (𝑛𝑜𝑛 𝑜𝑟𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑑)

捩率一定: 𝑏! ⋅ 𝑏!'& = 𝑐 ∀𝑖

Kaleidocycleの全体
を定義する２次方程式系

(𝑐 ∈ −1,1 を
パラメーターとする族)

この実解の空間を調べよう！



カライドサイクルの動きの自由度=次元
公式：解空間の次元 ≒変数の数 –方程式の数

変数： 𝑏! ∈ 𝑆" 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 }ただし，𝑏$, 𝑏&, 𝑏)は固定
2(n-2)

閉曲線条件: ∑./0123 𝑏.×𝑏.43 = 0 -3

捩率一定条件: 𝑏. ⋅ 𝑏.43 = 𝑐 ∀𝑖 -(n-1)

答え：n-6 (これは generic に成り立つ)

n はヒンジの個数



Generic でない場合: over-constrained
◦古典的なカライド
サイクルは n=6
◦これは対称性が高く，
方程式が redundant
詳しくは Fowler-Guest2005

方程式が冗長な系
(公式で左辺が大きい)

を over-constrainedという
これは線型代数でも起きる現象 紺の辺は redundant 



Generic でない場合を求めて
先の２次方程式系で，c (角度の cosine) も変数と見なそう．

その解空間全体 M から，cを対応させる写像
𝑐: 𝑀 → [−1,1]

は non-oriented に対応する連結成分に制限すると，
最大値 𝑎" < 1を持つ．
特に 𝑎"は特異値

実際，𝑐 = 𝑎"の場合は不思議なことが起こる！

𝑎! = 1は角度 0 なので，円筒になるだけで
メビウスの帯を作れない



Generic でない場合: under-constrained

「次元公式」より解空間の次元が落ちるのは，実解に特有の
現象．この様な系を under-constrained という．

メビウス・カライドサイクルは，under-constrainedかつ
非自明な解空間を持つ唯一の知られたリンク機構

Conjecture (K-Schoenke, patented as “Mobius Kaleidocycle”, 2018)
𝑐 = 𝑎" の時，解空間の次元はちょうど 1

つまり，くるくる運動のみ．(撓んだりせず制御性が良い)
また，その時カライドサイクルは最小の捻り数を持ち，

それは 3𝜋である．
つまり，1𝜋捻りの離散的かつ homogeneous なメビウスの

帯は存在しない．



Under-constrained

2h

x2

a b

x1 x3

(腕の長さ)パラメーター 𝑙に応じて解空間の次元が落ちる
これは実解ゆえの現象

𝑥", 𝑥#, 𝑥$ ∈ 𝑅$に関する２次方程式系
𝑥" − 𝑎 # = 0
𝑥$ − 𝑏 # = 0
𝑥# − 𝑥" # = 𝑙#
𝑥# − 𝑥$ # = 𝑙#

の実解の空間は



この動きを知りたい

一般には n-6 次元あるので，その中から1次元を選ぶのは恣意性が避けられない．
メビウス・カライドサイクルの動きを観察して，特徴的な周期軌道を見つけよう



飽きるまで眺める
(数値実験する)と見えてくるのは

1.弧長と捩率は一定 (これはいつでも)
2.速度ベクトルは osculating plane 上

(è writheが保存)
3.どの点の速度ベクトルも同じ



以上の条件で特徴付けられる動きは以下を満たす

Theorem (K-Kajiwara-Park)
曲率 𝜅% = cos ∠𝑡%𝑡%&" は次を満たす

これらは適当な極限で以下の方程式に一致

i
i

“linkage˙deform˙arXiv” — 2019/3/15 — 1:02 — page 15 — #15 i
i

i
i

i
i

and

Tn�1 ⇥ Ṫn = �n

2
666666664

cos n
� sin n

0

3
777777775 ⇥

1
⇢
�n

2
666666664

0
� (1 + cos ⌫) sin wn

sin ⌫ sin wn

3
777777775

=
1
⇢
�n

2
666666664

� sin ⌫ sin n sin wn

� sin ⌫ cos n sin wn

� (1 + cos ⌫) cos n sin wn

3
777777775 , (4.17)

we get from (4.13) and (4.14)

ḃn =
1
⇢
�n

2
666666664

� sin ⌫ sin wn

sin ⌫ cos wn

0

3
777777775 . (4.18)

We immediately obtain ḟNn from (4.9) and (4.14) as

ėN = ḃn ⇥ Tn + bn ⇥ Ṫn =
1
⇢
�n

2
666666664

(1 + cos ⌫) sin wn

0
� sin ⌫ cos wn

3
777777775 . (4.19)

Then we have (4.8) from (4.9), (4.14) and (4.19), which proves the third statement. Finally, di↵er-
entiating cos ⌫ = hbn, bn�1i with respect to t, it follows from (4.18) and (4.2) that

�⌫̇ sin ⌫ = hḃn, bn�1i + hbn, ḃn�1i = �
sin2 ⌫

⇢

�
cos (n + wn) � cos wn�1

�
= 0,

which implies ⌫̇ = 0. This completes the proof of the first statement. ⇤

Remark 2. The condition (4.3) suggests the potential function ✓n in Proposition 1 as

n =
✓n+1 � ✓n�1

2
, wn =

✓n � ✓n+1

2
, (4.20)

Then (4.5) is rewritten as
d
dt

(✓n+1 + ✓n) = 2↵ sin
✓✓n+1 � ✓n

2

◆
. (4.21)

To the best of the authors’ knowledge, this is a novel form of the semi-discrete potential mKdV
equation. In fact, the continuum limit ↵ = 2

✏ , X = ✏n+ t, T = ✏
2

12 t, ✏ ! 0 yields the potential mKdV
equation

✓T +
1
2

(✓X)3 + ✓XXX = 0. (4.22)

Similarly, introducing the potential function ✓n in Proposition 2 such that

n =
✓n+1 � ✓n�1

2
, wn = �

✓n+1 + ✓n
2

. (4.23)

suggested by (4.4), (4.7) is rewritten as

d
dt

(✓n+1 � ✓n) = 2↵ sin
✓✓n+1 + ✓n

2

◆
, (4.24)

which is nothing but the semi-discrete sine-Gordon equation [3, 39, 40].

15

𝜃#$ − sin 𝜃 = 0.
potential mKdV

sine-Gordon

実代数的集合の上に，半離散可積分方程式が１次元軌道を定める！



保存量

Corollary
1. sine-Gordon 方程式に従う軌道上で以下は保存

2. (proved a few days ago by S. Shigetomi)
mKdVまたは sine-Gordon 方程式に従う軌道上で以下は保存

∑. cos
A*+,2A*

B
C
%

𝜅%

Elastic energy の
離散化(の一つ)

C
%

log 1 + tan&
𝜅%
2

他にも物理的に意味を持ついくつかの
エネルギーが保存することが

数値実験で確認されている．適切な離散化を見つけることが課題



Dictionary

• リンク機構の配位空間の解析

• １自由度のリンク機構の発見

• 工学的に重要な１自由度を、

トポロジカルな制約で達成

• 一方向に繰り返す不思議な運動

• 物理的・エネルギー的に特異な

性質

• 二次方程式系で定まる実

代数多様体のトポロジー

• 特異なファイバーでの次

元が１に落ちること

• その特殊性は、対応する

帯のひねり数に由来する

制約

• 離散可積分系で記述され

る軌道

• 可積分系の保存量

工学 数学

応用先の実対象と、純粋数学が本質的に呼応し、まさに表裏一体に循環する
相互の要請がフィードバックサイクルを生む理想的な研究になった

Applied Applied Maths.
“純粋” vs “応用”から“純粋” + “応用”へ



連続 vs 離散
コンピューターは離散的な対象しか扱えない

図形を扱いたければ離散的に表現する必要がある

連続の世界
有限離散
の世界

離散化

補間

古典的には数学は連続な対象を扱う。
離散を扱うために、新しい幾何「離散微分幾何」が生まれた。

Image from TU Wien website



抽象

具体

アイデア・イメージ・直感

数学

言語・定量化
共有・再現性

計算機

実用

研究の流れ

JST
さきがけ
2016/10

--2020/03



研究の流れ：具体事例を通して

建築の曲面デザインでは曲率・境界・
パネル形状をコントロールしたい．

問題の発見

定式化

理論・手法

実装

検証

建築曲面デザイン ペンギン算

パネル形状 = パネルの相似類: 共形幾何!
単体的曲面上の変分問題の解として最終形状を

リッチ曲率流で曲率とパネル形状はコント
ロールできる．ここに境界条件を入れる

最適化問題

実際的な曲面の生成に使えることを実例で示す

(その際に凸性を強制するテクニックなど追加)

既存のデザインを混ぜて，
新しいバリエーションを作りたい．
モーフィングしたい

多面体の間の”良い”ホモトピーの構成

単体的コチェインの補間：
指数写像 & ”微分”方程式

疎線型代数

リアルタイムにペンギンを踊らせる



数学と(自然)科学：感覚の違い

自然科学
目的が明確

自然が Ground Truth
いかにうまく説明するか

数学
正解が無く何をやっても自由

基準は”美しさ”

表現したい現象
アイデア

定式化

証明・具体例

実験・観測との整合 科学

数学



異分野連携
ヒッチハイクガイド

日本数学会2019年度秋季総合分科会数学連携ワークショップ
2019年9月19日金沢大学

どうやって異分野連携を始めるか，何に気をつけるべきか，について
下の様な講演資料を公開していますので興味ありましたら

「異分野連携ヒッチハイクガイド」で検索を



ありがとうございました


