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用語など

基礎体 kを固定する．

オペラッドといったら非対称オペラッドのこと．

チェインオペラッド =チェイン複体の圏におけるオペラッド．

位相オペラッド =位相空間の圏におけるオペラッド．
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long knots modulo immersions

long knots modulo immersions

定義 1.1

long knot とは，滑らかな埋め込み f : R → Rd で t ̸∈ (−1, 1)のとき

f (t) = (t, 0, . . . , 0)となるもの.

Embd : Rd 内の long knotのなす空間．(位相 : C∞-topology).

long immersionとは，long knotの定義で「埋め込み」を「はめ込み」に

置き換えたもの．

Immd : Rd 内の long immersionのなす空間．

long knots modulo immersionsのなす空間 Embd を次のように定義する．

Embd := homotopy fiber of the inclusion Embd −→ Immd
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long knots modulo immersions

命題 1.2 (Sinha)

d ≥ 3の時，包含写像 Embd −→ Immd ≃ ΩSd−1 は null-homotopic. 特

に，Embd ≃ Embd × Ω2Sd−1.
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Embd の余単体モデル

直感的説明

Embdの余単体モデル：直感的説明

X : 基点付位相空間．

基点付ループ空間 ΩX の余単体モデル EM•
X :

EMn
X := X×n,

d i (x1, . . . , xn) :=


(∗, x1, . . . , xn) (i = 0)

(. . . , xi , xi , . . . ) (1 ≤ i ≤ n)

(x1, . . . , xn, ∗) (i = n + 1),

s i (x1, . . . , xn) := (x1, . . . , xi , xi+2, . . . xn).

次が成り立つ：Tot(EM•
X )

∼= ΩX．



. . . . . .

Sinha’s spectral sequence

Embd の余単体モデル

直感的説明

EM•
X に類似のモデルを long knot に対しても定義したい!

loopと long knotの相違点：

▶ 可微分性 =⇒ 各点に対して (正規化された)接ベクトルを対応させ

る．即ち，(Rd)×n の代わりに (STRd)×n ∼= (Rd)×n × (Sd−1)×n を

考える (STRd : 接球面束).

▶ 単射性 =⇒ (Rd)×n の代わりに順序付配置空間 Cn(Rd)を考える．

Cn(Rd) = {(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)×n | xi ̸= xj if i ̸= j}

▶ 問題点：Cn(Rd)× (Sd−1)×n ⊂ EMn
Rd×Sd−1 は余面写像 d i で閉じて

いない．

=⇒ 点同士が近づく極限を持つような Cn(Rd)のコンパクト化を考

える．
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Embd の余単体モデル

Kontsevich オペラッド

Embdの余単体モデル : Kontsevich オペラッド

写像 θ : Cn(Rd) −→
∏

1≤i<j≤n S
d−1 を次のように定義する．

θ(x1, . . . , xn) =

(
xj − xi
|xj − xi |

)
i,j

自然な同相

Image(θ) ∼= Cn(Rd)/ ∼

が存在する．ただし，∼は以下の関係で生成される同値関係．
▶ (回転を含まない)相似拡大・縮小

▶ colinear relation : r1 r3 r2 ∼ r1 r3 r2
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Embd の余単体モデル

Kontsevich オペラッド

定義 2.1

Kd(n) = Closure(Image(θ)) ⊂
∏

1≤i<j≤n S
d−1 と置く．

{Kd(n)}n≥0 は位相オペラッドの構造を持つ．この位相オペラッドを d

次 Kontsevich オペラッドと呼ぶ．

A : 結合律オペラッドとする．

colinear relationより，K1(n) ∼= Σn. よって，点の順序と Rの順序が一
致する配置を取ることによりオペラッドの射 A → K1 が定まる．

線形埋め込み R → Rd を固定することにより，オペラッドの射

K1 → Kd が得られる．

合成により，オペラッドの射 A −→ Kd が得られる．
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Embd の余単体モデル

乗法的オペラッド

Embdの余単体モデル：乗法的オペラッド

定義 2.2 (Gerstenhaber-Voronov)

非対称オペラッドの射 A −→ Oのことを乗法的オペラッドという．

乗法的オペラッド Oに対して，余単体対象 O• が次のように定まる．

On = O(n),

d i (x) =


µ ◦1 x (i = 0)

x ◦i µ (1 ≤ i ≤ n)

µ ◦2 x (i = n + 1),

s i (x) = x ◦i+1 e

(µ ∈ A(2), e ∈ A(0)).
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Embd の余単体モデル

乗法的オペラッド

定理 2.3 (Sinha)

d ≥ 4のとき，弱ホモトピー同値

T̃ot(K•
d) ≃ Embd

が存在する． (T̃ot : homotopy totalization)

証明には Goodwillie-Weissの embedding calculus (関手の微積分)を使う．
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Embd の余単体モデル

スペクトル系列

Embdの余単体モデル：スペクトル系列

余単体空間 K•
d から得られる Bousfield-Kan型ホモロジースペクトル系

列を Sinhaのスペクトル系列と呼ぶ．このスペクトル系列の E 2 ページ

は Poisson オペラッドを用いて記述される．

定義 2.4

k 次 Poisson オペラッドを次のように定義する．

Lk(x1, . . . , xn):次数 0の元 x1, . . . , xn で生成される自由次数付 Lie代数．

ただしブラケット [−,−]は次数を k 上げる．∧
(Lk(x1, . . . , xn)): Lk(x1, . . . , xn)で生成される自由次数付可換代数．

次数付部分加群 Poissk(n) ⊂
∧
(Lk(x1, . . . , xn))を，x1, . . . , xn をちょう

ど一つづつ含む単項式で生成されるものとする．

合成は次の等式を使って定める．

[a, bc] = [a, b]c + (−1)(|a|+k+1)|b|b[a, c].
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スペクトル系列

乗法的チェインオペラッドOの Hochschildコホモロジー HH∗(O)とは，

O• の total complexのホモロジーのことを言う．

定理 2.5 (Sinha)

Sinhaのスペクトル系列の E 2 ページは HH∗(Poissd−1)と同型である．

特に d ≥ 4のときこのスペクトル系列は H∗(Embd)に収束する．
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オペラッドの形式性とスペクトル系列の退化

オペラッドの形式性とスペクトル系列の退化

定義 3.1

(1) チェインオペラッドの間の射 f : O → P が弱同値であるとは，
∀n ≥ 0 について fn : O(n) → P(n)が quasi-isomorphismであることを

言う．
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オペラッドの形式性とスペクトル系列の退化

(定義の続き)

(2) O : チェインオペラッドとする．

H∗(O)：Oのホモロジーをとって得られるオペラッドとする．
乗法的チェインオペラッド Oが relatively formalであるとは，チェイン

オペラッドの可換図式

A //

��

P1

��

· · · //oo PN

��

Aoo

��
O // O1 · · · //oo ON H∗(O)oo

で水平方向の射がすべて弱同値であるものが存在することを言う．
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オペラッドの形式性とスペクトル系列の退化

C∗(Kd) : Kd の特異 k-チェインをとって得られるオペラッドとする．自

然に乗法的オペラッドとみなす．

定理 3.2 (Tamarkin, Kontsevich, Lambrechts-Volic)

d ≥ 3, k = Rのとき，C∗(Kd)は relatively formal.
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オペラッドの形式性とスペクトル系列の退化

定義 3.3

乗法的チェインオペラッド Oが multiplicatively formalであるとは，

チェインオペラッドの可換図式

A

��

A

��

· · · A

��

A

��
O // O1 · · · //oo ON H∗(O)oo

で水平方向の射がすべて弱同値であるものが存在することを言う．
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オペラッドの形式性とスペクトル系列の退化

もし，C∗(Kd)がmultiplicatively formalならば，C∗(K•
d)と H∗(K•

d)が余

単体チェイン複体の弱同値 (termwise quasi-isomorphism)で結べる．し

かも，H∗(K•
d)のスペクトル系列は E 2 ページで退化するので，Sinhaの

スペクトル系列の E 2 ページからの退化が言える．

Lambrechts,Turchin,Volicはこのアイデアを実行するために任意のオペ

ラッドの射に対して適用可能な Gerstenhaber-Voronovの構成の部分的一

般化を導入し，d ≥ 4のときの Sinhaのスペクトル系列の退化を証明

した．
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オペラッドの形式性とスペクトル系列の退化

定理 3.4 (M., Tsopméné )

d ≥ 3, k = Rのとき，C∗(Kd)は multiplicatively formal.

系 3.5 (M., Tsopméné, d ≥ 4のとき

Lambrechts-Turchin-Volic)

d ≥ 3, k = Qのとき，Sinhaのスペクトル系列は E 2 ページで退化す

る．



. . . . . .

Sinha’s spectral sequence

オペラッドの形式性とスペクトル系列の退化

定理 3.4 (M., Tsopméné )
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Gerstenhaber 代数

Gerstenhaber 代数

O : 乗法的チェインオペラッド．

HH∗(O)には次のような Gerstenhaber代数の構造が定まる．

(Gerstenhaber-Voronov)

x · y = µ(x , y) (µ ∈ A(2))

[x , y ] =
∑
i

(±x ◦i y) +
∑
i

(±y ◦i x)

O : 乗法的位相オペラッド．

T̃ot(O•)には little 2-cubesの作用が入る．(McClure-Smith)

H∗(Embd) ∼= H∗(T̃ot(K•
d))に Gerstenhaber代数の構造が誘導される．
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(±y ◦i x)

O : 乗法的位相オペラッド．

T̃ot(O•)には little 2-cubesの作用が入る．(McClure-Smith)

H∗(Embd) ∼= H∗(T̃ot(K•
d))に Gerstenhaber代数の構造が誘導される．
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Gerstenhaber 代数

系 3.6

次のような Gerstenhaber代数の同型が存在する:

H∗(Embd) ∼= HH∗(Poissd−1).

Proof.

H∗(Embd) ∼= H∗(T̃ot(K•
d))

境∼= HH∗(C∗(Kd))
定理 3.4∼= HH∗(Poissd−1)
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モデル圏

モデル圏 =“model for doing homotopy theory”(Quillen).

M : small limit, colimit で閉じている圏．

WEQ, COF, FIB：Mの射のクラス．

WEQ, COF, FIBに属す射をそれぞれ弱同値，cofibration, fibrationと

呼び，
∼→, ↣, ↠で表す．
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モデル圏

定義 4.1

組 (M;WEQ,COF,FIB)がモデル圏であるとは，以下の条件を満たす

ことを言う.

▶ (2から 3) Mの合成可能な射の組 (f , g)に対して，f , g , g ◦ f のう
ち二つが弱同値ならば，残り一つも弱同値である．

▶ (レトラクト) Mの射 f , g に対して，f が g のレトラクトで g が弱

同値 (resp. cofibration, fibration)ならば，f も弱同値 (resp.

cofibration, fibration).
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モデル圏

(定義の続き)

▶ (リフティング) 次の二つの可換四角形は常に liftingを持つ．

• //
��
∼
��

•

����
• // •

• //
��

��

•
∼
����

• // •

▶ (factorization) Mの任意の射 • → •は次のような二通りの関手的
な分解を持つ．•

∼↣ • ↠ •, • ↣ •
∼↠ •
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モデル圏

定義 4.2

M : モデル圏．f , g : X → Y ∈ M　射とする．

f と g が left homotopic ⇐⇒ 次のような可換図式が存在する．

X

}}
}}
}}
}}

}}
}}
}}
}}

∼
��

f

  A
AA

AA
AA

A

X X ′oo // Y

X

AAAAAAAA

AAAAAAAA
∼

OO

g

>>}}}}}}}}

f と g が right homotopic ⇐⇒ 次のような可換図式が存在する．

Y

X

f

>>}}}}}}}}

g
  A

AA
AA

AA
A

// Y ′

∼

OO

∼
��

Yoo

AAAAAAAA

AAAAAAAA

}}
}}
}}
}}

}}
}}
}}
}}

Y
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定理 4.3 (Quillen)

X : cofibrant (i.e., ∅ ↣ X ), Y : fibrant (i.e., Y ↠ ∗)とする．このとき,

二つの射 f , g : X → Y が left homotopic であることと right homotopic

であることは同値．

[X ,Y ] = HomM(X ,Y )/(right or left homotopic)

とおくと，[X ,Y ]は X と Y の弱同値類のみに依存する．
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モデル圏

left proper なモデル圏

left properなモデル圏

定義 4.4

モデル圏Mが left properであるとは，弱同値の cofibrationによる

pushoutが常に弱同値であることを言う．
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left proper なモデル圏

M : モデル圏，f : X → Y ∈ M 射とする．

X/M : X 下の対象のなす圏．i.e.,

Obj(X/M) = {X → A ∈ M},

HomX/M(A,B) = {X からの射と可換な射 g : A → B ∈ M}.

関手 Uf : Y /M −→ X/Mを次のように定める．

Uf : (Y → A) 7−→ (X
f→ Y → A)

命題 4.5

Mが left properで，f : X → Y が弱同値のとき，Uf はホモトピー圏の

同値 Ho(Y /M) ≃ Ho(X/M)を誘導する．
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オペラッドのモデル圏

CH≥0 : 非負整数で次数付けられた k上のチェイン複体のなす圏．

OPER≥0 : CH≥0 上の非対称オペラッドのなす圏．

定理 4.6

OPER≥0 には次のような left properなモデル圏の構造が入る．

▶ f : O → P が弱同値 ⇐⇒ ∀n ≥ 0, fn : O(n) → P(n)が

quasi-isomorphism.

▶ f : O → P が fibration ⇐⇒ ∀n ≥ 0, k ≥ 1, fn,k : O(n)k → P(n)k

が全射.



. . . . . .

Sinha’s spectral sequence

モデル圏

オペラッドのモデル圏

定理 4.6は以下の仕事に実質的には含まれる．

▶ 対称オペラッドの (セミ)モデル圏構造の存在

▶ チェインオペラッド : Hinich (’97)

▶ 一般のモデル圏上のオペラッド : Spitzweck (’01), Berger-Moerdijk

(’03)

▶ 非対称オペラッドのモデル圏構造の存在 : Muro (’11)
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multiplicative formalityの証明

結合律オペラッド Aと弱同値なオペラッドを A∞-オペラッドという．

補題 5.1

(1) B0, B1 : A∞-オペラッドとする．

B0 : cofibrantとする． オペラッドの射 f : B0 → B1 を一つ固定する．

このとき，写像

k× −→ [B0,B1]

a 7−→ a ∗ f , (a ∗ f )n = an−1fn

は全単射である．
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multiplicative formality の証明

(補題の続き)

(2) OPER≥0 における可換図式

B0
f1 // B1

g1 //

α

��

O1

β∼
��

B0
f2 // B2

g2 // O2

を考える． B0，B1，B2：A∞-オペラッド， B0 : cofibrant, β：弱同値と

する．hi = gi ◦ fi とおく.

このとき，h1 と h2 は Ho(B0/OPER≥0)の対象として同型.
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multiplicative formality の証明

Proof.
(1) HomOPER≥0

(A,A) ∼= k× に帰着．

(2)

B0
f1 // B1

g1 //

α

��

O1

β

��
B0

f2 // B2
g2 // O2

まず，α = id, β = idの場合を考える．もし f1 と f2 が homotopicなら

ば h1 と h2 も right homotopic. よって OK.

よって f2 = a ∗ f1，a ∈ k× としてよい. 射 ϕa : O1 → O1 を

ϕa,n = an−1 : O1(n) → O1(n)によって定義すると， ϕa は　 h1 と h2 と

の B0/OPER≥0 の対象としての同型である.(よって Ho(B0/OPER≥0)

でも同型. )

一般の場合. g1 ◦ f1 と g2 ◦ α ◦ f1 は Ho(B0/OPER≥0)　で同型. f2 と

α ◦ f1 に上の場合を適用すると主張が出る.
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ϕa,n = an−1 : O1(n) → O1(n)によって定義すると， ϕa は　 h1 と h2 と

の B0/OPER≥0 の対象としての同型である.(よって Ho(B0/OPER≥0)

でも同型. )
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α ◦ f1 に上の場合を適用すると主張が出る.
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multiplicative formalityの証明.

Aの cofibrant replacement f : B0
∼→ Aをとる.　先の補題を relative

formality を実現するチェインの各四角形に適用する:

B0

f

��

B0

f1

��

· · · B0

fN

��

B0

f

��
A //

��

P1

��

· · · //oo PN

��

Aoo

��
C∗(Kd) // O1 · · · //oo ON H∗(C∗(Kd))oo

Uf (C∗(Kd)) と Uf (H∗(C∗(Kd)) が Ho(B0/OPER≥0)の対象として同型

であることがわかる.　 left-propernessから，C∗(Kd)と H∗(C∗(Kd))は

Ho(B0/OPER≥0)において同型.
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multiplicative formality の証明

註 : Tsopménéは，relative formalityを実現するオペラッドの弱同値を

整理することにより，より初等的な証明を与えている．
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展望 : d = 3の場合

Embd のモデルは“半直積”EM•
Sd−1 ⋉K•

d で与えられる．

定理 6.1 (Salvatore, Turchin)

T̃ot(EM•
S2 ⋉K•

3)は二重ループ空間.

定理 6.2 (Budney)

Emb3 は prime knotの空間で生成される自由 little 2-cubes代数．
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予想 6.3

T̃ot(EM•
S2 ⋉K•

3)は Emb3 の group completionと弱ホモトピー同値であ

ろう．

予想の帰結 : 自然な写像 π0(Emb3) → π0(T̃ot(EM•
S2 ⋉K•

3))が単射．

定理 6.4 (Volic)

H0(Tot(C∗(K•
3)))の双対は Vassilievの有限型不変量全体の空間に等し

い．
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展望 : d = 3 の場合

ご清聴ありがとうございました!
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