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. . . . . .

分類空間 BGのコホモロジー

コンパクト連結 Lie群Gの分類空間 BGの有理コホモロジー
H∗(BG; Q)がWeyl群の作用による invariant ringで表され,多項式
環になることが知られている.

H∗(BG; Q) � H∗(BTn; Q)W(G)

� Q[ t1, t2, · · · , tn]W(G) = Q[x1, x2, · · · , xn]

また, pを奇素数とするとき, Fp–係数コホモロジー H∗(BG; Fp)も
Gに p–torsionがなければ同様の結果が成り立つ.
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. . . . . .

.
問題 (Steenrod)
..

......

多項式環 Fp[x1, x2, · · · , xn] に対し,

H∗(X; Fp) � Fp[x1, x2, · · · , xn]

を満たす位相空間 X が存在するための条件を求めよ.

ここで, H∗(X; Fp) � Fp[x1, x2, · · · , xn] を満たす位相空間 X が存在
するとき,実現可能という.
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Clark-Ewingの構成

WをGL(n,Z∧p)の有限部分群とする.
このとき, Wは Eilenberg-MacLane空間 K((Z∧p)n, 2)に, freeに作用
する.

X = K((Z∧p)n, 2)× EW

とし, XW = X/Wとすると, p ∤ |W|ならば

H∗(XW; Fp) = H∗(K((Z∧p)n, 2); Fp)W

= Fp[ t1, t2, · · · , tn]W

もし, Wがp–adic鏡映群ならば invariant ringは多項式環となる.
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環 Rに対して, n変数の多項式環 R[ t1, t2, · · · , tn]を考える.
WをGL(n, R)の部分群とするとき,不変多項式の全体
R[ t1, t2, · · · , tn]Wは環の構造を持ち, invariant ringと呼ばれている.
たとえば,鏡映群の置換作用による invariant ringは多項式環となる
ことが知られている.

.
問題
..

......

(1) H∗(BTn; Fp)Wの代数的構造

(2) H∗(BTn; Fp)Wの実現可能性
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. . . . . .

たとえば, G = U(n)の場合を考える.
ユニタリー群U(n)のWeyl群は対称群 Σnなので,次が成り立つ.

H∗(BU(n); Z) � H∗(BTn; Z)W(U(n))

� Z[ t1, t2, · · · , tn]Σn = Z[c1, c2, · · · , cn]

また,すべての素数 pに対し,

H∗(BU(n); Fp) � H∗(BTn; Fp)W(U(n))

が成り立つ.

G = SU(n)について,類似の結果が成り立つことも多いが,
rank(SU(n)) = n − 1であることに,注意が必要である.
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. . . . . .

SU(n)の centerは Znだから,dを nの約数とするとき,Lie群
SU(n)/Zdが定義される.

ϕ
d
=


1 0

. . .
...

1 0
d − 1 · · · d − 1 d


とするとき, SU(n)/ZdのWeyl群の Z–表現は,

W(SU(n)/Zd) = ϕ−1
d

W(SU(n)) ϕ
d

となる.
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. . . . . .

n = dのとき, Wn,nと dual表現W(SU(n))∗は同値である.

ϕ =


2 1 · · · 1
1 2 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 2


とすると, ϕ−1W(SU(n)) ϕ = W(SU(n))∗となる.

Wn,n = ϕ
−1
n W(SU(n)) ϕnより ψ = ϕ−1

n ϕとおくと

ψ−1Wn,n ψ = W(SU(n))∗

となる.
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.
問題
..

......

Wn,d = W(SU(n)/Zd)とするとき,

invariant ring H∗(BTn; Fp)Wn,dの構造を調べよ.

n = d = 3のとき,次が知られている.

(1) H∗(BT2; F3)W3,3 = F3[ t1 + t2, t2
1
t2
2
(t1 − t2)2]

(2) H∗(BT2; F3)W3,3は実現可能ではない.
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. . . . . .

関連する結果を表にすると,次のとおりである. 尚,適当な pと m
に対し, S[V] = H∗(BTm; Fp) = Fp[ t1, t2, · · · , tm] とする.

W S[V]W � S[V]W∗ 多項式環 実現可能性

D6 = Σ3 × ⃝ ⃝
D∗

6
× ⃝ ×

D2p (p ≥ 5) × ⃝ ×
D∗

2p
(p ≥ 5) × ⃝ ×
D12 ⃝ ⃝ ⃝

D4p (p ≥ 5) ⃝ ⃝ ×
D8 ⃝ ⃝ ×

Σp (p ≥ 5) × ⃝ ⃝
Σ∗p (p ≥ 5) × × ×

Wn,d ? ? ?

ただし, Wn,d = W(SU(n)/Zd)とする. (Wp,1 = Σp, Wp,p = Σ
∗
p)
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. . . . . .

.
定理 1
..

......

n = 4, d = 2のとき,次が成り立つ.

(1) H∗(BT3; F2)W4,2 = F2[x2, x4, x6]
ただし,
x2 = t3

x4 = t2
1
+ t2

2
+ t1t2 + t1t3 + t2t3

x6 = t1t2(t1 + t2 + t3)
である.

(2) H∗(BT3; F2)W4,2 � H∗(BSU(3)× BS1; F2)
すなわち,実現可能である.
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. . . . . .

.
定理 2
..

......

n = d = 4のとき,次が成り立つ.

(1) H∗(BT3; F2)W4,4 = F2[x2, x8, x12]
ただし,
x2 = t3

x8 = t4
1
+ t4

2
+ t2

1
t2
2
+ t2

1
t2
3
+ t2

2
t2
3
+ t2

1
t2t3 + t1t2

2
t3 + t1t2t2

3
x12 = t1t2(t1 + t2)(t2 + t3)(t3 + t1)(t1 + t2 + t3)
である.

(2) H∗(BT3; F2)W4,4は実現不可能である.
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. . . . . .

一般の群の作用に対しては invariant ringが多項式環になるとは限
らず複雑であるが,対称群などの鏡映群（reflection group）の場合
は,次のような結果がある.

C[ t1, t2, · · · , tn]Wが多項式環 ⇔ Wが鏡映群

.
定義
..

......

Vを体 F上の n次元のベクトル空間とする.線形写像 φ : V −→ V
が鏡映 (reflection)とは，次の２つの性質をみたすことである.

(1) φm = idとなる自然数 mが存在する.

(2) 任意のUの元 xに対して, φ(x) = xとなる
(n − 1)次元部分ベクトル空間Uが存在する.
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. . . . . .

.
定義
..

......

一般線形群GL(n, F)の部分群Gが鏡映群 (reflection group)である
とは，Gが鏡映によって生成された群であることをいう．

たとえば, n次の対称群 Σn = W(U(n))は互換
{(i, i + 1) | 1 ≦ i ≦ n − 1}によって生成されているから鏡映群で
ある.

一般にコンパクト連結 Lie群のWeyl群W(G)は Q上の鏡映群で
ある.
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. . . . . .

特殊ユニタリー群 SU(n)のWeyl群は Σnで,対称群 Σn−1と

(n − 1)× (n − 1)行列 
1 0 · · · −1
0 1 −1
...

. . .
...

0 0 · · · −1


で生成されている.

n = 4について考える.

W(SU(4)) = Σ4 =

⟨ 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ,
 1 0 0

0 0 1
0 1 0

 ,
 1 0 −1

0 1 −1
0 0 −1


⟩
.
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. . . . . .

d = 2のとき, W4,2 = ϕ
−1
2

W(SU(4))ϕ
2
は

W4,2 =

⟨ 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ,
 1 0 0

1 1 2
−1 0 −1

 ,
 0 −1 2
−1 0 −2

0 0 1


⟩
.

F2–係数上で考えると

W4,2 =

⟨ 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ,
 1 0 0

1 1 0
1 0 1


⟩
.

よって, p = 2では

W4,2 � Σ3
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. . . . . .

.
定理 1
..

......

n = 4, d = 2のとき,次が成り立つ.

(1) H∗(BT3; F2)W4,2 = F2[x2, x4, x6]
ただし,
x2 = t3

x4 = t2
1
+ t2

2
+ t1t2 + t1t3 + t2t3

x6 = t1t2(t1 + t2 + t3)
である.

(2) H∗(BT3; F2)W4,2 � H∗(BSU(3)× BS1; F2)
すなわち,実現可能である.
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. . . . . .

Inavariant環の生成元の求め方

GをGL(V)の部分群で dimF V = nとする.
x1, x2, · · · , xn ∈ S[V]Gを system of parametersとし,

n∏
i=1

deg(xi) = |G| ならば S[V]G � F[x1, x2, · · · , xn]

が成り立つ.

x1, x2, · · · , xn ∈ S[V]Gが system of parametersであることと
x1(t1, t2, · · · , tn) = 0

x2(t1, t2, · · · , tn) = 0
...

xn(t1, t2, · · · , tn) = 0

ならば 各 t i = 0

であることは同値である.
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定理 1の証明の概略

(1)連立方程式 
x2 = t3

x4 = t2
1
+ t2

2
+ t1t2 + t1t3 + t2t3

x6 = t1t2(t1 + t2 + t3)

これを解くと t1 = t2 = t3 = 0となるので, x2, x4, x6は system of
parametersである.

また

|W4,2| = 6 = deg(x2) · deg(x4) · deg(x6)

なので

H∗(BT3; F2)W4,2 = F2[x2, x4, x6]
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. . . . . .

(2) ψ =

 1 1 0
1 0 0
0 1 1

とする. W4,2の生成元を ψ–共役をとると

ψ−1

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

ψ =
 1 1 0

0 1 0
0 0 1


ψ−1

 1 0 0
1 1 0
1 0 1

ψ =
 0 1 0

1 0 0
0 0 1


なり,この 2つはW(SU(3))×W(S1)の元である.

H∗(BT3; F2)W4,2 � H∗(BT3; F2)W(SU(3))×W(S1) = H∗(BSU(3)× BS1; F2)

□

工藤翔太郎 (福岡大学) Invariant rings and representations 2012/11/02 20 / 37



. . . . . .

d = 4のとき, W4,4 = ϕ
−1
4

W(SU(4))ϕ
4
は

W4,4 =

⟨ 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ,
 1 0 0

3 3 4
−3 −2 −3

 ,
 −2 −3 −4
−3 −2 −4

3 3 5


⟩
.

F2–係数上で考えると

W4,4 =

⟨ 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ,
 1 0 0

1 1 0
1 0 1

 ,
 0 1 0

1 0 0
1 1 1


⟩
.
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. . . . . .

.
定理 2
..

......

n = d = 4のとき,次が成り立つ.

(1) H∗(BT3; F2)W4,4 = F2[x2, x8, x12]
ただし,
x2 = t3

x8 = t4
1
+ t4

2
+ t2

1
t2
2
+ t2

1
t2
3
+ t2

2
t2
3
+ t2

1
t2t3 + t1t2

2
t3 + t1t2t2

3
x12 = t1t2(t1 + t2)(t2 + t3)(t3 + t1)(t1 + t2 + t3)
である.

(2) H∗(BT3; F2)W4,4は実現不可能である.
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. . . . . .

定理 2の証明の概略

(1)連立方程式
x2 = t3

x8 = t4
1
+ t4

2
+ t2

1
t2
2
+ t2

1
t2
3
+ t2

2
t2
3
+ t2

1
t2t3 + t1t2

2
t3 + t1t2t2

3

x12 = t1t2(t1 + t2)(t2 + t3)(t3 + t1)(t1 + t2 + t3)

これを解くと t1 = t2 = t3 = 0となるので, x2, x8, x12は system of
parametersである.
また

|W4,4| = 24 = deg(x2) · deg(x8) · deg(x12)

なので

H∗(BT3; F2)W4,4 = F2[x2, x8, x12]
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. . . . . .

コンパクト Lie群Gの群論的構造を分類空間 BGのホモトピー論
的構造で表す有効な方法として p –コンパクト群という概念が
Dwyer-Wilkersonによって導入された.

.
定義
..

......

Xが p –コンパクト群であるとは次の 3つの条件をみたすときを
いう.

(1) Xはループ空間である.

(2) Xは Fp– finiteである. すなわち, H∗(X; Fp)は有限次元ベクト
ル空間である.

(3) BXは Fp– completeである.
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. . . . . .

(2) H∗(BT3; F2)W4,4が実現可能とすると,
H∗(BT3; F2)W4,4 � H∗(BX; F2)となる 2–コンパクト群 Xがある.
BXは 2–torsion freeなので 2–adicコホモロジーは多項式環になる.
Kasper-Andersen-Grodalの定理より

H∗(BX; Z∧
2
) � H∗(BG; Z∧

2
)

となるコンパクト連結 Lie群Gがある.

しかしながら, H∗(BG; F2) = F2[x2, x8, x12]を満たすようなコンパ
クト連結 Lie群Gは存在しない. なぜなら,次数が 4の生成元がな
いからである. □
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. . . . . .

Dual表現による invariant環

.
定理 (Dwyer-Wilkerson)
..

......

V = ⊕Fpに対し, WをGL(V)の部分群, Uを Vの部分集合とする.
このとき,

WU = ⟨w ∈ W | w(x) = x, ∀x ∈ U⟩
と定義する. S[V]W∗が多項式環であるならば, WUは鏡映群の構造

をもち, S[V]WU も多項式環である.

p ≥ 5のとき, H∗(BTp−1; Fp)
Σ∗pは多項式環ではない.

なぜなら, WUが鏡映群にならない例が存在するからである.
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. . . . . .

GL(p− 1, Fp)の部分群 Σ∗p = W(SU(p))∗に対して,

U =




1
2
...

p− 1




とすると, WU � Z/p (p ≧ 5)であり, S[V]W(SU(p))∗は多項式環で

ない.
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. . . . . .

特に, p = 5のとき

A =


0 0 0 −1
1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1

 , x =


1
2
3
4


とおくと

Ax =


0 0 0 −1
1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1




1
2
3
4

 =


1
2
3
4

 mod 5

よって

Ax = xかつ A5 = I
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. . . . . .

しかしながら, Aは鏡映でない.

なぜなら

rank(A − I ) = rank


−1 0 0 −1
1 −1 0 −1
0 1 −1 −1
0 0 1 −2

 , 1

である.
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. . . . . .

p = 2, 3の場合は状況が異なる.

.
定理 3
..

......

次が成り立つ.

(1) n = 6, 8のとき, H∗(BTn−1; F2)Wn,nは多項式環ではない.

(2) n = 6, 9のとき, H∗(BTn−1; F3)Wn,nは多項式環ではない.
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. . . . . .

定理 3の証明の概略

W(SU(6))のmod 2表現について考える. A = (a1, a2, a3, a4, a5)と
する. ただし,各 aiは列ベクトルで標準基底 e1, e2, e3, e4, e5および

b = t(1, 1, 1, 1, 1)から 1つずつ選ぶ.

例えば, (a1, a2, a3, a4, a5) = (e3, e2, b, e1, e4)とすると

A =


0 0 1 1 0
0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
0 0 1 0 1
0 0 1 0 0


W(SU(6)) = Σ6であり,これは e1, e2, e3, e4, e5, bの組み合わせで生
成されるので A ∈ W(SU(6))となる.
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. . . . . .

W = W(SU(6)), x = t(1, 1, 1, 0, 0), y = t(1, 1, 0, 1, 1)で,
U = {x, y}とするとき, WUを求める.

A ∈ WUとすると,ベクトル xに対して

Ax = a1 + a2 + a3 = x

ここで a1 = e1とすると, {a2, a3} = {e2, e3}となる.
また, a1 = e4とすると, {a2, a3} = {e5, b}となる.

よって, {a1, a2, a3}の組み合わせは次の 2通りである.

{e1, e2, e3} または {e4, e5, b}
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. . . . . .

したがって, Aは

{a1, a2, a3} = {e1, e2, e3} かつ {a4, a5} ⊂ {e4, e5, b} · · · (1)

または

{a1, a2, a3} = {e4, e5, b} かつ {a4, a5} ⊂ {e1, e2, e3} · · · (2)

のいずれかである.
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. . . . . .

さらに, y = t(1, 1, 0, 1, 1)なので, Ay = yとなる.

Ay = a1 + a2 + a4 + a5 = y

(1)のとき,

{a1, a2} = {e1, e2}, a3 = e3, {a4, a5} = {e4, e5}

である.

(2)のとき,

{a1, a2} = {e4, e5}, a3 = b, {a4, a5} = {e1, e2}

である.

工藤翔太郎 (福岡大学) Invariant rings and representations 2012/11/02 34 / 37



. . . . . .

以上より, WUは

WU =


e (1, 2)

(4, 5) (1, 2)(4, 5)

(1, 4)(2, 5)(3, 6) (1, 5, 2, 4)(3, 6)

(1, 4, 2, 5)(3, 6) (1, 5)(2, 4)(3, 6)


ここで, A = (a1, a2, a3, a4, a5) ∈ WUに対して

(1, 2) = (e2, e1, e3, e4, e5)

(1, 5, 2, 4)(3, 6) = (e5, e4, b, e1, e2)

を意味している.
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. . . . . .

したがって,
WU � D8

この D8の表現では鏡映群でないのでWUは鏡映群ではない.
故に, Dwyer-Wilkersonの定理より, H∗(BT5; F2)W6,6は多項式環で

ない. □
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. . . . . .

今後の検討課題

(1) 他のWn,dに対して, H∗(BT; Fp)Wn,dは多項式環に

なるかどうかを調べる.

(2) H∗(BT; Fp)Wn,dの生成元の計算

·低い次元における代数的構造
·コホモロジー作用素
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