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スペクトラムの安定ホモトピー圏にBousfield [1] が導入した概念を一般化するため
に、零対象を持つ閉対称モノイド圏C を考える。そのモノイド構造により与えられる
対象Xとの積がゼロになる対象の class 〈X〉 をX のBousfield class と呼ぶ。対象X,

Y は 〈X〉 = 〈Y 〉 のとき、Bousfield equivalent であるという。Bousfield classes が集合
となるとき、それは束構造を持ち、代数的な解析が可能となる。このとき、Bousfield

lattice と呼ぶ。安定ホモトピー論は、広義には安定ホモトピー圏 (see [5]) の構造解析
である。安定ホモトピー圏は閉対称モノイド圏であることから、そのBousfield classes

が考られる。ある圏の構造を解析するとき、その全体の把握が困難な場合、その特別
な部分圏の分類を試みることは自然なアイデアである。安定ホモトピー圏のBousfield

classes の研究は、その localizing 部分圏 (see [5]) の分類に深く関連している。実際、任
意のBousfield class は、もとの圏の localizing部分圏となっている [5]。また、Bousfield

classes が集合をなすとき、その構造は数理論理学におけるquantale やHeyting algebra

の構造も持つため、そちらとの関連性も興味深い。スペクトラムの安定ホモトピー圏
の場合は大川の仕事 [8]により集合となることが分かっている。スペクトラムの圏に
おけるBousfield classes の大小関係はBousfield 局所化の強弱関係を表すことからも、
Bousfield classes の持つ情報は豊富であろうことが示唆され得る。スペクトラムの圏の
Boufield lattice の構造は、Hovey-Palmieri [4] により深く調べられている。彼らは、こ
の論文内において多くの予想を提唱し、Boufield lattice の研究に対する多くの方向性
を明示した。その1 つに、現在はレトラクト予想と呼ばれている、Bousfield 束の構造
に直結したものがある (後述)。可換環R上の導来圏D(R)は、スペクトラムの圏に次ぐ
安定ホモトピー圏の代表例である。Neeman [7] により、ネーター環 R に対するD(R)

の構造は非常によく分かっているが、これらの結果をスペクトラムの圏で考えようと
すると、球面スペクトラムのホモトピー群が非ネーターであることが原因となり拡張
できない。このことから、Neeman は [7] において、非ネーター環上の導来圏の構造解
析の重要性を指摘している。これに対し、Dwyer-Palmieri は [3] において、ある特別
な非ネーター環 Λ 上の導来圏 D(Λ) の解析を行い、以下の結果を示した。

Theorem (Dwyer-Palmieri). D(Λ) において、レトラクト予想は不成立。

ここでは任意のBousfield lattice に対するレトラクト予想への新しいアプローチを紹
介する。以下、詳細を述べる。

Definition. Q = (Q,∨, ·, 0, 1)は以下をみたすとき、quantale と呼ぶ。
1) (Q,∨, 0) は join-semilattice であり、 minimum 0 をもつ。

2) (Q, ·, 1) は monoid である。

3) 分配律 x·∨i∈I yi =
∨

i∈I(x·yi)と
(∨

i∈I yi

)·x =
∨

i∈I(yi ·x)が x ∈ Q, {yi}i∈I ⊂ Q

に対して成り立つ。
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A quantale Q は (Q, ·, 1) が可換monoidの時、可換であるという。

Definition. B = (B,∨,∧, ·, 0, 1) は以下をみたすとき、Bousfield quantale と呼ぶ。
1) (B,∨, ·, 0, 1) は 可換 quantaleである。

2) (B,∨,∧) は束である。

3) 「x ≤ y」 と 「y · c = 0 なら x · c = 0である」は同値である。

Example. スペクトラムの圏S のBousfield lattice S は∨ をウエッジ和、∧ を下限、
· をスマッシュ積、0 を 1点スペクトラムの class、1を球面スペクトラムS0の class と
すれば、Bousfield quantale である。

以後、Bousfield quantale B の積x ·y をxy と書く。B の idempotentsからなるsubset

DL = {x ∈ B | x2 = x}
を考える。このとき、

Proposition. DL では xy = x ∧ y (x, y ∈ DL) である。特に、DLは分配束になる。
さらに、{xα} ⊂ DL に対し、

∨
α xα ∈ DL が言え、これに対しても分配律が成り立つ

ので、DLは frameである。また、包含 i : DL → B は任意の joinを保存する。

Corollary. 包含 iの右 adjoint r : B → DL が r(x) =
∨{y ∈ DL | y ≤ x}で与えら

れる。r は任意のmeets, 順序を保存し、r(xy) = r(x)r(y), r(x) ≤ x (x ∈ B, 等号は
x ∈ DL のとき ) をみたす。

ここで、ExampleのS での retract conjecture を述べる。mod p Eilenberg-Mac Lane

スペクトラムHZ/pに対して、J = {x ∈ S | x < 〈HZ/p〉}とおく。このとき、J は
idealになり、r は全束射 r : S/J → DL を誘導する。ここに、DL = {x ∈ S | x2 = x}
である。

The Retract Conjecture. r : S/J → DLは束同型である。

これを一般化するためにJの性質を見ておく。そのためにoperation a, d : B → B を

a(x) =
∨
{y | xy = 0} and d(x) = x ∨ a(x)

と定義する。

Proposition. J = {x | x ≤ ad(〈HZ/p〉)}. 従ってx ∈ J なら、x2 = 0.

このJの要素は strange と呼ばれる。そこで、

sg(x) = {y | y < x}
の要素をx-strange と呼ぶことにする。特にJ = sg(〈HZ/p〉).
Definition. Bousfield quantale において、任意の yに対して、xy = 0 or x のとき、
x ∈ B を fieldlike と呼ぶ。

x ∈ B で生成されるBの主イデアル I(x) とイデアルJ(x) を

I(x) = {y | y ≤ x} and J(x) = I(ad(x))

と定義する。
Proposition. J(x) ⊂ sg(x). x がfieldlikeなら、J(x) = sg(x).



Bousfield quantale Bの冪零要素の集合

N = {x ∈ B | ∃n > 0, xn = 0}
を考える。このとき、Nはイデアルになり、

r : B/N → DL (r(x) =
∨
{y ∈ DL | y ≤ x})

が定義出来る。さらに、
A = {x ∈ B | r(x) = 0}

とすると、r(xy) = r(x)r(y) だから、

N ⊂ A.

Remark. A は必ずしもイデアルではない。

Theorem. Bousfield quantale Bにおいて、
1) The retraction r が r : B/I → DL を誘導するようなイデアル Iがあれば I ⊂ A

である。

2) イデアル Iが I ⊂ Aをみたすなら、r は r : B/I → DL を誘導する。

3) r により誘導された r : B/I → DL が単射なら I = Aである。

4) r により誘導された r : B/N → DL が単射ならN = Aであり、さらにBの任意
の要素xに対して r(x) = xn となる自然数nがある。

この4)により、J ⊂ N (⊂ S) であるから、
Corollary. retract conjecture が正しいなら、Sの任意の元に対して r(x) = xn となる
自然数nがある。
これは言いかえると、retract conjecture が正しいなら、

Sの任意の元に対してm > n なら、xm = xm+1 となる自然数nがある。

さらに、J の要素x はx2 = 0 をみたすので、

Sの任意の元に対してn > 1 なら、xn = xn+1 となる。

従って
〈E ∧ E〉 > 〈E ∧ E ∧ E〉

となるスペクトラムが存在すれば retract conjectureは否定される。
次の考え方として、J j

/
J(x) となるx があるかという問題が考えられる。

K を HZ/p-acyclic スペクトラムとする。例えば自然数の無限部分集合 Iに対して
K =

∨
n∈I K(n)など。〈X〉 ≤ 〈K〉∨〈HZ/p〉となる連結スペクトラムX で〈X〉 6= 〈HQ〉

となるものがあるとする。このとき、

J ⊂ J(〈X〉)
となる。J 6= J(〈X〉) となるXがあれば retract conjecture は不成立となる。
更なる例として、Bousfield quantale B とその要素 x ∈ B に対して

B(x) = {y ∈ B | x ≤ y}.
を考える。B(h)の∨, ∧, ·, 1は同じで0はxとすればx ∈ DLのとき、B(x)ばBousfield

quantale になる。さらにDL(x) = DL ∩B(x) とする。

C = {x ∈ DL | : r : B(x)
∼=−→ DL(x)}



の極小元の一つをm とする。このとき、B(m) ∼= DL(m).

Lemma. sm : B → B(m)を sm(x) = x∨mで定義すると全束射 sm : B/J(m) → B(m)

を誘導する。さらに、誘導された sm が同型なら、B/J(m) ∼= DL(m) がいえる。

これが同型かどうかは x ∨m = y ∨m なら、x ∨ ad(m) = y ∨ ad(m) であることを
示せば良い。

Corollary. The retract conjectureが正しいなら、h = 〈HZ/p〉とするとき、S/J(h) =

S(h), S(h) = DL, DL(h) = DL となる。

これから、〈X〉 ≥ h 且つ 〈X ∧ X〉 6= 〈X〉 をみたすスペクトラムX があればThe

retract conjecture を否定できる。
最後にスペクトラム Eで Bousfield局所化された LE から得られる Bousfield quan-

tale LE について同様の考察ができることを注意する。さらに、LHZ/p では 〈HZ/p〉
は minimal であるから、J(〈HZ/p〉) = 0 から The retract conjecture が正しければ
LHZ/p = DLHZ/pとなり、任意のスペクトラムX は 〈LHZ/p(X ∧X)〉 = 〈LHZ/pX〉をみ
たすはずである。また、S(h) と LHZ/p の関連性も興味深い。
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