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S3 を素数 3 で局所化されたスペクトラムの安定ホモトピー圏とする. 2 番目の
Johnson-Wilson スペクトラム E(2)に対し, L2 を E(2)-局所的なスペクトラムから
なる S3 の充満部分圏と表す. この時, Bousfield-局所化関手 L2 : S3 → L2 が得
られる. この圏 L2 において, X ∈ L2 は X ∧ Y = L2S

0 を満たす Y ∈ S3 が存
在する時に可逆であるという. ピカール群 Pic(L2) は L2 の可逆スペクトラムの同
値類全体のなす群である. 実際, 演算 + は a = [A], b = [B] ∈ Pic(L2) に対して
a + b = [A ∧ B]で与える. L2S

n は可逆であるから, n = [L2S
n] ∈ Pic(L2) とすれ

ば n + m = [L2S
n ∧ L2S

m] = [L2S
n+m]を満たす. 従って, 0 = [L2S

0]は単位元で
Z ⊂ Pic(L2)がわかる. Pic(L2)は Kamiya-Shimomura[4]により, Z ⊕ Z/3 または
Z⊕ Z/3⊕ Z/3と同型であることが示されたが示されていたが, 最近, Goerss-Henn-
Mahowald-Rezk[1]や Shimomura[8] により, Z ⊕ Z/3 ⊕ Z/3と同型であると示され
た. この時, λ(= [Sλ]) ∈Pic(L2)を次元としたスペクトラム X のホモトピー群は次
のように定義される.

πλ(X) := [Sλ, X] ∼= [S0, X ∧ S−λ]

今, Pic(L2)=Z⊕ Z/3⊕ Z/3の左側の Z/3の生成元を与える可逆スペクトラムを P ,
右側の Z/3の生成元を与える可逆スペクトラムを Qとして, P = S−x, Q = S−y と
書く. 今回は V を α2 : Σ8M → M のコファイバーとするときに π∗(L2V )を調べた.
ここで, M はmod p Mooreスペクトラムであり, αはAdams mapのことである. ま
た, Adams map のコファイバーは Toda-Smithのスペクトラム V (1)として知られ
ている. Oka[5]により, V (1)は環スペクトラムではないが, V は環スペクトラムであ
ることが示されている.
最初の結果は

Theorem. 生成元 x ∈ Pic(L2)に対して,

πn+kx(L2V ) ∼= πn+48k(L2V ) (n, k ∈ Z)

Proof) V (1) を定義するコファイバー列を Σ4M
α−→ M

i1−→ V (1)
j1−→ Σ5M とする.

Ichigi-Shimomura[3]により, Σ48L2V (1) ∼= V (1)∧S−xが示されたためコファイバー
列の可換図式
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(δ1 = i1j1)を考えて, Σ48L2V ∼= V ∧ S−x がいえるので以下のように分かる.
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πn+kx(L2V ) = [Sn+kx, L2V ] ∼= [Sn, L2V ∧
k︷ ︸︸ ︷

S−x ∧ · · · ∧ S−x]
∼= [Sn, Σ48kL2V ] = πn+48k(L2V )

従って
⊕

n∈Z⊕Z/3 πn+kx(L2V )の構造は
⊕

n∈Z πn(L2V )が分かればよい. π∗(L2V (1))
(∗ ∈ Z) の構造は [6]で次のように決定されている.

Theorem. ([6, Th. A, Th. 10.6, Cor. 10.7]) K⊗E(ζ2)-moduleとして, π∗(L2V (1)) =
B ⊗K ⊗ E(ζ2). 但し,

B = I ⊗ (P5 ⊗ F ⊕ P4 ⊗ bF )⊕ I ⊗ (P3 ⊗ F ∗ ⊕ P2 ⊗ bF ∗) .

ここに,

K = Z/3[v9
2 , v−9

2 ], Pk = Z/3[b0]/(bk
0)

I = Z/3{vj
2 | j = 0, 1, 5}, I = Z/3{vj

2 | j = 2, 3, 4, 6, 7, 8}
F = Z/3{1, ψ} bF = Z/3{b1, bψ}

F ∗ = Z/3{h, ξ} bF ∗ = Z/3{bh, bξ}
[6]の記号では

ψ = v6
2ψ1, b1 = v3

2b1, bψ = v2
2ψ0,

h = v3
2h0, ξ = v5

2ξ, bh = v−2
2 h1, bξ = v−1

2 b1ξ.

この結果を元に,
⊕

n∈Z πn(L2V )の構造を以下のように計算できた. 結果を説明する
ために更なる記号を用意しておく.

A = A1 ⊗ E(ψ1)⊕A2

A1 = L/(b1b
4
0)⊗ E(v1v2)⊕ L/(b4

0){v2
2h1, v

7
2h1}

⊕L/(b2
0){v1v

4
2h1, v1v

7
2h1} ⊕ L/(b1b

2
0){v1, v1v

2
2 , v1v

5
2 , v1v

6
2}

A2 = K(2)∗{ξ, h0, b1ξ} ⊕K(2)∗{v3k
2 ψ0 | k = 0, 1, 2}

L = K[b0, b1]/(b2
1 + v9

2b2
0) (= K[b0]⊗ E(b1) as a module)

Theorem. L⊗ E(ζ2)-module として, π∗(L2V ) = A⊗ E(ζ2).

Pic(L2)のもうひとつの生成元 yを与える可逆スペクトラムQは d5(1) = h0ψ0ζ2 ∈
E5,4

2 (Q) = E5,4(S0) で特徴付けられる. この微分を手がかりにして

Proposition.
⊕

n,k∈Z πn+ky(L2V ) ∼= ⊕
n∈Z πn(L2V )⊕⊕

n∈Z πn+y(L2V )⊕⊕
n∈Z πn+2y(L2V )

であり, ⊕

n∈Z
πn+y(L2V ) ∼=

⊕

n∈Z
πn+2y(L2V )

である.

さらに,
⊕

n∈Z πn+y(L2V ) の構造も決定できた. 更なる記号を用意する.

A11 = b2
0L/(b1b

2
0)⊕ v1v2L/(b1b

4
0)⊕ L/(b1b

4
0)⊗ E(v1v2)⊗ Z/3{ψ1, ζ2, ψ1ζ2}

A12 =
(
b2
0L/(b2

0)⊕ L/(b4
0)⊗ Z/3{ψ1, ζ2, ψ1ζ2}

)⊗ Z/3{v2
2h1, v

7
2h1}

A13 = L/(b2
0){v1v

4
2h1, v1v

7
2h1, v

6
2h1} ⊗ E(ψ1, ζ2)⊕ v3

2h1L/(b2
0)⊗ Z/3{1, ψ1, ζ2}

A14 = L/(b1b
2
0){v1, v1v

5
2} ⊗ E(ψ1, ζ2)

⊕ (
L/(b1b

2
0){1, ψ1, ζ2} ⊕ ψ1ζ2L/(b1)

)⊗ Z/3{v1v
2
2 , v1v

6
2}
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これらの記号により,

Theorem.
⊕

n∈Z πn+y(L2V ) ∼= ⊕4
i=1 A1i ⊕A2 ⊗ E(ζ2).

ここで, 生成元はそれぞれ次のような部分加群の生成元になっている.

v2 ∈ E0,16
2 (V ), h0 ∈ E1,52

2 (V ), h1 ∈ E1,−20
2 (V ),

b0 ∈ E2,12
2 (V ), b1 ∈ E2,84

2 (V ), ξ ∈ E2,−56
2 (V ),

ψ0 ∈ E3,84
2 (V ), ψ1 ∈ E3,−24

2 (V )

一般に, V が環スペクトラムのときπ∗(L2V )はalgebraである. そのため, π∗(L2V ) =⊕
n∈Z (πn(L2V )⊕ πn+y(L2V )⊕ πn+2y(L2V )) , (∗ ∈Pic(L2))の algebraとしての構

造を知るために生成元とその relationを調べたが, relationが複雑でまだ求まってい
ないため生成元のみ報告する.

Theorem. π∗(L2V )(∗ ∈Pic(L2))は algebraとして, A1∗ =
⊕4

i=0 A1i⊗Z/3[ω]/(ω3−
1)とA2∗ = A2⊗E(ζ2)⊗Z/3[ω]/(ω3−1)の直和である. ただし, xωk ∈ πn+kω(L2V )
は上の定理の同型により xに対応する要素である. A1∗ の algebraとしての生成元は,
以下のように羅列できる.

v1v2, ψ1, ζ2, v2
2h1, v7

2h1, v3
2h1, v6

2h1, v1v
4
2h1, v1v

7
2 ,

b̃2
0ω, v2

2 b̃2
0ω, v7

2 b̃2
0ω, v1ω, v1v2ω, v1v

2
2ω, v1v

5
2ω,

v1v
6
2ω, ψ1ω, ζ2ω, v3

2h1ω, v6
2h1ω, v1v

4
2h1ω, v1v

7
2h1ω,

b2
0ω

2, v2
2 b̃2

0ω
2, v7

2 b̃2
0ω

2, v1ω
2, v1v2ω

2, v1v
2
2ω2, v1v

5
2ω2,

v1v
6
2ω2, ψ1ω

2, ζ2ω
2, v3

2h1ω
2, v6

2h1ω
2, v1v

4
2h1ω

2, v1v
7
2h1ω

2

A2∗ の algebraとしての生成元は

ω, vs
2ξ, vs

2h0, vs
2b1ξ, v3t

2 ψ0, vs
2ξζ2, vs

2h0ζ2, vs
2b1ξζ2, v3t

2 ψ0ζ2.

ここに, s ∈ Z/9, t ∈ Z/3 である.
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