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概 要

トーリック多様体の大同変量子コホモロジー (big equivariant quantum co-
homology)のミラーをシフト作用素を使って構成する．本稿の内容は論文
[13, 14] に基づく．

1. 序

トーリック多様体に対するミラー対称性はGivental [10]やHori-Vafa [12]らによって提唱

され，広く研究されてきた．特にGromov-Witten不変量についてはGivental [9]やLian-

Liu-Yau [15] によるミラー定理がよく知られている．近年，Okounkov-Pandharipande

[17], Braverman-Maulik-Okounkov [2]らによって同変量子コホモロジーの同変変数を

シフトする「シフト作用素」なるものが導入されている．本稿ではシフト作用を用い

て，同変量子コホモロジーに対するミラーの“tautological” な構成を与える．この構成

においてはミラーのLandau-Ginzburgポテンシャル，原始形式，I関数，等がGromov-

Witten不変量の言葉で記述され，ミラー対称性の証明は（ミラーが構成できれば）定

義からほとんど明らかになる．また，この構成ではトーリック多様体のコンパクト性

や c1(X)の半正値性などの技術的仮定が必要ではないことも利点である．

2. トーリック多様体の同変ミラー

まず，トーリック多様体のGivental [9]による同変ミラーについて紹介したい．トーリッ

ク多様体XのミラーはLandau-Ginzburg 模型と呼ばれる多様体Y とその上の関数fの

組 (Y, f)で与えられる．fはLandau-Ginzburg ポテンシャルと呼ばれる．トーリック

多様体の場合はY = (C×)nである（ただしn = dimX).

トーリック多様体は扇 (fan)と呼ばれるRnの有理凸多面錐の集まりを使って記述さ

れることを思い出そう．b1, . . . , bn ∈ ZnをXの扇に属する1次元錐の原始的な生成元と

するとき，Xのミラーは次の形をしている．

f(x) = Qβ1xb1 +Qβ2xb2 + · · ·+Qβmxbm .

ここで bi = (bi,1, . . . , bi,n)，x = (x1, . . . , xn) ∈ (C×)n とするときxbi = x
bi,1
1 · · · xbi,nn とお

いた．また，β1, . . . , βm ∈ H2(X,Z)は適当な曲線のクラスであり，QはNovikov変数

である．係数Qβiは形式的には群環C[H2(X,Z)]の元と解釈できるが，しばらくはQは

rankH2(X)個のC×変数と考えることにする．（すなわち環順同型C[H2(X,Z)] → C×

をとってQβiを複素数と見なす．) β1, . . . , βmは扇から決まる次の完全列

0 −−−→ H2(X,Z) −−−→ Zm (b1,...,bm)−−−−−→ Zn −−−→ 0

の分裂 (β1, . . . , βm) : Zm → H2(X,Z)を与えるものである．分裂のとり方はたくさんあ
るが，互いにx座標の座標変換でつながるのでどれをとってもよい．
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トーリック多様体Xには同じ次元の代数トーラスT = (C×)n が作用している．この

作用に関する同変ミラーは，同変変数をλ1, . . . , λnとして次で与えられる．

fλ(x) = Qβ1xb1 + · · ·+Qβmxbm − λ1 log x1 − · · · − λn log xn

同変ミラーは座標変換を考慮しても分裂 β1, . . . , βmの取り方に依存するが，fλ(x) は

Qのみに依存する定数差を除いて決まるため，以下に説明する Jacobi環や twisted de

Rham コホモロジーは分裂のとり方によらない．

例 2.1 複素射影平面CP2の扇は次である．

· · · · ·

· · · · ·

· · · · ·

· · · · ·

· · · · ·

-

6

�
�

�	

b1

b2

b3

�
�

�
�

�
��

従って同変ミラーは

f(x) = x1 + x2 +
Q

x1x2
− λ1 log x1 − λ2 log x2

定理 2.2 (Givental [9]) Xはコンパクトトーリック多様体で c1(X) ≥ 0なるものとす

る．適当なQ変数のミラー変換の下で，次が成り立つ．

(1) 同変小量子コホモロジー環QH∗
T (X)とfλのJacobi環は同型である．

QH∗
T (X) ∼= Jac(fλ)

ここでJac(fλ) = C[x±1 , . . . , x±n ]/(∂1fλ, . . . , ∂nfλ)はJacobi 環．

(2) さらに同変小量子D加群QDMT (X)とfλの twisted de Rham コホモロジーは同

型である．

QDM∗
T (X) ∼= Hn(Ω•

(C×)n [z], zd+ dfλ∧)

注意 2.3 (同変)小量子コホモロジー環とは (同変)コホモロジー環をNovikov変数Qに

より変形したものであり，具体的にはベクトル空間H∗
T (X)にQに依存する可換・結合

的な量子積⋆Qを導入したものである．同変小量子D加群とは量子積で与えられる次の

平坦接続（量子接続）のことである．

∇ = d+
1

z

r∑
i=1

(pi⋆Q)
dQi

Qi

(1)

ただし p1, . . . , prはNovikov変数Q1, . . . , Qrに双対なH2
T (X)の基底であり，zはC×に

値をとる変数．twisted de Rham コホモロジーはQ方向にGauss-Manin接続と呼ばれ



る平坦接続が入っており，(2)の同型はこの二つの平坦接続の同型である．また twisted

de Rham コホモロジーの元[
ϕ(x)

dx1 . . . dxn
x1 . . . xn

]
∈ Hn(Ω•

(C×)n [z], zd+ dfλ∧), ϕ(x) ∈ C[x±1 , . . . , x±n ]

はf(x)のLefschetz thimble Γに対して次の “exponential period” を定める．∫
Γ

efλ(x)/zϕ(x)
dx1 . . . dxn
x1 . . . xn

.

efλ(x)/zϕ(x)dx1...dxn

x1...xn
がd-exact になるのは丁度ϕ(x)dx1...dxn

x1...xn
が (d+ z−1dfλ∧)-exact にな

るときであることに注意されたい．従って twisted de Rham コホモロジーはこのよう

な exponential period を解としてもつD加群である．

例 2.4 コンパクトではないが，ミラー変換が必要な例を挙げておく．
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ここに挙げた扇はA1特異点C2/(Z/2Z)のクレパント解消OP1(−2)を与える．この場

合，ミラー変換後のLandau-Giznburg ポテンシャルは

fλ(x) = x2(1 + (1 +Q)x1 +Qx21)− λ1 log x1 − λ2 log x2

で与えられる．中央の項の係数 (1 +Q)がミラー変換の効果である．Chan-Lau-Leung-

Tseng [3]らにより，ミラー変換後のポテンシャル関数はラグランジアントーラスファ

イバーに境界を持つholomorphic disc の数え上げ (open Gromov-Witten 不変量）の母

関数としてあらわされることが分かっている．

ミラーの大量子コホモロジーへの拡張はBarannikov [1]やDouai-Sabbah [5]らによっ

て考えられた．大量子コホモロジーとはNovikov変数Qの他にさらにコホモロジーの

変数 τ ∈ H∗(X)がパラメータとして入る大量子積⋆Q,τ によって定まる環である．彼ら

は Jacobi環 Jac(f)の基底となる関数の代表元ϕ1(x), . . . , ϕN(x)を選び，ミラーとして

次の f(x)のminiversal deformation を考えた．

F (x; t) = f(x) +
N∑
i=1

tiϕi(x)

ミラーのパラメータ (t1, . . . , tN)と大量子コホモロジーのパラメータ τ は非自明なミ

ラー写像によってつながり，miniversal deformation に伴う flat structure (Frobenius

manifold structure) と大量子コホモロジーのFrobenius manifold structure が同型にな

る（X = CPnの場合など）．本稿では彼らの構成を同変な場合に拡張する．同変コホ

モロジーはC上無限次元なので一見複雑になるように思えるが，実は同変版が理論的
には最も単純な形をしている，というのが本稿における主要な観察である．



3. Seidel 表現とシフト作用素

Seidel [18] はシンプレクティック多様体XのHamilton 微分同相群の π1の元 γに対し

て量子コホモロジーの可逆元Sγを定義した
1．これは群順同型

π1(Ham(X,ω)) → QH∗(X)×/⟨Qβ : β ∈ H2(X,Z)⟩, γ 7−→ Sγ

を定め，Seidel表現と呼ばれる．またSγをSeidel元と呼ぶ．π1(Ham(X,ω))の元がXへ

のC×作用から来ているときに，Seidel 表現を同変量子D加群に持ち上げたものがシフ

ト作用素と呼ばれるもので，Okounkov-Pandharipande [17] や Braverman-Okounkov-

Pandharipande [2] によって導入された．

XをT ∼= (C×)n作用を持つ滑らかな代数多様体で，T固定点を持ち，自然な写像

X → Spec(H0(X,O))

が射影的であるものとする．さらにH0(X,O)T = Cであり，H0(X,O)の T 表現とし

てのweightのなす集合はHom(T,C×) ⊗ Rのなかである厳密に凸な錐に含まれている
ものとする．k : C× → Tを群順同型であって，kとH0(X,O) の任意のT -weight のペ

アリングが非正となるもの 2とする．このkに対して「Seidel空間」Ekを次のように構

成する．

Ek := (X × (C2 \ {(0, 0)}))/(x, (v1, v2)) ∼ (sk · x, (s−1v1, s
−1v2))

第 2成分への射影によりEkはP1上のX束となる．このX束は自明な積X ×D2を二

つとり，k(C×)作用によってねじって張り合わせることで得られるものである．つまり

Ek = (X ×D2) ∪φ (X ×D2), φ(x, eiθ) = (k(eiθ) · x, e−iθ)

と書くことができる．Seidelは Seidel空間の holomorphic sectionを数え上げることで

Seidel 表現を定義した．まずシフト作用素の定義を与えよう．Ekへの T̂ = T × C×作

用を次で定義する．

(t, u) · [x, (v1, v2)] = [t · x, (v1, uv2)]

ここで (t, u) ∈ T̂ , [x, (v1, v2)] ∈ Ekである．Ekの0 = [1 : 0] ∈ P1でのファイバーをX0，

∞ = [0 : 1] ∈ P1でのファイバーをX∞とおく．X0, X∞への T̂作用は次で与えられる．

(t, u) · x = t · x x ∈ X0

(t, u) · x = tuk · x x ∈ X∞

従ってX∞への T̂作用はX0への T̂作用より丁度k : C× → Tの分だけずれていることに

なる．このことがシフト作用素の定義における要点である．Ekの holomorphic section

の空間のコンパクト化（Ekへの安定写像のモジュライを使う）を使って作用素

S̃k : H
∗
T̂
(X0) → H∗

T̂
(X∞)

1Seidelはmonotone と呼ばれる特別な場合に定義した．その後のMcDuffらによる一般化とシンプレ
クティックトポロジーへの応用については [16] などを参照．

2この条件は lims→0 s
k · xが存在することに対応する．



が定義される．より具体的には同変Gromov-Witten不変量を使って S̃kは次の式で与え

られる． (
S̃kα, β

)
=

∑
n≥0,

d̂ : section class
of Ek

Qd̂−σmin

n!
⟨ι0∗α, τ̂ , . . . , τ̂ , ι∞∗β⟩Ek,T̂

0,n+2,d̂

ここでτ ∈ H∗
T (X)は大量子コホモロジーのパラメータであり，τ̂ ∈ H∗

T̂
(Ek)は τ̂ |X0 = τ ,

τ̂ |X∞ = Φk(τ) なる性質で特徴づけられる τ のリフトである（Φkについては以下を見

よ）．左辺の (·, ·)はH∗
T (X)の同変Poincaréペアリングであり，σminは minimal section

class と呼ばれるものである（詳細は [13]を参照）．

さらにX0とX∞は共にXと同型であるので，自然な同型写像

Φk : H
∗
T̂
(X0) ∼= H∗

T̂
(X∞)

がある．ただしこの写像はH∗
T̂
(pt)加群の写像にはならず，

Φk(f(λ, z)α) = f(λ+ kz, z)Φk(α)

を満たす．ここで f(λ, z) ∈ C[λ1, . . . , λn, z] = H∗
T̂
(pt)でありλiはT同変変数，zはC×

同変変数である．（この zは量子接続 (1) に現れるものと同じである．)

最後にこのΦkの逆写像と S̃kとを合成してシフト作用素

Sk := Φ−1
k ◦ S̃k : H

∗
T̂
(X0) = H∗

T (X)[z] −→ H∗
T̂
(X0) = H∗

T (X)[z]

を得る．Seidel 元はこの非同変極限として定義する．

Sk := lim
z→0

Sk1 ∈ H∗
T (X).

注意 3.1 Xはコンパクトと仮定していないので，この S̃kの定義は equivariant local-

izationを用いる必要がある．しかしながら，Xおよびkに対する上述の過程の下で，S̃k

は同変変数を局所化しないところで定義されていることが分かる．このことは証明の

中で重要である．

シフト作用素の重要な性質は次の通りである．

命題 3.2 ([2, 13]) (1) Skは同変変数λを−kzだけシフトする．

Sk ◦ λi = (λi − kiz) ◦ Sk

(2) Skは量子接続と可換．量子接続を∇α = ∂α + z−1(α⋆)とおくとき

∇α ◦ Sk = Sk ◦ ∇α

ただし α ∈ H∗
T (X)であり，(α⋆) はパラメータ τ ∈ H∗

T (X)に依存する αの大量子積，

∂αは τの関数f(τ)に対して方向微分 (∂αf) = limh→0(f(τ + hα)− f(τ))/h で作用する

ものとする．

(3) Skは格子Hom(C×, T )の作用になる．k, l ∈ Hom(C×, T )に対して

Sk ◦ Sl = Qd(k,l)Sk+l

ただしd(k, l) ∈ H2(X,Z)はk, lに関して対称な元．



注意 3.3 以上は同変量子コホモロジー（Aモデル）におけるシフト作用素であった．

ミラーのBモデル側でのシフト作用素は非常に単純である．つまり exponential period

のλ変数を単純にシフトすればよい．λi → λi − kizの下で，∫
Γ

efλ(x)/zϕ(x)
dx1 · · · dxn
x1 · · · xn

−→
∫
Γ

efλ(x)/zxk11 · · · xknn ϕ(x)
dx1 · · · dxn
x1 · · · xn

となるので，Bモデルにおけるシフト作用素は単項式xk = xk11 · · · xknn の掛け算である
ことが分かる．(実際にはNovikov 変数の単項式の掛け算だけずれる．）このことは以

下のミラーの構成の動機となっている．

4. 大同変ミラーの構成

Xをあるベクトル空間のGIT商として得られる滑らかなトーリック多様体とする．こ

のようなトーリック多様体は affinization Spec(H0(X,O))上射影的である．またXに

はXと同じ次元の代数トーラスT = (C×)nが作用しているが，XはT 固定点をもち，

H0(X,O)T = C で，H0(X,O)のT -weight 全体の集合はある厳密に凸な錐に含まれる．

（すなわち前節の条件が満たされる．）

N = Hom(C×, T )とおく．Xに対応する扇Σはベクトル空間N⊗ R内の有理凸多面
錐の集まりである．|Σ| ⊂ NRで扇の台 (support)を表す．すなわち扇に含まれる全て

の錐の合併集合である．N⊗ C×上の次のような「普遍関数」を導入する．

F (x;y) =
∑

k∈N∩|Σ|

ykx
kQβ(k)

ここでy = {yk : k ∈ N ∩ |Σ|}は無限個のパラメータであり，β(k) ∈ H2(X,Z)は 2節

で導入したβ1, . . . , βmを使って

β(k) =
∑
i∈σ

ciβi

(
kを含むΣの錐σを使ってk =

∑
bi∈σ

cibiと書くとき

)
(2)

により与えられる．正確にはここではNovikov変数Qおよび yを形式的変数とみて，

F (x;y)をC[(N ∩ |Σ|) × H2(X,Z)eff ][y]の適当な完備化の元と見なす（詳細は [14]参

照）．この普遍関数は次の特殊化

yk =

{
1 k ∈ {b1, . . . , bm}のとき
0 それ以外

の下で2節でのミラーのポテンシャル関数f(x) を回復している．さらに

Fλ(x;y) = F (x;y)− λ1 log x1 − · · · − λn log xn

とおく．

注意 4.1 k ∈ Nに対して k ∈ |Σ|は kとH0(X,O)の任意の T -weightとのペアリング

が非正であることと同値である．



注意 4.2 このような非常に大きな変形族F (x;y)を考える理由は，N∩ |Σ| の各点kが

同変コホモロジーH∗
T (X)のC上の基底のクラスに対応しているからである．つまり

b1, . . . , bmに対応するトーリック因子の定める同変類を u1, . . . , um ∈ H2
T (X)と書くと

き，k ∈ N ∩ |Σ|に対して ϕk =
∏

i∈σ u
ci
i とおくと（ここで (2)と同じ記号を用いた），

{ϕk : k ∈ N ∩ |Σ|}はH∗
T (X)のC上の基底をなす．

定理 4.3 ([14]) 微分 zd+ dFλ(x;y)∧の定める twisted de Rham コホモロジーとXの

大同変量子D加群は同型である．

Θ: Ω̂n[z]/(zd+ dFλ(x;y)∧)Ω̂n−1[z] ∼= QDMT (X)

ここで twisted de Rham cohomology のパラメータyと大同変量子コホモロジーのパラ

メータ τ ∈ H∗
T (X)はある可逆な変数変換 (ミラー写像)

τ = τ(y)

で関係する．さらに次が成り立つ．

1. AモデルとBモデルのシフト作用素を関係づける．

Θ ◦ xkQβ(k) = Sk ◦Θ

2. Gauss-Manin 接続∇GMと大同変量子接続∇QC とを関係づける．

Θ ◦ ∇GM = ∇QC ◦Θ

3. Θは自然な次数付けについて斉次 (homogeneous) である．

注意 4.4 ここでは詳しく説明しないが Ω̂•[z]はNovikov 変数Q，パラメータ y，同変

変数λ, z が生成するある形式べき級数環上の加群であって，変数x1, . . . , xnについての

微分形式からなるものである．詳しくは [14]を参照．

この定理における同型写像Θおよびミラー写像 τ(y)の構成を簡単に説明する．実際

これらの写像は定理の性質からほとんど決まってしまう．次の「普遍的」exponential

form を考えよう．

ω(y,y+) = exp

 ∑
k∈N∩|Σ|

∞∑
i=0

yk,ix
kQβ(k)zi−1

 x−λ/z dx1 · · · dxn
x1 · · · xn

= exp

 ∑
k∈N∩|Σ|

∞∑
i=1

yk,ix
kQβ(k)zi−1

 eFλ(x;y)/z
dx1 · · · dxn
x1 · · · xn

ここで yk,0 := ykは今までのパラメータであり，

y+ := {yk,i : k ∈ N ∩ |Σ|, i ≥ 1}

は新しい無限個のパラメータである．ω(y,y+)から因子 eFλ(x;y)/zを除くとFλ(x;y)に

付随する twisted de Rham コホモロジーの元になるので，記号の濫用によりω(y,y+)



を twisted de Rham コホモロジーの元と見なすことにする (注意 3.3を見よ)．このと

き，定理の条件が満たされるためには，ミラー写像 τ(y)およびω(y,y+) のΘによる像

Θ(ω(y,y+))が次の微分方程式を満たさなければならないことが分かる．

∂τ(y)

∂yk
= Sk(τ(y))

∂Θ(ω(y,y+))

∂yk,i
=
[
zi−1Sk

]
+
Θ(ω(y,y+)) (i ≥ 0)

(3)

ここでSk(τ) = limz→0 Sk · 1 は Seidel 元であり，[zi−1Sk]+ := zi−1Sk − δi,0z
−1(Sk⋆)で

ある．これらの微分方程式は(
τ(y),Θ(ω(y,y+))

)
∈ H∗

T (X)×H∗
T̂
(X)　

上の無限個の可換なベクトル場を定めていることが，シフト作用素の一般的性質 (命題

3.2) から従う．従って τ(y)およびΘ(ω(y,y+))はこれらの微分方程式の解で適当な漸

近条件を満たすものとして定めればよい．（そのような解が存在することは少し議論が

必要である．）

注意 4.5 式 (3)の前半はGonzález氏との共同研究 [11]で (c1(X) ≥ 0の場合に) 得られ

たものの一般化になっている．

注意 4.6 同型写像Θで量子コホモロジーの単位元1を引き戻すことで（齋藤恭司氏の

意味での）原始形式

ζ = Θ−1(1)

が得られる．同変変数λを含まない形に書きなおすことで，ζは微分形式のレベルで定

まっているとみなせる．この原始形式は無限個の変数yでパラメトライズされている

が，非同変理論における原始形式の不定性は，少なくとも，この族の中からdimH∗(X)

次元の族をとりだす方法分存在する．（実際には mod λで1 になるクラスを引き戻して

も非同変理論での原始形式が得られるので，不定性はより多い．後で議論するように

全ての不定性はx変数の reparametrizationで説明できる．）

注意 4.7 この定理から量子コホモロジーとJacobi環の間の同型

QH∗
T (X) ∼= Jac(Fλ(x;y))

が従う．

注意 4.8 ミラー写像の逆写像 yk = yk(τ)によってミラーの Landau-Ginzburg ポテン

シャルF (x,y)は τの関数と見なされる．Chan-Lau-Leung-Tseng [3]の結果からこれは

Fukaya-Oh-Ohta-Ono [7, 8, 6] らによるbulk-deformed ポテンシャルになっていること

が期待される．

5. Givental cone上のベクトル場とI関数

微分方程式 (3)はH∗
T (X)×H∗

T̂
(X)上のベクトル場を定めているが，これはGivental に

よる Lagrangian cone 上の線形ベクトル場と思うことができる．大同変量子接続の基



本解L(τ) ∈ End(H∗
T̂
(X)loc)[[Q]] を次の式で定める．

L(τ)α = α +
∑
d,n,i

Qd

n!

⟨
ϕi, τ, . . . , τ,

α

−z − ψ

⟩X,T

0,n+2,d

ϕi

ここで {ϕi}, {ϕi}はT 同変Poincaréペアリングに関する双対基底である．また添え字

の loc は localization を表し

H∗
T̂
(X)loc = H∗

T̂
(X)⊗H∗

T̂
(pt) Frac(H

∗
T̂
(pt)).

この基本解は任意のα, ϕ ∈ H∗
T (X)に対して∇ϕ(L(τ)α) = 0を満たす．Givental coneは

L =
∪

τ∈H∗
T (X)

zL(τ)−1HT̂ (X)

で定義されるH∗
T̂
(X)loc[[Q]]内のLagrangian 錐 3である．

H∗
T (X)×H∗

T̂
(X) ∋ (τ,Υ) 7−→ zL(τ)−1Υ ∈ L

によってGivental cone はH∗
T (X)×H∗

T̂
(X)と同一視することができる．この同一視の

下で微分方程式 (3)の定めるベクトル場はLの次の線形ベクトル場と同一視される．

L ∋ f 7−→ zi−1Skf ∈ TfL

ここでSkは τに依存しない定数シフト作用素であって次の性質で特徴づけられるもの

である 4．

• Sk ◦ λi = (λi − kiz) ◦ Sk

• δx ∈ H∗
T (X)locを固定点x ∈ XTのみに台 (support)をもつ同変類 (x, y ∈ XTに対

して δx|y = δx,yとなるもの)とすれば

Skδx = Qσx−σmin

(
n∏

i=1

∏
c≤0 ρi + cz∏
c≤−ρi·k ρi + cz

)
δx

ここでσxはx ∈ XTに付随するEkの section class でありσminはminimal section

class. またρ1, . . . , ρnは点xでの接空間TxXのT -weightsである．

Givental cone 上のベクトル場の積分曲線を求めることで，次の定理が従う．

定理 5.1 ([14]) (τ(y),Θ(ω(y,y+))) ∈ H∗
T (X) × H∗

T̂
(X) のGivental cone における像

は拡張 I関数 [4] (extended I-function) I(y(z), z)である．すなわち拡張 I関数は次の微

分方程式を満たす．
∂I(y(z), z)

∂yk,i
= zi−1SkI(y(z), z)

3H∗
T̂
(X)loc[[Q]]には次のシンプレクティック形式Ωが定まり，LはこれについてLagrangianである．

Ω(f, g) = −Resz=−∞(f(−z), g(z))dz

ただし f, g ∈ H∗
T̂
(X)loc[[Q]]で (·, ·)はT 同変Poincaré pairing．

4簡単のためT 固定点の集合XT が有限と仮定している（Xがトーリック多様体のときは成立）．



この定理に現れる拡張 I関数は無限変数の超幾何級数で与えられ，元々のGivental

のミラー定理 [9]にある I関数を拡張したものである．

注意 5.2 写像 (y,y+) 7→ (τ(y),Θ(ω(y,y+)) 7→ I(y(z), z)はGivental cone Lの座標を
与える．すなわちこの写像はLとSpf C[[Q]][[y,y+]]の間の formal scheme としての同型

を与えている．

6. 非同変極限とreparametrization group

定理 5.1の非同変極限 λ → 0をとることで Barannikov流の大量子コホモロジーのミ

ラーが得られる．ポテンシャル関数については逆ミラー写像y(τ)を使って τ ∈ H∗
T (X)

でパラメトライズされる族

H∗
T (X) ∋ τ 7→ F (x,y(τ))

を考えることができるが，ここで任意の (非線形かも知れない) section s : H∗(X) →
H∗

T (X) をとって変形族

H∗(X) ∋ σ 7→ s∗F (x;σ) = F (x,y(s(σ)))

を考えると s∗Fの定める twisted de Rham コホモロジーとXの大量子コホモロジーが

同型になる [14].

このように非同変極限のとり方には大きな不定性があるが，それらは全て x変数の

reparametrization で関係していることが分かる．同変Givental coneをLequivで表し，

非同変版をLnoneqで表そう．次の (x1, . . . , xn)の形式的座標変換のなす形式群 JGを考
える．

xi 7→ xi exp

 ∑
k∈N∩|Σ|,j≥0

ϵk,i,jx
kQβ(k)zj


ここで変数 ϵk,i,jは形式群JGの座標である．形式群JGは exponential form ω(y,y+)に

座標変換で作用し，したがって同変 Givental cone Lequivに作用する．

定理 6.1 ([14]) 非同変極限λ→ 0によって定まる写像

Lequiv → Lnoneq

によりLnoneq は商空間 Lequiv/JGと同一視される.
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