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概 要
量子コホモロジーは，有理曲線を数えることによって定義される滑らかな射影
多様体のコホモロジー環の変形である．量子コホモロジーと双有理幾何学の関
係は大きな関心を集めている．本講演では，爆発の量子コホモロジーに関する
次の分解定理 [Iri23a]を説明する．滑らかな射影多様体 X の滑らかな部分多様
体 Z を中心とする爆発 X̃ の量子コホモロジーは，X の量子コホモロジーと Z

の量子コホモロジーの (codim(Z)− 1)個のコピーの直和である．証明のアイデ
アは，Teleman予想の D 加群版，つまり，GIT商の量子コホモロジー D 加群
が割る前の多様体の同変量子コホモロジー D 加群（に入る差分加群の構造）と
フーリエ変換で関係する，という予想に基づく．

1 序：双有理幾何と量子コホモロジーの分解
Ruanのクレパント解消予想 [Rua06]に代表されるように，量子コホモロジーと双有理

幾何学の間には密接な関係が期待されてきた．ここでは，[GHI+24, Section 6.1]に従っ
て，双有理幾何から量子コホモロジーの分解がどのように自然に現れるかを説明したい．

1.1 量子コホモロジー
X を C 上の滑らかな射影多様体とする．X の（小）量子コホモロジー QH(X) は，

Novikov環

C[[Q]] = C[[NEN(X)]] =

 ∑
d∈NEN(X)

cdQ
d : cd ∈ C

 (1)

上の超可換環（supercommutative algebra）として定義される．ここで，NEN(X)は X

の 2次ホモロジー群 H2(X,Z) の部分モノイドであって，有効曲線のクラスによって生成
されるものである．より正確には，QH(X)は C[[Q]]ベクトル空間

QH(X) = H∗(X)⊗ C[[Q]]
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であって次の（小）量子積 ?（small quantum product）が与えられたものである．

(α ? β, γ) =
∑

d∈NEN(X)

〈α, β, γ〉X0,3,dQ
d (2)

ここで，(α, β) =
∫
X
α ∪ β は H∗(X) 上の交叉形式（Poincaré 双線形形式）であり，

〈α, β, γ〉X0,3,d は種数 0, 3 点付き，次数 d の Gromov-Witten 不変量である．Gromov-

Witten不変量 〈α, β, γ〉X0,3,d は大雑把に言うと，α, β, γ の Poincaré双対サイクル A,B,C

を通る種数 0の正則曲線（有理曲線）u : P1 → X であって次数が d = u∗([P1])となるも
のの数を表している．次数 d = 0の曲線は定値写像しかないことから，Q → 0の極限で
量子積はカップ積を復元することが分かる．

lim
Q→0

? = ∪

式 (2)の右辺は一般には無限和でありその収束性の一般的な証明は知られていないが，?
はカップ積の形式的な変形とみなせる．

注 1.1 小量子積は次の斉次性を持つ．有理曲線のモジュライ空間の形式次元を考える
ことで，Gromov-Witten 不変量は次元公理

〈α, β, γ〉X0,3,d 6= 0 =⇒ degα + deg β + deg γ = 2dimCX + 2c1(X) · d

を満たすことが分かる．従って degQd := 2c1(X) · dと定めるとき，小量子積 ?は斉次性
deg(α ? β) = degα+ deg β を満たす．特にX が Fano多様体（つまり，c1(X)が正）の
場合は，式 (2)の右辺は有限和であり，?は Qの多項式環上定義されている．

例 1.2 射影空間X = Pn−1 は Fano多様体であるから，量子コホモロジー環は多項式環
C[Q] 上定義されており（注 1.1 参照），次で与えられる．（H2(Pn−1)は 1次元であるか
ら，Qは 1変数である．）

QH(Pn−1) ∼= C[p,Q]/(pn −Q).

ここで p = c1(O(1)) ∈ H2(Pn−1)は超平面類である．関係式 pn = Qの古典極限 Q → 0

を取ると，通常のコホモロジー環の関係式 pn = 0が出ることに注意しよう．また pn = Q

という関係式は，Pn−1 の相異なる 2点を通る直線（次数 1の有理曲線）がただ 1つ存在
する，という幾何学的事実の反映である．簡単に分かるように，Qを 0でない複素数に
特殊化するとき，QH(Pn−1)は環として Cの n個の直和と同型になる．これが以下で説
明する量子コホモロジーの分解の特別な例である．

注 1.3 ここでは簡単のため小量子積のみを説明したが，一般に種数 0, n 点 Gromov-

Witten不変量を使って，コホモロジー類 τ ∈ H∗(X)でパラメトライズされる大量子積
?τ が次のように定義される．

(α ?τ β, γ) =
∑

d∈NEN(X)

∑
n≥0

〈α, β, γ, τ, . . . , τ 〉X0,n+3,d

Qd

n!
.



α ?τ β は τ の形式的冪級数であって，τ = 0で小量子積 α ? β と一致する．大量子積 ?τ

の定める超可換環 (H∗(X)⊗ C[[Q]][[τ ]], ?τ )を大量子コホモロジーという．

1.2 端収縮と量子コホモロジーの分解
量子コホモロジーは有理曲線の数え上げによって定義されるため，双有理幾何学にお

ける森理論と深い関係がある．ここで森理論における基本的な概念を復習しておこう．
森錐（Mori cone）NE(X) ⊂ H2(X,R) とは有効曲線のクラスのなすモノイド NEN(X)

によって生成される閉凸錐である．端射線 (extremal ray) R = R≥0d0 ⊂ NE(X) とは，
森錐の 1次元面（つまり辺）であって，c1(X) · d0 > 0を満たすクラス d0 によって生成
されるものである．端射線は有理曲線で生成されることが知られており，d0 は R の原
始的な整の生成元に取っておくことにする．収縮定理（contraction theorem）[KMM87,

Theorem 3.1.2]により，Rに付随する端収縮 (extremal contraction) f : X → Y が存在
する．これは，X から（一般には特異点を持つ）正規射影多様体 Y への写像であって，
「曲線 C ⊂ X が一点に収縮するのは，そのホモロジー類 [C] が端射線 R上にある場合で
ありまたその場合に限る」という性質をもつものである．
端収縮 f を使って，f 例外（小）量子積 ?f (f -exceptional small quantum product)が

次のように定義される．これは量子積の定義 (2)の右辺において，f で 1点につぶされる
曲線のみを考えたものである *1．

(α ?f β, γ) =
∑
n≥0

〈α, β, γ〉X0,3,nd0 Q
nd0 .

ここで重要なポイントは，c1(X) · d0 > 0であるため，注 1.1に述べた斉次性から，右辺
は必然的に有限和になるということである．従って ?f は q := Qd0 の多項式環 C[q]上定
義された例外量子コホモロジー QHexc(X) := (H∗(X)⊗ C[q], ?f )を定める．例外量子コ
ホモロジー QHexc(X) は QH(X) のある種の極限と解釈できる．逆に，QH(X)は C上
の有限次元代数 QHexc(X)|q=1 の変形 (deformation) とも考えることができる．

注 1.4 より正確には，Novikov環 (1)の定義を少し修正して，C[[Q]]を次数付き完備化
として定義したほうが良い．つまり C[[Q]]を Qの斉次な冪級数の有限和として表される
ような元からなるものとしておく．このとき，端射線 R に対応する変数 q = Qd0 は正
の次数を持っているため，Novikov 環の元は q について「多項式的」である．つまり，
Novikov変数 Qを qと「残り」の変数 Q′ に分けたとき，Novikov環は C[[Q]] = C[q][[Q′]]

の形をしていると考えることができる．

注 1.5 ここで QHexc(X)を q = 1への特殊化を考えたが，値 q = 1に特に意味はない．
量子積の斉次性から，任意の 0でない複素数 z に対して QHexc(X)|q=z と QHexc(X)|q=1

は互いに同型である．

*1同様の量子積は，Ruan のクレパント解消予想の研究でも考察された [Rua06]．



QHexc(X)|q=1 は C 上の有限次元代数であり，対応する 0 次元スキーム Q :=

Spec(QHev
exc(X)|q=1)は有限個の点からなる *2．可換 Artin環の一般論から，有限次元代

数 QHexc(X)|q=1 はこのスキーム Qの点 α（QHev
exc(X)|q=1 の極大イデアル）で添え字づ

けられる成分の直和に環として分解する．

QHexc(X)|q=1 =
⊕
α∈Q

Aα

QH(X)は QHexc(X)|q=1 の変形であるから，この分解は（係数環 C[[Q]]を適当な環K に
拡大したのち）環としての分解

QH(X)⊗C[[Q]] K ∼=
⊕
α∈Q

Ãα

を誘導する．ここで次の自然な疑問が生じる．

問題 1.6 各直和因子 Ãα は幾何学的な起源をもっているだろうか？具体的には，何らか
の空間の (大) 量子コホモロジーと同一視できるだろうか？（大量子コホモロジーについ
ては注 1.3参照．）

1.3 量子コホモロジーの分解の例（toric flip, 射影束，爆発）
問題 1.6については，いくつかの肯定的な例が知られている．以下に例を挙げるが，3

番目の例 1.9が本稿の主題である爆発の場合である．

例 1.7（[GW19, Iri20]） X を滑らかな toric Deligne-Mumford stackとし，X 99K X+

を toric flip (より一般的には toric GIT商の変動から生じる discrepant transformation）
とする．このとき QH(X) は X+ の大量子コホモロジーを直和因子として含む．

例 1.8（[IK23]） V → Y をランク r ≥ 2のベクトル束とし，X = P(V ) → Y を Y 上
の射影束とする．自然な射影 f : X → Y は端収縮であり，それに付随する例外量子コホ
モロジーは

QHexc(X) ∼= H∗(Y )[p, q]/(pr + c1(V )pr−1 + · · ·+ cr(V )− q)

で与えられる．ここで，p = c1(OX(1))は相対超平面類（relative hyperplane class）であ
り，端射線に対応する Novikov変数 qと双対である．q = 1に特殊化すると，環として次
の分解を持つことが容易にわかる．

QHexc(X)|q=1
∼=

r⊕
i=1

H∗(Y )

Qを底空間 Y の Novikov 変数とする．X の大量子コホモロジーは QH(X)exc をさらに
パラメータ (Q, τ )で変形したものであるが，上の分解は大量子コホモロジーの分解を引

*2ここでは可換環のアフィンスキームを考えるため，偶数次部分 QHev
exc(X) ⊂ QHexc(X)をとった．



き起こし，各直和因子は底空間 Y の大量子コホモロジーと同一視されることが言える．
つまりある形式的な（非線形の）同型写像 σ = (σi)

r
i=1 : H

∗(X) → H∗(Y )⊕r が存在して

QH(X)τ ∼=
r⊕

i=1

QH(Y )σi(τ)

が成立する．ここで QH(X)τ，QH(Y )σi(τ) の添え字 τ ∈ H∗(X), σi(τ) ∈ H∗(Y )は大量
子コホモロジーのパラメータである．Eulerベクトル場 EX ∈ QH(X)τ の量子積の固有
値を見ると図 1のような分解が観察される（Eulerベクトル場については式 (3)参照）．

H∗(Y )

H∗(Y )

H∗(Y )

QHexc(X)|q=1

変形−−→ QH(Y )σ1

QH(Y )σ2

QH(Y )σ3

|Q|, |τ | � |q|での QH(X)

図 1 射影束 X = P(V ) → Y の量子コホモロジー QH(X) を Euler ベクトル場の積
の固有値で分解した様子．図では r = rankV = 3．

例 1.9（[Iri23a]） X を滑らかな射影多様体，Z ⊂ X を X 内の滑らかな部分多様体と
し，Z を中心とする X の爆発（blow-up）を X̃ = BlZ X とする．また r を Z の余次元
とする．通常のコホモロジー群においては次のような加法的分解が知られている [Voi07,

Theorem 7.31]．

H∗(X̃) = ϕ∗H∗(X)⊕
r−2⊕
k=0

j∗(p
kπ∗H∗(Z)) ∼= H∗(X)⊕H∗(Z)⊕(r−1).

ここで ϕ : X̃ → X は自然な射影であり，j : D → X̃ は例外因子の埋め込み，π =

ϕ|D : D → Z は射影束，p = c1(OD(1))は相対超平面類である．

D � � j //

π

��

X̃

φ

��
Z � �

i
// X

上の分解は積を保たないが，量子コホモロジーに移ると乗法的な分解ができる．射影
ϕ : X̃ → X は端収縮であり，それに付随して大量子コホモロジーが以下のように分解



する．
QH(X̃)τ̃ ∼= QH(X)τ ⊕

r−1⊕
i=1

QH(Z)σi

ここで，τ̃ ∈ H∗(X̃)，τ = τ(τ̃) ∈ H∗(X)，σi = σi(τ̃) ∈ H∗(Z) は大量子コホモロジーの
パラメータであり，τ̃ 7→ (τ(τ̃), σ1(τ̃), . . . , σr−1(τ̃)), H

∗(X̃) → H∗(X)⊕H∗(Z)⊕(r−1) は
形式的な（非線形の）同型写像である．QH(X̃)τ̃ の Eulerベクトル場の量子積の固有値
は，「例外量子コホモロジー極限」の近くで，図 2のように分布している．

QH(X)τ

QH(Z)σ1

QH(Z)σ3

QH(Z)σ2

図 2 「例外量子コホモロジー極限」の近くでおこる，爆発 X̃ の量子コホモロジーの
分解．この図では r = codim(Z) = 4．

例 1.10 上記の分解を局所的な 1点での爆発の例で確かめてみよう．X = Cr, Z = {0}
としたとき，X̃ は OPr−1(−1)の全空間であって

QH(X̃) ∼= C[p, q]/(p(pr−1 + q))

となる．ここで p は例外因子 Pr−1 の超平面類である．従って Spec(QH(X̃)) は式
p(pr−1 + q) = 0 で与えられる空間で，q = 1 のとき原点 p = 0 とそれを取り囲む
r − 1個の点 p = (−1)

1
r−1 に分かれている．

2 爆発の量子 D加群の分解
この節では量子コホモロジーを微分方程式（D加群）に持ち上げた量子 D 加群につい

て説明し，爆発 X̃ の量子 D加群のレベルでの分解についてより詳細な主張を述べる．

2.1 量子 D加群
注 1.3 で紹介した大量子コホモロジー

(H∗(X)⊗ C[[Q, τ ]], ?τ )



を思い出そう．H∗(X)の基底 {φi}si=0 をとり，パラメータ τ ∈ H∗(X)を τ =
∑s

i=0 τ
iφi

と展開しておく．ここで {τ i}si=0 は H∗(X)の座標を与えている *3．
新しい変数 z を導入し，量子 D加群（quantum D-module）QDM(X)を

QDM(X) = H∗(X)⊗ C[z][[Q, τ ]]

とおく．QDM(X)は (Q, τ, z)空間 “SpecC[z][[Q, τ ]]”上のコホモロジーをファイバーと
する自明束の切断の空間と考えることができる．このベクトル束には以下の量子接続
（Dubrovin 接続とも呼ばれる）が与えられている．

∇τ i =
∂

∂τ i
+

1

z
(φi?τ )

∇z∂z = z
∂

∂z
− 1

z
(EX?τ ) + µ

∇ξQ∂Q = ξQ
∂

∂Q
+

1

z
(ξ?τ ) with ξ ∈ H2(X)

ここで，
EX = c1(X) +

s∑
i=0

(1− deg φi

2
)τ iφi (3)

は Eulerベクトル場であり，µ ∈ End(H∗(X))は µ(φi) = (1
2
deg φi − n

2
)φi で定義される

次数づけ作用素である（ただし，n = dimCX）．これらは互いに超可換な作用素

∇τ i ,∇z∂z ,∇ξQ∂Q : QDM(X) → z−1 QDM(X)

を定めている（つまり超多様体の意味での平坦接続となる）．z → 0の極限で

z∇τ i −→ φi?τ

となることから，量子 D 加群は量子コホモロジーのさらなる「量子化」とみなせる．量
子 D加群はまた交叉形式によって与えられる以下のペアリングを持ち，

P (f, g) =

∫
X

f(−z) ∪ g(z), f, g ∈ QDM(X)

このペアリング P は接続に関して平坦である．

注 2.1 Novikov変数 Q方向の量子接続 ∇ξQ∂Q は τ 変数についての ξ ∈ H2(X)方向の
接続∑i ξ

i∇τ i（ただし ξ =
∑

i ξ
iφi と展開した）と本質的に同じである．つまり，Q方

向と τ の H2 方向は本質的に同じ役割を持っており，本稿での量子 D 加群の定義は座標
を余分に用いている．z 方向の量子接続∇z∂z は量子コホモロジーの斉次性（注 1.1）と関
わる．つまり∇z∂z +∇EX + n

2
は量子 D加群の次数付け（の半分）を与えている．

*3正確にはこれらの座標は超可換 τ iτ j = (−1)|i||j|τ jτ i であり（ただし |i| ≡ deg ϕi mod 2），H∗(X) を超
多様体（supermanifold）とみなしたときの座標をなす．また，C[[Q, τ ]]は C[[Q]][[τ0, τ1, . . . , τ s]]の略記で
ある．



2.2 分解定理
以前と同様に，ϕ : X̃ → X を滑らかな射影多様体 X の滑らかな部分多様体 Z ⊂ X に

沿っての爆発とする．爆発 X̃ の量子D加群に対する分解定理を正確に述べるために，幾
つか記号を導入する．X, Z, X̃ の量子コホモロジーは異なる Novikov環上定義されてい
るため，全ての Novikov環を含む共通の環を導入する．Qを X の Novikov変数とする．
環K に対して，K を係数とする冪級数環 *4K[[Q]]を

K[[Q]] = K
[[
Qd, xy−1, Qφ∗d̃y−[D]·d̃ : d ∈ NEN(X), d̃ ∈ NEN(X̃)

]]
とおく．ここで x, y は Q と独立な新しい変数であり，Q は変数 Q, x, y の総称である．
また D ⊂ X̃ は爆発の例外因子を表す．

s =

{
r − 1 rが偶のとき
2(r − 1) rが奇のとき

とし，X, Z, X̃ の Novikov環 C[[Q]], C[[QZ ]], C[[Q̃]]を次のように C((q−1/s))[[Q]]に埋め込
む（ここで Q,QZ , Q̃は各々 X,Z, X̃ の Novikov変数）．

C[[Q]] ↪→ C((q−1/s))[[Q]] Qd 7→ Qd

C[[QZ ]] → C((q−1/s))[[Q]] Qd
Z 7→ Qi∗dq−c1(NZ/X)·d/(r−1)

C[[Q̃]] ↪→ C((q−1/s))[[Q]] Q̃d̃ 7→ Qφ∗d̃q−[D]·d̃

(4)

ここで，qは 1.2節に現れた端射線の生成元に対応する Novikov変数であり，ϕ : X̃ → X

で 1 点につぶれる例外直線に対応する *5．これらの環の埋め込みを使って，QDM(X),

QDM(Z), QDM(X̃)を C[z]((q−1/s))[[Q]]上に底変換したものを QDM(X)La, QDM(Z)La,

QDM(X̃)La で表す．

定理 2.2（[Iri23a]） C((q−1/(r−1)))[[Q]]上の形式的な（非線形な）同型写像

(τ, σ1, . . . , σr−1) : H
∗(X̃) → H∗(X)⊕H∗(Z)⊕(r−1)

および接続とペアリングを保つ量子 D加群の同型

Ψ: QDM(X̃)La ∼= τ ∗ QDM(X)La ⊕
r−1⊕
i=1

σ∗
i QDM(Z)La

が存在する．

X̃ の大量子コホモロジーのパラメータを τ̃ ∈ H∗(X̃) と書くとき，上記の非線形写像
τ̃ 7→ (τ, σ1, . . . , σr−1)の各成分は冪級数

τ(τ̃) ∈ H∗(X)⊗ C((q−1/(r−1)))[[Q, τ̃ ]], σj(τ̃) ∈ H∗(Z)⊗ C((q−1/(r−1)))[[Q, τ̃ ]]

*4正確には以下に現れる冪級数環は全て「次数付き」の完備化として定義すべきである．ただし，degQd =

2c1(X) · d, deg x = 2, deg y = 2r, deg q = 2(r − 1)．注 1.4参照．
*5実際，ℓ ⊂ D が例外直線であるとき，環埋め込み (4)に関する Q̃ℓ の像が q になっている．



で与えられ，そのヤコビ行列は C((q−1/(r−1)))[[Q, τ̃ ]]上可逆であり，次を満たす．

τ(0)|Q=0 = q−1[Z] +O(q−2)

σj(0)|Q=0 = −(r − 1)e−
2πi
r−1

(j−1+ r
2
)q

1
r−1 +

2πi

r − 1
(j − 1

2
)c1(NZ/X) +O(q−

1
r−1 ).

(5)

この同型写像 (τ, σ1, . . . , σr−1)の微分を考えることで，例 1.9における量子コホモロジー
環の分解が得られる．

系 2.3（[Iri23a]） 写像 (τ, σ1, . . . , σr−1) の微分は環同型 QH(X̃)τ̃ ∼= QH(X)τ(τ̃) ⊕⊕r−1
i=1 QH(Z)σi(τ̃) を誘導する．

注 2.4 量子D加群の分解およびパラメータの変数変換は Novikov変数 qの逆（の冪根）
を付け加えたところで定義されている．つまり，量子コホモロジー（D 加群）の分解は
古典極限 Q̃ = 0では成り立たず，変数 q についてある種の解析接続が必要である．大雑
把にいうと，QDM(X̃) は q = 0 のまわりで定義され，QDM(X) は q = ∞ のまわりで
定義されていると考えられる．写像 τ(τ̃)の漸近挙動 (5)から，変数 q−1 は QDM(X)に
とっては X のコホモロジー類 [Z] ∈ H2r(X)に（漸近的に）双対な変形パラメータに対
応することが分かる．X および X̃ の量子コホモロジー D 加群はある大域的な「Kähler

モジュライ空間」の異なる極限点のまわりに住んでいると考えることができる *6．3.2節
ではこの描像を同変量子コホモロジーを使って説明する．

注 2.5 上で導入した新しい冪級数環 C[[Q]]はある別の空間W の Novikov環として現れ
る．W は C× 作用が与えられた空間で，その GIT商がX あるいは X̃ になるものである
（3.1節参照）．純粋に X,Z, X̃ の幾何の観点からは，変数 x, y は余分であり，定理 2.2に
おける量子 D加群の同型は x, y によらないことが期待される．

2.3 ガンマ予想との関係
上記の分解定理 2.2 は環 C[z]((q−1/s))[[Q, τ̃ ]] 上の量子 D 加群の分解である．冪級数環

は次数付き完備化されているものを考えるので，この環は

C[z]((q−1/s))[[Q, τ̃ ]] = C[q1/s, q−1/s][[Q, τ̃ ]][[z]]

と書き直すことができる．仮に関係する量子コホモロジーの構造定数が全て収束したと
仮定しても，分解定理の同型が全ての変数について解析的なものになることは実は期待
できない．期待できるのは，Oを変数 q,Q, τ̃ に関する解析的な関数の層とするとき，

• 変数変換 τ̃ 7→ (τ(τ̃), σ1(τ̃), . . . , σr−1(τ̃))は解析的（各成分が Oに属する），

*6この描像はクレパント変換予想（Ruan の予想）の場合と似ている．クレパント（K 同値）な双有理変換
でつながる多様体については，その量子 D 加群は解析接続でつながると予想されている [Rua06, Iri10]．
ただし，本稿で考えている滑らかな中心に沿った爆発はクレパントではない変換であるため，QDM(X) と
QDM(X̃)はランクが異なり同型にはならない．その差として QDM(Z)⊕(r−1) があらわれる．



• 分解定理 2.2の同型 Ψは O[[z]]上定義される，

ということまでである．実際，z 方向の量子接続は z = 0で不確定特異点を持つが，トー
リックスタックの（重み付き）爆発の場合などに [Iri20]，z = 0での Stokes構造は定理
2.2にあるような直交分解を持たないことが分かっている．このことから分解の z につい
ての解析化は期待できない．一方，（上記の収束性の仮定の下で）z のある角領域を固定
すると，同型 Ψの解析的な持ち上げ（Hukuhara-Turrittinの定理）をとることができる．
解析的持ち上げの定める分解は（あるパラメータの値 (q,Q, τ̃)において），ガンマ整構造
により，導来圏の半直交分解（Orlovによる）

Db
coh(X̃) ∼=

〈
Db

coh(X), Db
coh(Z)0, · · · , Db

coh(Z)r−2

〉
から誘導される，というのが予想である．これはガンマ予想 [GGI16, SS20]の一種と考
えられる．この主張はトーリックスタックの重み付き爆発の場合には部分的に確かめら
れている [Iri20]．爆発の場合の正確な定式化については [Iri20, Iri23b]を参照．

2.4 双有理幾何への応用
Katzarkov, Kontsevich, Pantev, Yu は分解定理 2.2 の双有理幾何学への驚くべき応

用を見つけており，例えば，非常に一般の（very general）4 次元の 3 次超曲面（cubic

fourfold）の非有理性が示せることを発表している．彼らの議論は Hodge 構造と量子コ
ホモロジーの分解とを組み合わせるものである．量子コホモロジーは複素構造の変形の
下で変わらない一種の位相的な構造を与えている．一方で Hodge構造は複素構造に強く
依存する．また（非）有理性も複素構造に強く依存する．この二つの構造を組み合わせる
ことで，有理性問題への応用が得られる．
また Kontsevich は講演の中で，分解定理を用いたクレパント変換予想 [Rua06] の K

がネフである場合の証明（クレパント変換の下での Hodge 数の不変性を含む）につい
ても言及している．これはMcLeanの結果 [McL20]の別証明を与えることが主張されて
いる．

3 同変量子コホモロジーのフーリエ解析による分解定理の証明
証明の基本的なアイデアは爆発 X̃ → X をある C× 作用を持つ空間W の GIT商の変

動として表すことである．また GIT 商の量子コホモロジーについての Teleman の予想
[Tel14]（の量子 D加群版）を使う．
Telemanの予想は，W の同変量子コホモロジーQHC×(W )がQH(W//C×)に対応する

ことを予想する．この対応の下で，QHC×(W )に作用するシフト作用素（Seidel作用素）
が，QH(W//C×)の Novikov変数と対応し，QHC×(W )の同変パラメータがQH(W//C×)

の量子接続に対応することが期待される．この予想を特別な場合に解決し，また同変量
子コホモロジーの解のフーリエ変換の漸近解析を行うことにより，分解定理 2.2が証明さ
れる．



3.1 幾何学的設定と Telemanの予想
W = BlZ×{0}(X × P1) を X × P1 の Z × {0} に沿った爆発とする．W には P1 への

C×作用の誘導する C×作用が入っている．この C×作用に関して，W は二つの滑らかで
非空な GIT商を持つことが分かる．

W//C× = X または X̃

W への S1 作用に関するモーメント写像 µ : W → Rの様子は図 3に示されている．シン
プレクティック商の言葉では，上側のモーメントレベルでは商が X となり，下側では X̃

となる．またW の C× 固定点集合は 3つの成分を持ち，

WC×
= X t X̃ t Z

で与えられる．

X

Z × P1

Z

D̂

µ

R

X̃

W//C× ∼= X̃

W//C× ∼= X

図 3 W とモーメント写像 µ : W → Rの模式図．図のX はX ×{∞} ⊂ W を表し，
X̃ はX × {0}の strict transform である．D̂ ∼= P(NZ/X ⊕ 1)はW → X × P1 の例
外因子であり，D = D̂ ∩ X̃ は X̃ → X の例外因子である．

大雑把に言うと，Telemanの予想の量子 D加群版は次の同型を予言する：

QDMC×(W ) ∼= QDM(W//C×). (6)

この同型の下で，{
λ: 同変パラメータ
S: シフト作用素 と

{
z∇q∂q : κ(λ)の方向に沿った量子接続
q

とが対応すると予想される．ここで，κ(λ) ∈ H2(W//C×)はKirwan map κ : H∗
C×(W ) →

H∗(W//C×)による λの像である．同変量子 D 加群に作用するシフト作用素は S ◦ λ =

(λ− z) ◦ S を満たし，同変パラメータ λに関する差分方程式を与える．従ってこの同型
は差分加群と D加群の間のフーリエ変換とみなすことができる．
ただし，上記の同型 (6) はこのままでは正しくなく，QDMC×(W ) の適切な完備化が

必要である．実際，もしこれがそのまま正しいとすると， QDM(X) ∼= QDMC×(W ) ∼=
QDM(X̃) となって矛盾である．実際のところは，QDM(X) と QDM(X̃) は各々
QDMC×(W )の（別々の極限点に付随する）異なる完備化から生じている．



注 3.1 Teleman 自身は次のように予想を定式化した [Tel14, PT24]．Fano 多様体 W

の cC
×

1 (W ) を安定性条件とする GIT 商（symplectic 商）W//C× について，W の同変
量子コホモロジーの Seidel 元 S = 1 のファイバー QHC×(W )/(S − 1) が W//C× の
量子コホモロジー QH(W//C×) と同型になる．ただし Novikov 環のとり方が本稿とは
異なる．Fano 多様体の場合のこの予想は（より一般の簡約群 G 作用の場合も含めて）
Pomerleano-Teleman [PT24] によって解決が宣言されている．その証明はシンプレク
ティックコホモロジーを用いる Floer理論的なものである．

注 3.2 Telemanの予想に対しては深谷圏とその間の Lagrangian対応を用いたアプロー
チが考えられる．ハミルトン S1 作用を持つシンプレクティック多様体 W とそのシ
ンプレクティック簡約 W//S1 の間には，モーメントレベルの与える Lagrangian 対応
µ−1(t) ↪→ W ×W//S1 があり，これが深谷圏の間の関手を与えるはずである．量子コホ
モロジーは深谷圏の Hochschildホモロジーとして得られるから，量子コホモロジーの関
係が得られると予想される．これに関連した仕事については，[Fuk17, LLL23]を見よ．

3.2 シフト作用素と大域的な Kähler モジュライ空間
この節では同変量子 D 加群 QDMC×(W )がフーリエ変換の下で Kähler モジュライ空

間上の大域的な D加群を与えることを説明する．言い換えれば QDMC×(W )はミラー対
称性の文脈における「大域的ミラー」の代わりを務めることができる．
同変量子 D 加群におけるシフト作用素は Okounkov-Pandharipande[OP10] で導入さ

れ，[BMO11, MO12, Iri17, GMP22]などで調べられた．これは量子コホモロジーに対す
る Seidel表現 [Sei97]の D 加群への持ち上げであり，一般に，トーラス T ∼= (C×)l 作用
を持つ多様体の同変量子 D加群に対して余指標格子 Hom(C×, T )の作用を与える．
ここではシフト作用素の数学的に厳密な定義は与えないが，Floer理論からの動機づけ

を簡単に説明する．X の量子コホモロジーは自由ループ空間 LX の半無限コホモロジー
（Floerホモロジー）とみなすことができることを思い出そう．X にトーラス T の作用が
あるとき，余指標 k ∈ Hom(C×, T )はループ空間の間に次の写像を導く．

k∗ : LX → LX, γ(eiθ) 7→ k(eiθ) · γ(eiθ)

この写像が量子コホモロジー（D加群）に導く写像が Seidel作用素 Sk（あるいはシフト
作用素）である．自由ループ空間はループを回転させる S1 作用 γ(eiθ) 7→ γ(z−1eiθ) を
持っているが，その作用している S1 を S1

loop で表そう．X の量子 D 加群 QDM(X) は
S1
loop 同変な Floerホモロジーという解釈を持っており，そのパラメータ z は S1

loop 同変
パラメータである [Giv95]．上の写像 k∗ の同変量子コホモロジー D 加群への作用を考え
ようとすると，一つ問題が生じる．それは上の写像 k∗ は通常の意味で TR × S1

loop 同変で
はなく，群同型

TR × S1
loop → TR × S1

loop, (t, z) 7→ (k(z)t, z)

に関して同変になるということである（ここで TR は T の極大コンパクト群を表す）．こ



の同変性のずれが同変パラメータの「シフト」の原因である．
Seidel 作用素 Sk の定義には Novikov 環の単項式 Qd をかけるだけの不定性がある

ことが知られている．例えば McDuff-Tolman [MT06] はその不定性を k(C×) 作用の
“maximal fixed component” を用いて正規化している．論文 [Iri23a] ではこの不定性の
正規化はせず，その代わりにシフト (Seidel) 表現を 2 次の同変ホモロジー群 HT

2 (X,Z)
の作用と考えた．次の完全列

0 −−−→ H2(X,Z) −−−→ HT
2 (X,Z) −−−→ HT

2 (pt,Z) ∼= Hom(C×, T ) −−−→ 0

の下で，H2(X,Z) の部分は Novikov 変数の単項式の作用に対応し，それで割ったもの
がもともとの余指標格子 Hom(C×, T ) の作用になっている．より正確には，[Iri23a] で
は HT

2 (X,Z) ではなく，次の完全列を満たす代数的な同変 1 サイクルの群 NT
1 (X) ⊂

HT
2 (X,Z)の元のシフト作用を考えた．

0 −−−→ N1(X) −−−→ NT
1 (X) −−−→ HT

2 (pt,Z) ∼= Hom(C×, T ) −−−→ 0

各 β ∈ NT
1 (X)に対して Novikov環上線形なシフト作用素

Sβ : QDMT (X) → QDMT (X)[Q−1]

が定義され，β = d ∈ N1(X)のときは，Sβ は Qd の掛け算と一致し，任意の β1, β2, β ∈
NT

1 (X), λ ∈ H2
T (pt)に対して次が成立する．

Sβ1+β2 = Sβ1 ◦ Sβ2 , Sβ ◦ λ = (λ− z(λ · β)) ◦ Sβ.

ここで，QDMT (X)[Q−1] は QDMT (X) の Novikov 単項式 {Qd : d ∈ NEN(X)} による
局所化を意味しており，一般には Sβ は格子 QDMT (X)を保たない．シフト作用素の下
で，QDMT (X) ⊂ QDM(X)[Q−1]を保つモノイド

NET
N(X) ⊂ HT

2 (X,Z)

を導入することができる [Iri23a, Proposition 2.9]．これは有効曲線のモノイド NEN(X)

の同変類似（「同変森モノイド」）とみなすことができる *7．シフト作用により，

QDMT (X)は C[[NET
N(X)]]上の加群の構造を持つ (7)

ことが分かる *8．このモノイド NET
N(X)が生成する HT

2 (X,R)内の錘 NET (X)（「同変
森錘」）は Dogachev-Hu [DH98]および Thaddeus [Tha96]らにより考察された T 豊富錘

*7T 作用が generic stabilizer を持たないとき，同変森モノイド NET
N (X) は（定義から直ちに分かるが）

NEN(X)と cT1 (X) · βj > 0を満たす有限個の元 β1, . . . , βN ∈ NT
1 (X)で生成されている．これは「Cone

Theorem」の同変類似と考えられる．
*8これは，同変量子 D 加群 QDMT (X)を差分作用素のなす環上の加群とみなすことであり，これはすなわち
そのフーリエ変換を考えているということである．



CT (X) ⊂ H2
T (X,R)（T -ample cone）の双対錘であることが分かる．ここで CT (X)は次

のように定義される．

CT (X) =

〈
cT1 (L) :

L→ X は豊富な T 同変直線束で
L安定な点の集合 Xst(L)が空でない

〉
R≥0

.

これは異なる GIT安定性条件により，いくつかの部屋に分かれている．
さて，C× 作用を持つ空間W = BlZ×{0}(X × P1)の場合に話を戻そう．W の同変量子

D加群 QDMC×(W )には格子 NC×
1 (W ) ∼= N1(W )⊕ Zのシフト作用が定義され，そのな

かのモノイド NEC×

N (W ) ⊂ NC×
1 (W )の作用は Novikov変数 Qの局所化なしに定義され

ている．同変森錘 NEC×
(W )の双対錘, つまり C× 豊富錘 CC×(W )は図 3に現れたモー

メント写像の像の coneをとったものと同一視され，二つの部屋に分かれている．

CC×(W ) = CX ∪ CX̃

ここで各々の部屋は GIT 商 X あるいは X̃ に対応する．この分割は図 4 に示したよう
な扇（fan）の構造を与える．この扇に付随するトーリック多様体Mを考えると，フー
リエ変換 (7)によって QDMC×(W )は自然にM上の層を与えることになる．正確には，
同変量子 D 加群 QDMC×(W ) はこのトーリック多様体M のアフィン化（affinization）
SpecC[[NEC×

N (W )]]上の層であるが，それをMに引き戻したものを考える．トーリック
多様体MはX と X̃ に付随する固定点（X カスプおよび X̃ カスプ）を含んでおり，「大
域的 Kählerモジュライ空間」とみなすことができる．同変量子 D 加群 QDMC×(W )の
与える層について，各々 X カスプおよび X̃ カスプにおいてある小さな改変を行い（引
き戻した加群の QDMC×(W )[Q−1]での像をとる操作），そのカスプで完備化することで
QDM(X)および QDM(X̃)が得られる *9．

3.3 同変量子コホモロジーのフーリエ解析
分解定理 2.2 の証明のあらすじは次の通りである．まず，次の 3 種類のフーリエ変換

FX̃ , F
i
Z , FX を構成する．（ただし i ∈ {1, 2, . . . , r − 1}．）

QDMC×(W )
F
X̃

ww
F i
Z

��

FX

''
QDM(X̃) QDM(Z) QDM(X)

ここで X, X̃ は W の GIT 商であり，また X,Z, X̃ は W の固定点集合の成分であった
ことを思い出そう．一般にフーリエ変換は GIT商，あるいは，固定点集合の成分に対し
て定義することができる．証明は，これらのフーリエ変換に対して次を示すことで完結
する．

*9正確には論文 [Iri23a]では，この主張は X̃ カスプについてのみ議論されている [Iri23a, Theorem 5.2]．た
だし，同様の議論は X カスプでもうまくいくはずである．
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図 4 C× 豊富錘 CC×(W )の持つ扇の構造とそれに付随するトーリック多様体．豊富
類 ω ∈ Amp(X)での CC×(W ) → Amp(X)のファイバー（図の点線部分）は，ω に
関するモーメント多面体（モーメント写像の像）と同一視できる．

• フーリエ変換 FX̃ は QDMC×(W )を X̃ カスプで完備化 *10すると同型

FX̃ : QDMC×(W )̂̃
X

∼=−→ QDM(X̃)

を与える．
• フーリエ変換 FX ⊕ F 1

Z ⊕ · · · ⊕ F r−1
Z は完備化 QDMC×(W )̂̃

X
に拡張し，次の同型

を与える．

FX ⊕ F 1
Z ⊕ · · · ⊕ F r−1

Z : QDMC×(W )̂̃
X

∼=−→ QDM(X)⊕QDM(Z)⊕(r−1)

量子D加群は J 関数と呼ばれるコホモロジーに値をとる解をもつ．これは descendant

Gromov-Witten 不変量の母関数であり，次の式で与えられる．

J(τ, z) = 1 +
τ

z
+
∑
i

∑
d∈NEN(X),n≥0

〈
τ, . . . , τ,

φi

z(z − ψ)

〉
0,n+1,d

Qd

n!
φi.

ここで {φi}と {φi}は互いに双対な H∗(X)の基底である（∫
X
φi ∪ φj = δji を満たす）．

以下では，J 関数（あるいはもっと一般に Givental錘上の任意の点）のフーリエ変換の
方法として 2通りの方法とその間の関係を見る．
3.3.1 GIT商に対するフーリエ変換
一般に GIT商に対しては離散フーリエ変換を考えることができる．C×多様体W とそ

の滑らかな GIT商 Y = W//C×に対して，JW をW の同変 J 関数とし，κ : H∗
C×(W ) →

H∗(Y )を Kirwan写像とする．このとき，JW の離散フーリエ変換が次で定義される．

I(q) :=
∑
k∈Z

κ(S−kJW )qk.

*10先に述べたように，単なる完備化ではなく，QDMC×(W )のある小さな改変が必要である．



ここで，S は Givental空間Hrat
W = H∗

C×(W )⊗H∗
C×

(pt) C(λ, z)に定義される（組み合わせ
論的な）シフト作用素であり，固定点集合とその法束の（同変）Chern類から決まる．こ
の離散フーリエ変換について，次が予想される．

予想 3.3（[Iri23a, IS]） I(q) は Y の量子 D 加群の解である．（より正確には，Y の
Givental錘上の点である．ただし本稿では Givental錘の定義は与えない．）

例 3.4 簡単な例を挙げる．W = Cr とし，C× のスカラー倍の作用を考える．W の同
変 J 関数の τ = 0での値は，JW = 1で与えられる．HW

rat = C(λ, z)上のシフト作用素 S
は次で与えられる．

S : f(λ, z) 7→ λrf(λ− z, z)

W の GIT商として Pr−1 を考える．Kirwan写像 H∗
C×(Cr) = C[λ] → H∗(Pr−1)は同変

パラメータ λ を超平面類 p ∈ H2(Pr−1) に移す．このとき，JW = 1 の離散フーリエ変
換は

I =
∑
k∈Z

κ(S−kJW )qk =
∑
k∈Z

κ

(∏
c≤0(λ+ cz)r∏
c≤k(λ+ cz)r

)
qk

=
∞∑
k=0

qk∏k
c=1(p+ cz)r

で与えられる．これは良く知られた Pr−1 の J 関数であり [Giv95]，QDM(Pr−1)の解を
与える．

3.3.2 固定成分に対するフーリエ変換
C× 多様体W の固定点集合の成分 F ⊂ WC× をとる．この成分 F に対して，ガンマ因

子 GF を次で定義する．

GF =
∏
ϱ

1√
−2πz

(−z)−ϱ/zΓ(−%/z)

ここで %は F の法束 NF/W の C× 同変 Chern根（つまり∏ϱ(1 + %) = cC
×
(NF/W )）全

てを渡る．GF は H∗(F )に値をとる λと z の解析関数である（ここで λは C× 同変パラ
メータ）．W の同変 J 関数 JW の連続フーリエ変換を次で定義する．

I =

∫
eλ log q/zGF ∪ JW |Fdλ

これはH∗(F )に値をとる関数である．JW |F は λの有理関数を係数とする Q, τ の冪級数
であるから，Q, τ の冪ごとに項別積分することにより，（適切な積分路 *11を選べば）この
積分に解析的な意味を持たせることができる．

*11例えば，積分路は z が実のとき c+ iRの形にとれる．



法束 N = NF/W の C× 表現としての分解を N =
⊕

α Nα とする．ここで Nα には C×

が重み wα ∈ Z で作用するものとする．rα = rankNα とおく．停留位相近似（鞍点法）
により I の漸近展開を（形式的に）計算することができる．Stirlingの近似より，

eλ log q/zGF ∼ const.e−φ(λ)/z, ϕ(λ) = −λ log q +
∑
α

rα(wαλ log(wαλ)− wαλ)

を得る．cF :=
∑

α rαwα 6= 0と仮定すると，位相関数 ϕ(λ)は |cF |個の臨界点

λcrit =

[(∏
α

w−rαwα
α

)
q

]1/cF
を持つ．臨界点 λcrit を一つ選ぶごとに次の形の漸近展開が得られる．

I ∼
√
2πz · ecFλcrit/zI (as z → 0)

ここで I は q−c1(NF/W )/(cF z)−(rF−1)/(2cF )H∗(F )[q±1/cF ]((z))に値をとる z の漸近級数であ
る．ただし rF = rankNF/W．Coates-Givental の量子 Riemann-Roch定理 [CG07]を使
うことにより，次の結果が得られる．

命題 3.5（[Iri23a, Proposition 4.8]） 漸近級数 I は F の量子 D 加群の解である．
（より正確には，F の Givental錘上の点である．）

例 3.6 例 3.4を再び考える．W = Cr の固定点 {0}に付随する JW = 1の連続 Fourier

変換は ∫
1

(−2πz)r/2
eλ log q/z(−z)−rλ/zΓ(−λ/z)rdλ

で与えられる．r 個の臨界点 λcrit = q1/r での漸近展開を考えることにより，r 個の解
Fj : QDMC×(Cr) → σ∗

j QDM(pt), j = 1, . . . , r を作ることができる．例 3.4での計算か
ら QDMC×(Cr) ∼= QDM(Pr−1)であることが分かるので，それと合わせると Pr−1 の量子
D加群の分解

r⊕
j=1

Fj : QDM(Pr−1) ∼=
r⊕

j=1

σ∗
j QDM(pt)

が得られる．これは例 1.2 で考えた Pr−1 の量子コホモロジーの分解 QH(Pr−1)|Q=1
∼=

C⊕r の D 加群版であり，分解定理 2.2の証明のひな型と見ることができる．また，上記
の積分（Mellin-Barnes積分と呼ばれる）を解析的に評価することで，Pr−1 に対するガン
マ予想を示すこともできる [GGI16, §5]．

3.3.3 二つのフーリエ変換の関係
3.3.1節の（GIT商に対する）離散フーリエ変換と 3.3.2節の（固定成分に対する）連

続フーリエ変換の間には関係がつくことがあり，それが分解定理の証明の鍵となってい
る．我々の状況では，X と X̃ はW = BlZ×{0}(X × P1)の GIT商としても現れるし，固



定成分としても現れることを思い出そう．この場合には連続フーリエ変換を留数定理を
使って評価することにより，実は二つのフーリエ変換が（簡単なファクターを除き）同じ
であることが示される．これと命題 3.5からW の GIT商 X, X̃ に対して予想 3.3が成
立することが従う．離散フーリエ変換の表式は具体的な計算に適しており，分解定理の
証明で使われる．
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