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問題 39　Bott-Tu の Lemma 6.12を参照．

問題 40　Bott-Tu の Proposition 6.14.1を参照．

問題41　局所座標をとって示す．(U ;x1, . . . , xm)をMの座標近傍でE|U ∼= U×Rrを
(Eの向きに関して)正の局所自明化とする．U ×Rrの座標を (x1, . . . , xm, t1, . . . , tr)

とおく．また f−1(U) ⊂ M に含まれる座標近傍 (V ; y1, . . . , yn) をとっておく．写像
f を V 上で

(y1, . . . , yn) 7→ (x1(y1, . . . , yn), . . . , xm(y1, . . . , yn))

の形に表示する．与えられた等式を V 上で示そう．E|U 上で

ω =
∑
I,J

cI,J(x, t)dxI ∧ dtJ

と座標表示する1．このとき定義により

π∗ω =
∑
I

dxI

∫
Rr

cI,{1,...,r}(x, t)dt1 · · · dtr

一方E|U の自明化は f−1E|V の自明化 f−1E|V ∼= V × Rrを誘導する．V × Rr上の
座標 (y1, . . . , yn, t1, . . . , tr) によって写像 f̃ : f−1E|V → E|U は

(y1, . . . , yn, t1, . . . , tr) 7→ (x1(y1, . . . , yn), . . . , xm(y1, . . . , yn), t1, . . . , tr)

の形に表示される．したがって

f̃ ∗ω =
∑
I,J

cI,J(x(y), t)dx(y)I ∧ dtJ =
∑
H,I,J

cI,J(x(y), t)gH,I(y)dyH ∧ dtJ

ただし f ∗dxI = dx(y)I =
∑

H gH,I(y)dyH とおいた．従って

π′
∗f̃

∗ω =
∑
H,I

dyH

∫
Rr

cI,{1,...,r}(x(y), t)gH,I(y)dt1 · · · dtr

=
∑
I

(f ∗dxI)

∫
Rr

cI,{1,...,r}(x(y), t)dt1 · · · dtr

= f ∗π∗ω.

問題 42　 (1) M =
∪
Uαを正の向きの座標近傍 (Uα;x1, . . . , xm) によるM の開被

覆とする．必要なら細分をとり，E|Uαは (正の向きの) 自明化E|Uα
∼= Uα ×Rr を持

つとしてよい．{ρα}を {Uα} に従属する 1の分割とする．積分の定義から∫
E

ω =
∑
α

∫
E|Uα

(π∗ρα)ω =
∑
α

∫
Uα×Rn

ρα(x)
∑
I,J

cαI,J(x, t)dxIdtJ

1いつものように，I, Jはmulti-indexを表し，I = {i1 < · · · < ik}に対して dxI = dxi1∧· · ·∧dxik

などとしている．
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ただしE|Uα
∼= Uα × Rrの座標を (x1, . . . , xn, t1, . . . , tr)とし，ωの局所表示を

ω =
∑
I,J

cαI,J(x, t)dxI ∧ dtJ

とした．Fubiniの定理より，∫
E

ω =
∑
α

∑
I

∫
Uα

dxIρα(x)

(∫
Rr

cαI,{1,...,r}(x, t)dt1 · · · dtr
)

=
∑
α

∫
Uα

ρα(x) · π∗ω

=

∫
M

π∗ω.

(2) は (1) を π∗τ ∧ ω ∈ Ω∗
c(E) に適用し，projection formulaを使って得られる．

つまり ∫
E

π∗τ ∧ ω =

∫
M

π∗(π
∗τ ∧ ω) =

∫
M

τ ∧ π∗ω.

問題 43　 s0 : M → Eをゼロ切断とする．s0 ◦ πは idEとホモトピックである．実
際H(e, t) = (1− t)s0(π(e)) + teがホモトピーH : E × [0, 1] → Eを与える．ベクト
ル束に対するホモトピー性質により

V ∼= (s0 ◦ π)−1V = π−1(s−1
0 V )

すなわち F = s−1
0 V に対して主張が成立することが分かる．

問題 44　仮定から任意の点 x ∈ M に対して
∫
Ex

Θ ̸= 0である．各点 x ∈ M に対し
てファイバーExの向きを

∫
Ex

Θ > 0となるように定める．このときExの向きが x

について局所的に一定 (連続的に変化する)であることを示せばよい．
このことは明らかかもしれないが，一応丁寧に示しておく．局所自明化 E|U ∼=

U × Rrをとる．この局所自明化の誘導する写像 φx : Ex
∼= Rrがある点 x = x0 ∈ U

で向きを保つならば，その点の近傍でも向きを保つことを示せばよい．π : E|U ∼=
U × Rr → U を射影とする．(Rrの向きに関する)ファイバーに沿った積分 π∗を考
えると，π∗Θは U 上の閉 0-formであるから，局所定数関数2である (Θは閉形式で，
dと π∗は可換であることを思い出そう) ．従って π∗Θは x0を含む連結成分上で正の
定数関数となる．よって同型 φxは x = x0の近傍で向きを保つ．

2そこまで言わなくても π∗Θが連続関数であることに注意すれば十分である．
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