
幾何学 II　演習問題解答 No.6　 2019年 11月 20日

問題 24　 (1) (No.4, 問題 19の解答も参照のこと) P1, P2を中心とする半径 1の開円
板B1, B2をとる．R2 = M∪(B1∪B2)である．またM∩(B1∪B2) = B×

1 ∪B×
2 ,ただし

B×
1 = B1\{P1}, B×

2 = B2\{P2}．R2の開被覆{M,B1∪B2}に対してMayer-Vietoris

完全列を適用すると

0 −−−→ H0(R2) −−−→ H0(M)⊕H0(B1 ∪B2) −−−→ H0(B×
1 ∪B×

2 ) −−−→

−−−→ H1(R2) −−−→ H1(M)⊕H1(B1 ∪B2) −−−→ H1(B×
1 ∪B×

2 ) −−−→

−−−→ H2(R2) −−−→ H2(M)⊕H2(B1 ∪B2) −−−→ H2(B×
1 ∪B×

2 ) −−−→ 0

Mは連結なのでH0(M) ∼= R．またB×
i はS1とホモトピー同値なのでH1(B×

i )
∼= R,

H2(B×
i )

∼= 0．Poincaréの補題から q = 1, 2に対し Hq(R2) ∼= Hq(B1 ∪ B2) ∼= 0．
従って Mayer-Vietoris完全列から H1(M) → H1(B×

1 ∪ B×
2 )

∼= R2 は同型，また
H2(M) ∼= 0である．
コンパクト台のコホモロジーについてのMayer-Vietoris完全列は

0 −−−→ H0
c (B

×
1 ∪B×

2 ) −−−→ H0
c (M)⊕H0

c (B1 ∪B2) −−−→ H0
c (R2) −−−→

−−−→ H1
c (B

×
1 ∪B×

2 ) −−−→ H1
c (M)⊕H1

c (B1 ∪B2) −−−→ H1
c (R2) −−−→

−−−→ H2
c (B

×
1 ∪B×

2 ) −−−→ H2
c (M)⊕H2

c (B1 ∪B2) −−−→ H2
c (R2) −−−→ 0

である．B×
i
∼= S1×RゆえPoincaréの補題よりH1

c (B
×
i )

∼= H2
c (B

×
i )

∼= R, H0
c (B

×
i ) =

0．また同様にH2
c (R2) ∼= H2

c (Bi) ∼= R, q ̸= 2に対してHq
c (R2) ∼= Hq

c (Bi) ∼= 0．従っ
てこの完全列は

0 −−−→ 0 −−−→ H0
c (M)⊕ 0 −−−→ 0 −−−→

−−−→ H1
c (B

×
1 ∪B×

2 ) −−−→ H1
c (M)⊕ 0 −−−→ 0 −−−→

−−−→ H2
c (B

×
1 ∪B×

2 ) −−−→ H2
c (M)⊕H2

c (B1 ∪B2) −−−→ H2
c (R2) −−−→ 0

このことからH0
c (M) ∼= 0, R2 ∼= H1

c (B
×
1 ∪ B×

2 ) → H1
c (M) は同型，H2

c (M) ∼= Rが
分かる．(H2

c (M)については最後の行の写像を詳しく見てもいいし，また短完全列
0 → A → B → C → 0において dimB = dimA + dimC であることを用いても
よい．)

(2) (1)での計算よりH1
c (B

×
1 ∪ B×

2 ) → H1
c (M)は同型．従ってH1

c (M)の基底は
H1

c (B
×
i )

∼= R の基底の (包含写像 B×
i → M に関する)押し出しとして得られる．

Poincaréの補題での同型写像 H0(S1)
e∗−→ H1

c (S
1 × R) ∼= H1

c (B
×
i ) の作り方から，

H1
c (B

×
i )の生成元としてωi = e(ri)driの形のものが取れる．ただし riはPiからの距

離を与える関数で，e(r)は (0, 1)上のコンパクト台のC∞関数であって
∫ 1

0
e(r)dr = 1

を満たすもの．
一方H1(M) → H1(B×

1 ∪ B×
2 )も同型であることから，τi = dθiがH1(M)の基底

をなすことが分かる．ただし (ri, θi)は Piを中心とする極座標を表す．(θiは 1価な
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座標ではないが，dθiはPi以外の点でwell-definedであり，H1(B×
i )の生成元となる．

具体的には dθ1 =
xdy−ydx
x2+y2

，dθ2 =
(x−3)dy−ydx
(x−3)2+y2

．)

ここで i ̸= jならば θiは ωjの台の上で 1価関数にとることができるので，Stokes

の定理により ∫
M

τi ∧ ωj =

∫
M

d(θi ∧ ωj) = 0.

ここで θi ∧ ωjがコンパクト台の 1-formであることを使った．一方，i = jならばBi

の極座標で計算して∫
M

τi ∧ ωi =

∫
(ri,θi)∈(0,1)×[0,2π]

dθi ∧ e(ri)dri = −2π

ただしM には標準的な向きを入れている．
別解：より一般に ρ(θ)を周期 2πのなめらかな周期関数で

∫ 2π

0
ρ(θ)dθ = 1 を満た

すものとして τi = ρ(θi)dθiと取ってもよい．このときは ρの台をうまくとると i ̸= j

のとき Supp τi ∩ Suppωj = ∅ゆえ τi ∧ ωj = 0となって明らかに積分はゼロ．
(3) Siを Piを中心とする半径 1/2の円，Ri = Pi + R>0(0, 1) (Piから y軸の正の

向きに向かう半直線)とする．ωi = e(ri)driは上と同じものとし，τi = − 1
2π
dθiと定

義しなおすことにする．このとき (2)の計算から∫
M

τi ∧ ωj = δi,j.

次が成り立つことを証明したい．∫
Si

τ =

∫
M

τ ∧ ωi ∀τ ∈ H1(M)∫
Ri

ω =

∫
M

τi ∧ ω ∀ω ∈ H1
c (M)

これは τ または ωが基底のときにチェックすればよく，∫
Si

τj = δi,j

∫
Ri

ωj = δi,j

であることから従う．(Siには左回りの向き，Riには上向きの向きをいれておく．ま
た i ̸= jのとき

∫
Si
τj = 0となることの証明には θjが Si上で一価であることに注意

して Stokesの定理を使うとよい．)

注意：τiの代表元として，上記別解にある通り−ρ(θi)dθiの形のものをとると，Ri

の十分小さい近傍に台を持つものが作れる．またωi = e(ri)driの代表元として Siの
十分小さい近傍に台を持つものがとれる．つまり τi, ωiの台は各々Ri, Siを「近似」
することができる．
(4) τ = τ1 − τ2 = 1

2π
(dθ2 − dθ1) が題意を満たすことを示そう．境界付き多様体

N ⊂ M を
N = {(x, y) ∈ M : y ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 3}
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とおく．∂N = R2 ∪R1 ∪P1P2 である．Stokesの定理から任意のM上のコンパクト
台 closed 1-form ωに対して ∫

∂N

ω =

∫
N

dω = 0

であるが，左辺は∫
R2

ω −
∫
R1

ω +

∫
P1P2

ω =

∫
M

τ2 ∧ ω −
∫
M

τ1 ∧ ω +

∫
P1P2

ω

に等しい．従って ∫
P1P2

ω =

∫
M

(τ1 − τ2) ∧ ω =

∫
M

τ ∧ ω.

別解：基底に対する値
∫
P1P2

ωiを計算して τ を求めてもよい．つまり∫
P1P2

ω1 = 1,

∫
P1P2

ω2 = −1

なので τ = τ1 − τ2ととればよいことが分かる．

問題 25　略．例えば，河田敬義「ホモロジー代数」p.16を参照せよ．

問題 26　次を示せばよい．ω ∈ Ωn−k(M), σ ∈ Ωk+1
c (M × R)に対して，∫

M×R
σ ∧ π∗ω =

∫
M

π∗σ ∧ ω

これはMの局所座標{xi}をとって確かめられる．実際，Mの座標近傍 (U, {x1, . . . , xn})
において

σ =
∑
I

fI(x, t)dxI +
∑
J

gJ(x, t)dt ∧ dxJ

ω =
∑
I

hI(x)dxI

とかくとき

π∗σ =
∑
I

(∫ ∞

−∞
gI(x, t)dt

)
dxJ

であるから，∫
U×R

σ ∧ π∗ω =
∑
I,J

∫
U×R

gI(x, t)hJ(x)dt ∧ dxI ∧ dxJ∫
U

π∗σ ∧ ω =
∑
I,J

∫
U

(∫ ∞

−∞
gI(x, t)dt

)
hJ(x)dxI ∧ dxJ

Fubiniの定理よりこれらは等しい．（ここではT(x,t)(M×R)の向きをTxMの oriented

basis {v1, . . . , vn}を用いて，{ ∂
∂t
, v1, . . . , vn}で入れている．向きの入れ方によって

は符号だけずれる．)

一般の場合は座標近傍でMを覆い，付随する 1の分割を使って，座標近傍上の積
分に帰着する．

問題 22　解答No.5を参照せよ．
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