
幾何学入門演習　No.1　 (2023年 10月 4日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．

問題 1 2次元トーラスをR3内の曲面として表す式を与えよ．二人乗りの浮き輪（種
数 2の曲面）をR3内の曲面として表す式を与えよ．

問題 2 (⋆) Xを位相空間，A ⊂ Xを部分集合とする．AにXからの相対位相を入
れる．つまり，Aの開集合はXの開集合Uを用いてA∩Uの形に書ける集合である．

(1) 包含写像 i : A → X, i(a) = a は連続であることを示せ.

(2) Xがハウスドルフ空間ならAもハウスドルフ空間であることを示せ．

(3) Aの閉集合はXの閉集合か．（答えは一般には否．反例を与えよ．但し，Aが
コンパクトでXがハウスドルフ空間の時はどうなるか．）

問題 3 (⋆) (X, d)を距離空間とする．距離から定まる位相についてXはハウスドル
フであることを示せ．

問題 4 (⋆) Rn上のユークリッド距離 d(x, y) =
√∑n

i=1(xi − yi)2を考え，Rnにはこ
の距離 dに付随する位相を入れる．積位相空間の定義を復習し，n,m ≥ 0に対して，
位相空間Rn+mはRnとRmの積位相空間であることを証明せよ．

問題 5 (⋆) fi : Xi → Yi, i = 1, 2を連続写像とする．写像 f1×f2 : X1×X2 → Y1×Y2

を (f1×f2)(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2))と定める．f1×f2は連続写像であることを示せ．

問題 6 (⋆) X,Y を位相空間，f : X → Y を連続写像とし，A ⊂ XとB ⊂ Y を部分
集合であって f(A) ⊂ Bが成り立つものとする．A,Bに相対位相を入れるとき，f

をAに制限して得られる写像 f |A : A → Bは連続であることを示せ．

問題 7 (⋆) 写像 f : Rn → Rmについて，次は同値であることを示せ．

(1) ∀x ∈ Rn, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 such that ∀y ∈ Rn, ∥x−y∥ < δ =⇒ ∥f(x)−f(y)∥ < ϵ

(2) 任意の開集合 U ⊂ Rmについて f−1(U)はRnの開集合

問題 8 (⋆) 複素平面Cと開円盤B = {z ∈ C : |z| < 1}は同相か．閉円盤B = {z ∈
C : |z| ≤ 1}の場合はどうなるか．

問題 9 三角形 ∆ = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1}の境界 ∂∆と S1 =

{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}とは同相か．
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問題 10 (⋆) 次のアルファベットの文字のペアは互いに同相か．但し，文字は太さ
を持たない 1次元のグラフと考える．
(1) LとM，(2) Aと R，(3) OとD，(4) Xと Y, (5) Lと Y, (6) AとO

問題 11 (⋆) 写像 f : S1 → R2，f(x, y) = (x, y)を包含写像とする．f は定値写像
g : S1 → R2, g(x, y) = (1, 0)とホモトピックであることを示せ．

問題 12 上の問題で f, g : S1 → R2 \ {(0, 0)}とみなすと f と gはホモトピックでは
ないことを示せ．

問題 13 任意の連続写像 f : S1 → S2は定値写像とホモトピックである．この理由
を考えよ．（ヒント：もし f が全射でなければ，あまり難しくはない．ただしペアノ
曲線のように f は全射になることもあり得る．）

問題 14 (⋆) X,Y を位相空間，A,BをXの閉部分集合で，X = A ∪Bとする．写
像 f : X → Y について次は同値であることを示せ．

(1) f は連続である.

(2) f |A : A → Y , f |B : B → Y は共に連続である．（ただし，A,Bには相対位相が
入っているものとする．）

また，X = A ∪ Bは満たすが，A, Bが閉部分集合とは限らない場合に，同値性の
反例を与えよ．
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幾何学入門演習　No.1 解答例　
問題 1 (2次元トーラスのパラメータ表示) R > r > 0とする. 2次元トーラス T 2は
R3の中で, 実パラメータ θ, ψを用いて

x = (R + r cosψ) cos θ, y = (R + r cosψ) sin θ, z = r sinψ

とパラメータ表示できる．これは (x, z)平面の (R, 0)を中心とする半径 rの円を z軸
を回転軸として回転させて得られる．
(陰関数による方法) 上記のパラメータ表示を閉じた式に直すことができる．

x2 + y2 = (R + r cosψ)2

より
r cosψ =

√
x2 + y2 −R

これと z = r sinψ を合わせて

z2 + (
√
x2 + y2 −R)2 = r2

(種数 2の曲面を表す式の例1)

(y2 + x(x− 1)2(x− 2))2 + z2 = 0.01

x2 + y2 + 3z2 +
1

(x− 1)2 + y2
+

1

(x+ 1)2 + y2
= 6

問題 2 (1) Xの任意の開集合Oに対し, i−1(O) = A∩OはAの開集合なので, 包
含写像 iは連続.

(2) Aの異なる 2点 aと bを任意に取る. X はハウスドルフなので, X の開集合
U と V が存在し, a ∈ U , b ∈ V , U ∩ V = ∅を満たす. そこで, U ′ = U ∩ A,
V ′ = V ∩Aとおけば, U ′とV ′はAの開集合であり, a ∈ U ′, b ∈ V ′, U ′∩V ′ = ∅
を満たす. 従って, Aもハウスドルフである.

(3) X = R, A = (0, 1) ⊂ Rとする. このとき, [1/2, 1) ⊂ AはAの閉集合である
が, Xの閉集合ではない. また, AがコンパクトかつXがハウスドルフのとき,

Aの閉集合 F はコンパクトなので, 連続写像 i : A → Xによる像 i(F )はコン
パクト. Xはハウスドルフなので, i(F )はXの中で閉集合となる.

別の反例：X = R, A = [0, 2)にすると，A0 = [1, 2)はAの閉集合であるが，X
の閉集合ではない．
Aコンパクト，Xハウスドルフの時の別解：Aの閉集合はXの閉集合 F を用
いてA ∩ F と表せる．ハウスドルフ空間のコンパクト部分集合は閉であるた
め，AはXの閉部分集合．したがってA ∩ F もXの閉部分集合となる．

11つ目の式は TAの Tian Minjieさんによるもの．
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問題 3 Xの任意の異なる 2点 aと bに対し, d0 := d(a, b) 6= 0であるので, aを中心
とする半径 d0/2の開球体 Bd0/2(a)と bを中心とする半径 d0/2の開球体 Bd0/2(b)を
取れば, 互いに交わらないXの開集合となる. 従って, Xはハウスドルフ.

問題 4 定義によってRn+mの位相は開基
Br((x, y)) = {p ∈ Rn+m | d(p, (x, y)) < r}, (x, y) ∈ Rn × Rm, r > 0

により生成されており，Rn × Rmの位相は開基
U × V, U はRnの開集合，V はRmの開集合

により生成されている．任意の開集合は開基の（任意個の）和集合として書くこと
ができるので，一方の開基が他方の開基の和集合で表されることを示せば十分であ
る．Rn+mの開基Br((x, y))については，

Br((x, y)) =
⋃

(a,b)∈Br((x,y))

Bδ(a,b,r)(a)× Bδ(a,b,r)(b)

ただし，δ(a, b, r) = 1
2
(r − d((x, y), (a, b)))とおいた．また，Rn × Rmの開基 U × V

については
U × V =

⋃
(a,b)∈U×V

Bϵ(a,b)((a, b))

と表せる．ただし，e = ϵ(a, b)はBe(a) ⊂ U , Be(b) ⊂ V を同時に満たす正の実数で
ある（各 (a, b) ∈ U × V に対してそのような実数 ϵ(a, b)を選んでおく．）
問題 5 Y1 × Y2の開集合は, Y1の開集合の族 {Oi

1}iと Y2の開集合の族 {Oi
2}iを用い

て, O =
⋃

i(O
i
1 × Oi

2)と書ける. (f1 × f2)
−1(O) =

⋃
i

(
f−1
1 (Oi

1)× f−1
2 (Oi

2)
)であり,

f1と f2は連続なので, f−1
1 (Oi

1) × f−1
2 (Oi

2)はX1 ×X2の開集合. 従って, f1 × f2は
連続である．
別解：任意の点 x1 ∈ X1, x2 ∈ X2と (y1, y2) = (f1(x1), f2(x2))の開近傍 U に対

して，積空間の位相より，Y1の開集合 U1と Y2の開集合 U2が存在して，(y1, y2) ∈
U1 × U2 ⊂ U を満たす．Vi = f−1

i (Ui), i = 1, 2とすると，V1, V2は X1, X2の開集合，
さらに (f1× f2)(V1×V2) ⊂ U1×U2 ⊂ U．故に f1× f2は (x1, x2)点で連続，(x1, x2)

の任意性より f1 × f2は連続．
問題 6 Bの任意の開集合Oに対し, Y の開集合 Õであって, Õ∩B = Oなるものが存
在する. fは連続なので, f−1(Õ)はXの開集合. 従って, f |−1

A (O) = f−1(Õ∩B)∩A =

f−1(Õ) ∩ f−1(B) ∩ A = f−1(Õ) ∩ AはAの開集合となり, f |Aは連続.

問題 7 [(1) ⇒ (2)] 任意の点 x ∈ f−1(U)をとる．U は Rmの開集合で f(x) ∈ U よ
り，Bϵ(f(x)) ⊂ U を満たす ϵ > 0が存在する．(1)より δ > 0があって f(Bδ(x)) ⊂
Bϵ(f(x))を満たす．したがって f(Bδ(x)) ⊂ U．故にx中心の開球体Bδ(x)は f−1(U)

に含まれる．xの任意性より f−1(U)は開集合．
[(2) ⇒ (1)]任意のx ∈ Rnと任意の正の数 ϵに対し, (2)から, f−1(Bϵ(f(x)))はRnの

開集合でxを含む．従ってある δ > 0が存在し, ‖x−y‖ < δならばy ∈ f−1(Bϵ(f(x)))．
つまり ‖f(x)− f(y)‖ < ϵを満たす．
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問題 8 f : C → Bを
f(z) =

z

|z|+ 1

とおく．f は連続である．（実際，f を実部と虚部に分けると

f(x+ iy) =
x√

x2 + y2 + 1
+ i

y√
x2 + y2 + 1

と書け，各成分は連続関数になっている．）さらに f の逆写像は

g(w) =
w

1− |w|

で与えられ，f は全単射であること，また f の逆写像 f−1 = gも連続であることが
分かる．実際，

(f ◦ g)(w) = f

(
w

1− |w|

)
=

w
1−|w|∣∣∣ w

1−|w|

∣∣∣+ 1
=

w
1−|w|

1
1−|w|

= w

(g ◦ f)(z) = g

(
z

1 + |z|

)
=

z
1+|z|

1−
∣∣∣ z
1+|z|

∣∣∣ =
z

1+|z|
1

1+|z|
= z

と計算でき f ◦ g = idB, g ◦ f = idCであることがわかる．以上より，CとBは同相
である．
BはC = R2の有界閉集合であるから，位相空間としてコンパクトである．一方

Cはコンパクトではない．したがってBとCは同相ではない．

問題 9 ∂∆と S1は同相である．同相写像は次のように構成できる．∂∆を 3つの区
間 I1, I2, I3に分けて

∂∆ = I1 ∪ I2 ∪ I3,
I1 = {(x, 0) | 0 ≤ x ≤ 1}, I2 = {(1− y, y) | 0 ≤ y ≤ 1}, I3 = {(0, 1− t) | 0 ≤ t ≤ 1}

と書く．また，S1 = {(x, y) | x2 + y2 = 1}であった．このとき f : ∂∆ → S1を次の
ように定める．

f |I1(x, 0) = (cos(πx/2), sin(πx/2)) 0 ≤ x ≤ 1

f |I2(1− y, y) = (cos(π(y + 1)/2), sin(π(y + 1)/2)) 0 ≤ y ≤ 1

f |I3(0, 1− t) = (cos(π(1 + t)), sin(π(1 + t))) 0 ≤ t ≤ 1

この定義は二つの区間の重なり Ii ∩ Ij上では一致していることに注意する．また各
i = 1, 2, 3について f |Iiは連続である．従って授業で紹介した補題（問題 14) から f

は連続写像である．また f が全単射であることは容易に分かる．f はコンパクト空
間 ∂∆ （これは有界閉集合であるからコンパクト）からハウスドルフ空間 S1への
全単射連続写像であるから，同相写像である．（逆写像を具体的に作って確かめても
よい．）
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問題 10 この問題では文字 A, M, R等の数学的定義を与えていないため，正確な証
明はできないが，以下の解答では，同相か否かと，その大体の理由を与える．
(1) LとMは同相．どちらも単位区間 I = [0, 1]と同相である．
(2) Aと Rは同相．どちらも S1に二つの単位区間を付けた図形

{(x, y) | x2 + y2 = 1} ∪ {(x, 0) | −2 ≤ x ≤ −1} ∪ {(x, 0) | 1 ≤ x ≤ 2}

と同相になる．
(3) OとDは同相．どちらも S1と同相である．
(4) XとYは同相でない．Xの中心の点 c（二つの斜線が交わる点）をXから取り

除くと，X \ {c}は 4つの連結成分に分かれる．一方，Yからどの点を取り除いても
3つ以上の連結成分に分かれることはない．従って Xと Yは同相ではない．（より正
確には，背理法を使って議論する．もし Xと Yの間に同相写像 f : X → Yがあった
と仮定すれば，f は同相写像 f |X\{c} : X \ {c} → Y \ {f(c)}を導くはずである．連結
成分の数を比較して矛盾を導く．)

(5) LとYは同相ではない．実際，Yの中心の点 c（三叉路の交点）をYから取り
除くと，Y \ {c}は 3つの連結成分に分かれる．一方，Lからどの点を取り除いても
3つ以上の連結成分に分かれることはない．
(6) AとOは同相でない．理由は上と同様で，Aからある 1点を取り除くとき， A

は非連結になることがあるが，Oからどの点を取り除いても非連結になることはな
いことから．

問題 11 円の族 (x−r)2+y2 = (1−r)2（rは0から1まで動く）に沿ってfからgへのホ
モトピーを構成する．すなわち，h : S1×[0, 1] → R2をh(x, y, t) = (t+(1−t)x, (1−t)y)
とすれば hは連続で，h(x, y, 0) = f(x, y), h(x, y, 1) = g(x, y)である．
別解： h : S1 → R2, h(x, y) = (0, 0)とする。hは gと明らかにホモトピックなの

で f と hがホモトピックであることを示せばよい． 写像 F : S1 × [0, 1] → R2を

F ((x, y), t) = (tx, ty)

で定めるとこれは S1 × [0, 1]からR2への連続写像で，F |t=0 = h, F |t=1 = f である
から主張が従う．

問題 12 （雰囲気による説明）原点を囲む円を 1点に縮めようとすると原点で引っ
かかってしまう．
完全な証明はここでは与えないが，後で授業で紹介する予定の被覆空間の性質を

使った証明の概要を与える．連続写像H : S1 × I → R2 \ {(0, 0)}で，H((x, y), 0) =

(1, 0) = g(x, y)を満たすものが与えられたとする．このとき，Hの「偏角」を与え
る連続写像 θ : S1 × I → Rが取れることが示せる．つまり，

H(p, t)

‖H(p, t)‖
= eiθ(p,t)

および θ(p, 0) = 0を満たす連続写像 θ が取れることが分かる．ここで pは S1 の
点を表す．また，R2 の点 (x, y)を複素数 x + iy と同一視した．このような写像 θ
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の存在は，R → S1, θ 7→ eiθ が被覆写像であることと，g(x, y)の偏角が一定値 0

をとることから分かる（授業で後述する予定「ホモトピー持ち上げ性質」）．も
し，H((x, y), 1) = (x, y) = f(x, y)が成立したとすると，任意の p ∈ S1について
eiθ(p,1) = p が成り立つので，p = eiφとおくとき，

θ(eiφ, 1)− φ ∈ 2πZ

でなければならない．左辺は φの連続関数であるから，ある決まった整数 n ∈ Zが
存在して

θ(eiφ, 1) = φ+ 2πn

がすべての φ ∈ Rについて成立する．φ = 0と φ = 2πで左辺の値は等しくないと
いけないが，右辺の値は異なるため矛盾．従って f と gの間のホモトピーは存在し
ない．

問題 13 まず，f が全射でない場合について示す．y ∈ S2 \ f(S1)をとる．S2 \ {y}
はR2と同相であり，R2内の任意のループは 1点に縮めることが出来るため，定値
写像とホモトピックである．(S2 \ 1点がR2と同相であることは，後で授業でも示
す．また，任意の連続写像 f : S1 → R2はホモトピーH(p, t) = tf(p)によって原点
への定値写像とホモトピックである．)

次に f が全射の場合について示す2．まず S1を [0, 1]/0 ∼ 1（区間 [0, 1]の端点を
同一視したもの）と同一視する．勝手な点 y ∈ S2 \ f(0)をとり，f(0)を含まない
yの開近傍D ⊂ S2をとる．Dは S2と y中心の開球体 Bϵ(y)との交わりと仮定し
てよい． f−1(D)は [0, 1]に含まれる互いに交わらない開区間の（無限個かもしれ
ない）和集合となる．一つの開区間を (α, β)とする．このとき f(α), f(β) ∈ ∂D =

D \Dである．f(α)と f(β)とつなぐD内の道 f |[α,β]をホモトピーで動かすことで
f([α, β]) ∩D = ∅と変形できる．実際，Dを 2次元閉円盤と同一視するとき，D内
の任意の 2点は直線で結べることから，f |[α,β]は，f(α)と f(β)を ∂D内でつなぐ任
意の道 g : [α, β] → ∂D, g(α) = f(α), g(β) = f(β)にホモトピックになる．(ホモト
ピーとして h(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x), (x, t) ∈ [α, β]× [0, 1]を取ればよい．）
f−1(D)が有限個の開区間からなる場合は，これを繰り返すことで fが全射でない

場合に帰着できる．
f−1(D)が無限個の開区間からなる場合，f−1(y)は [0, 1]の閉集合でコンパクトで

あり，f−1(D)の開区間が f−1(y)の開被覆となっている．コンパクトの定義から有
限個の開区間を選んで f−1(y)を被覆できる．これら有限個の開区間に対して先ほど
のホモトピーによる変形をすればよい．
別解：授業では後でファン・カンペンの定理を紹介する予定であるが，それを使っ

ても示すことができる．あるいは，任意の連続写像 f : S1 → S2 は滑らかな写像
g : S1 → S2とホモトピックであることを使ってもよい．滑らかな写像は Sardの定
理（授業で紹介予定）より正則値を持ち，従って全射でないことがわかる．

2以下の証明の方針は TAの久保田肇さんによるもの．
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問題 14 (1)⇒(2) : 任意の開部分集合U ⊂ Y に対し，f |A−1(U)がAの開集合である
ことを示す．fは連続より，f−1(U)はXの開集合．相対位相の定義から，f |A−1(U) =

f−1(U) ∩ AはAの開集合である．よって f |Aは連続である．f |Bも同様．
(2)⇒(1) : 任意の閉部分集合 V ⊂ Y に対し，f−1(V )がXの閉集合であることを

示せばよい．f |Aは連続より f |A−1(V )はAの閉集合である．相対位相の定義から，
Xの閉集合UAが存在してUA ∩A = f |A−1(V )と書ける．同様にXの閉集合UBが
存在して UB ∩ B = f |B−1(V )と書ける．ここで UA ∩ Aおよび UB ∩ BはXの閉集
合でもあることに注意する．f−1(V ) = f |A−1(V )∪ f |B−1(V ) = (UA ∩A)∪ (UB ∩B)

より，f−1(V )はXの閉集合である．したがって f は連続である．
反例 1：X = Y = [0, 2], A = [0, 1], B = (1, 2]とし，x ∈ Aのとき f(x) = 0，x ∈ B

のとき f(x) = 1とすると，(2)は満たすが (1)は満たさない．
反例 2：関数 f : R → Rを

f(x) =

{
0 (x ≤ 0)

1 (0 < x)

で定める。またA = {x ∈ R | x ≤ 0}, B = {x ∈ R | x > 0}とするとA ∪ B = Rで
あり，f はA,Bそれぞれで連続であるがR全体では連続でない。
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幾何学入門演習　No.2　 (2023年 10月 11日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．

問題 1 (⋆) f, g : X → Y をホモトピックな連続写像とする．任意の連続写像k : Y →
Z に対して，k ◦ f ≃ k ◦ g を示せ．また任意の連続写像 h : W → X に対して，
f ◦ h ≃ g ◦ hを示せ．

問題 2 (⋆) 連続写像 f : X → Y に対して，連続写像 g : Y → X で g ◦ f ≃ idX ,

f ◦ g ≃ idY を満たすものが存在するとき，fをホモトピー同値写像，gを fのホモト
ピー逆写像と呼んだ．与えられた fに対して，fのホモトピー逆写像 gはホモトピー
を除いて一意であることを示せ．（つまり，2つのホモトピー逆写像 g1, g2 : Y → Xが
あるとき，g1 ≃ g2であることを示せ．)

問題 3 (⋆) I = [0, 1]は可縮，つまり，1点空間とホモトピー同値であることを示せ．

問題 4 (⋆) Rnは可縮，つまり，1点空間とホモトピー同値であることを示せ．

問題 5 (⋆) X を可縮な空間とする．このとき，任意の連続写像 f : Y → X は定値
写像とホモトピックであることを示せ．

問題 6 密着位相空間は可縮であることを示せ．

問題 7 R2 \ {(−1, 0), (1, 0)}はその部分集合

X = {(x, y) ∈ R2 | (x− 1)2 + y2 = 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 | (x+ 1)2 + y2 = 1}

とホモトピー同値か？（ホモトピーを作れるか？まずは図を書いて考えよう．）

問題 8 問題 7の位相空間Xは 2つの S1の 1点和 S1 ∨ S1と同相であることを示せ．
ただし，S1 ∨ S1は 2つの S1の非交和 S1 ⊔ S1 = S1 × {0, 1}に対して，((1, 0), 0)と
((1, 0), 1)を同一視して得られる商位相空間 S1 ⊔ S1/ ∼である．(問題 13, 14の結果
を使う．)

問題 9 (⋆) Rn \ {0}と Sn−1はホモトピー同値であることを示せ．

問題 10 R3から 2点を除いた空間は S2 ∨ S2とホモトピー同値であることを示せ．

問題 11 2次元トーラス T 2から 1点を除いた空間が S1 ∨ S1とホモトピー同値であ
ることを観察せよ．ホモトピーを具体的に構成できるか？

1



問題 12 1点空間と 2点空間に離散位相を入れるとき，これらはホモトピー同値で
はないことを示せ．

問題 13 (⋆) 次を証明せよ．X,Y を位相空間，∼を位相空間X上の同値関係，π : X →
X/∼を自然な射影とする．写像 f : X/∼→ Y に対して次は同値である．

(1) f は連続である．

(2) f ◦ πは連続である．

X

π
��

f◦π

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO

X/∼ f // Y

問題 14 (⋆) Xをコンパクト位相空間，Y をハウスドルフ位相空間とする．連続な
全単射 f : X → Y は同相写像であることを示せ．

問題 15 (⋆) S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}は [0, 1]の端点 0, 1を同一視した空間
[0, 1]/0∼1と同相であることを示せ．([0, 1]/0∼1には [0, 1]の商位相が入っている．)

問題 16 Inの境界 ∂Inを 1点につぶして得られる位相空間 In/∂InはSnと同相であ
ることを示せ．In/∂Inとは，In上の同値関係

p ∼ q ⇐⇒ p = q または p, q ∈ ∂In

によって Inを割った商位相空間を表す．(In/∂Inも Snも共にRnの 1点コンパクト
化であることに注意．）

問題 17 S1が可縮ではない理由を考えよ．(idS1 : S1 → S1は定値写像とホモトピッ
クか？もしホモトピックにならないとしたら何故か？）

問題 18 有限次元球面Snは可縮ではないが，無限次元球面S∞ =
∪
Snは可縮である

ことが知られている．ただし，S∞には帰納的極限の位相を入れる，つまり U ⊂ S∞

が開⇐⇒ すべての nについて U ∩ Snが開，と定める．S∞が可縮である理由を考
えよ．（ヒント：座標を一つずらすことを考えれば，S∞はS∞自身の「赤道」に連続
的に変形できる．）
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幾何学入門演習　No.2 解答例　
問題 1 fと gの間のホモトピーをF : X × I → Y とする. ただし, I = [0, 1]である.

このとき, H = k ◦F : X × I → Zは k ◦ f と k ◦ gの間のホモトピーとなる. 従って,

k ◦ f ' k ◦ g. また, G = F ◦ (h × idI) : W × I → Y は f ◦ hと g ◦ hの間のホモト
ピーとなる. 従って, f ◦ h ' g ◦ h.

問題 2 g1, g2 : Y → Xを f のホモトピー逆写像とすると,

g1 = g1 ◦ idY

' g1 ◦ (f ◦ g2)
= (g1 ◦ f) ◦ g2
' idX ◦g2 = g2

となるので, ホモトピー逆写像はホモトピーを除いて一意．

問題 3 f : I → ptを定値写像, g : pt → I を pt 7→ 0 ∈ I で定める. このとき,

f ◦ g = idpt. F : I × I → I を F (x, t) = txで定義すると, g ◦ f から idI へのホモト
ピーとなるので, g ◦ f ' idI . 従って, Iは可縮.

問題 4 f : Rn → ptを定値写像, g : pt → Rnを pt 7→ 0 ∈ Rnで定める. このとき,

f ◦ g = idpt. F : Rn × I → Rnを F (x, t) = txで定義すると, g ◦ f から idRn へのホ
モトピーとなるので, g ◦ f ' idRn. 従って, Rnは可縮.

問題 5 X は可縮なので, idX と定値写像 e : X → {x0} ⊂ X の間のホモトピー
F : X × I → Xが存在する. そこで, H = F ◦ (f × idI) : Y × I → Xとすると, これ
は f と定値写像 e ◦ f の間のホモトピー.

問題 6 X を密着位相空間とする. このとき, 任意の写像 F : X × I → X は連続写
像となる. そこで, X の点 x0を一つ取り, 写像 F : X × I → X を (x, 0) 7→ f(x),

t 6= 0 に対し, (x, t) 7→ x0で定義すれば, これは f と定値写像の間のホモトピーとな
る. 従って, Xは可縮.

問題 7 R2\{(−1, 0), (1, 0)}とXはホモトピー同値である．連続写像r : R2\{(−1, 0), (1, 0)} →
Xを以下で定義する．

r(x, y) =



(1, 0) + 1√
(x−1)2+y2

(x− 1, y) 0 < (x− 1)2 + y2 ≤ 1 または x ≥ 1のとき
(x,

√
2|x| − x2) |x| ≤ 1, (|x| − 1)2 + y2 ≥ 1, y ≥ 0 のとき

(x,−
√

2|x| − x2) |x| ≤ 1, (|x| − 1)2 + y2 ≥ 1, y ≤ 0 のとき
(−1, 0) + 1√

(x+1)2+y2
(x+ 1, y) 0 < (x+ 1)2 + y2 ≤ 1 または x ≤ −1のとき

i : X → R2 \ {(−1, 0), (1, 0)}を包含写像とする. このとき, r ◦ i = idX である.

i ◦ r ' idR2\{(−1,0),(1,0)}を与えるホモトピー
H : R2 \ {(−1, 0), (1, 0)} × I → R2 \ {(−1, 0), (1, 0)}
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は以下のようにして作れる．

H(x, y, t) =



(1, 0) + ((1− t) + t√
(x−1)2+y2

)(x− 1, y) 0 < (x− 1)2 + y2 ≤ 1 または x ≥ 1

(x, (1− t)y + t
√

2|x| − x2) |x| ≤ 1, (|x| − 1)2 + y2 ≥ 1, y ≥ 0

(x, (1− t)y − t
√
2|x| − x2) |x| ≤ 1, (|x| − 1)2 + y2 ≥ 1, y ≤ 0

(−1, 0) + ((1− t) + t√
(x+1)2+y2

)(x+ 1, y) 0 < (x+ 1)2 + y2 ≤ 1 または x ≤ −1

rやHが連続であることを示すには，演習No.1の問題 14を使えばよい．
別解：r : R2 \ {(1, 0), (−1, 0)} → Xを次で定義する．

r(x, y) =



(1, 0) + 1√
(x−1)2+y2

(x− 1, y) (x− 1)2 + y2 ≤ 1のとき
( 2x2

x2+y2
, 2xy
x2+y2

) (x− 1)2 + y2 ≥ 1, x > 0のとき
(0, 0) x = 0のとき
−( 2x2

x2+y2
, 2xy
x2+y2

) (x+ 1)2 + y2 ≥ 1, x < 0のとき
(−1, 0) + 1√

(x+1)2+y2
(x+ 1, y) (x+ 1)2 + y2 ≤ 1のとき

i : X → R2 \ {(−1, 0), (1, 0)}を包含写像とする．このとき r ◦ i = idXを満たす．i ◦ r
と idR2\{(−1,0),(1,0)}とのホモトピーは次で与えられる．

H(x, y, t) =



(1, 0) + ((1− t) + t√
(x−1)2+y2

)(x− 1, y) 0 < (x− 1)2 + y2 ≤ 1のとき
(1− t)(x, y) + t( 2x2

x2+y2
, 2xy
x2+y2

) (x− 1)2 + y2 ≥ 1, x > 0のとき
(0, (1− t)y) x = 0のとき
(1− t)(x, y)− t( 2x2

x2+y2
, 2xy
x2+y2

) (x+ 1)2 + y2 ≥ 1, x < 0のとき
(−1, 0) + ((1− t) + t√

(x+1)2+y2
)(x+ 1, y) 0 < (x+ 1)2 + y2 ≤ 1のとき

別解のように r,Hを定義した場合は，連続性のチェックがやや非自明である．（本解
答では省略．）

問題 8 写像 f : S1 t S1 = S1 × {0, 1} → Xを次で定義する．

f((x, y), i) =

{
(x− 1, y) i = 0

(−x+ 1, y) i = 1

これは連続であって，S1の基点 ((1, 0), i), i = 0, 1を同じ点 (0, 0)に写す．従って問
題 17の結果より，連続写像 f : S1 t S1/∼→ Xを誘導する．f は明らかに全単射で
ある．位相空間 S1 t S1/ ∼はコンパクト位相空間 S1 t S1の商位相空間であるから
コンパクトであり，X は R2の部分位相空間であるからハウスドルフである．コン
パクト位相空間からハウスドルフ位相空間への連続全単射は同相（問題 14）である
ことを使うと f̃ は同相である．
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問題 9 写像 r : Rn \ {0} → Sn−1を

r(x1, x2, . . . , xn) =
1√

x21 + · · ·+ x2n
(x1, . . . , xn)

とし，i : Sn−1 ↪→ Rn \ {0}を包含写像とする．このとき，r ◦ i = idSn−1である．i ◦ r
と idRn\{0}との間のホモトピーを構成する．H : (Rn \ {0})× [0, 1] → Rn \ {0} を

H(x1, x2, . . . , xn, t) = (1− t+
t√

x21 + · · ·+ x2n
)(x1, . . . , xn)

と定義すると，Hは連続で，H(x, 0) = x, H(x, 1) = (i ◦ r)(x)である．したがって
Rn \ {0}と Sn−1はホモトピー同値．

問題 10 (略解) R3から2点を除いた空間はR3の線形変換によりR3\{(−1, 0, 0), (1, 0, 0)}
と同相であることがわかる．問題 7と同様にR3 \ {(−1, 0, 0), (1, 0, 0)}と

{(x, y, z) | (x− 1)2 + y2 + z2 = 1 または (x+ 1)2 + y2 + z2 = 1}

とがホモトピー同値であることを示すことができる．

問題 11 以下ではまず略解を与え，技術的な細部については後で注意する．T 2は
I2 = [0, 1]2に次で生成される同値関係を入れたときの商位相空間である．

(x, 0) ∼ (x, 1), (0, y) ∼ (1, y), x, y ∈ I.

このとき，∂I2にも同値関係∼が誘導され，∂I2/∼は S1 ∨ S1と同相である．
平行移動により，T 2 から抜く 1点を (1

2
, 1
2
)としてよい．I2 \ {(1

2
, 1
2
)}は ∂I2 に

ホモトピー同値である．実際，包含写像 i : ∂I2 → I2 \ {(1
2
, 1
2
)}とレトラクション

r : I2 \ {(1
2
, 1
2
)} → ∂I2

r(x, y) = (x, y)と (
1

2
,
1

2
)を結ぶ直線と ∂I2の交点のうち，(x, y)側にある点

が互いにホモトピー逆写像を与えている．r ◦ i = id∂I2であり，

H : (I2 \ {(1
2
, 1
2
)})× I → I2 \ {(1

2
, 1
2
)}　

H(x, y, t) = (1− t)r(x, y) + t(x, y)

が i ◦ rと idI2\{( 1
2
, 1
2
)}の間のホモトピーを与える．

i, rは連続写像

i : S1 ∨ S1 ∼= ∂I2/∼ ↪→ I2/∼∼= T 2

r : (T 2 \ pt) ∼= (I2 \ {(1
2
, 1
2
)})/∼−→ S1 ∨ S1 ∼= ∂I2/∼

を誘導する．さらにホモトピーHも連続写像

H : (T 2 \ pt)× I −→ T 2 \ pt

3



を誘導することがわかり，r ◦ iと idS1∨S1 とのホモトピーを与える．従って T 2 \ pt
と S1 ∨ S1はホモトピー同値．
以上の証明で省略した点をもう少し説明する．写像 i, rが連続であることを示すには問題 13を使

えばよい（i, rが連続であることから従う）．H が連続であることを示すには，問題 13および次の
事実を使う必要がある：

事実：(T 2 \ pt)× I は (I2 \ {( 12 ,
1
2 )})× I の商位相空間である．

一般に，全射 π : X → X が商写像，すなわち「U ⊂ X が開集合⇔ π−1(U) ⊂ X が開集合」が成り
立つとき，π × id : X × Y → X × Y が商写像であるとは限らない．（今はこのことを示す必要があ
る．）ただし次の有用な命題が知られており，現在の状況に適用できる．
命題：全射 π : X → X が商写像で Y が局所コンパクト空間なら π × id : X × Y → X × Y は商写

像となる．
命題の証明：任意の部分集合 U ⊂ X × Y について，(π × id)−1(U)が開集合なら U は開集合で

あることを示せばよい．（逆は π × idの連続性からわかる．）(x, y) ∈ U をとり，π(x) = xとする．
Ũ = (π× id)−1(U)は (x, y)の近傍であるから，xの開近傍Aと yの開近傍Bが存在してA×B ⊂ Ũ .
Y は局所コンパクトなので，ある yのコンパクトな近傍K でK ⊂ B なるものが存在する．このと
き A×K ⊂ Ũ である．ここで次の集合を考える．

V =
⋃

O×K⊂Ũ, O は X の open

O

明らかに，V はxを含む開集合であり（A ⊂ V であることに注意），V ×K ⊂ Ũ．また，x1 ∈ V であり，
π(x1) = π(x2)であれば，x2 ∈ V であることを示そう．実際，{x1}×K ⊂ Ũ ゆえ，{π(x1)}×K ⊂ U．
π(x1) = π(x2)であるから，{x2} ×K ⊂ Ũ である．K のコンパクト性から x2の開近傍 Oが存在し
て O ×K ⊂ Ũ．従って x2 ∈ O ⊂ V である．以上より，V = π−1(π(V ))であることがわかる．X
には商位相が入っているから，π(V )は xを含む開集合．このとき π(V )×K は (x, y)の近傍であり，
U に含まれる．従って U は開集合である．

問題 12 1点位相空間 {x}と 2点離散位相空間 {y1, y2}の間にホモトピー同値写像
f : {x} → {y1, y2}があったとする．f(x) = y1として一般性を失わない．ホモトピー
逆写像 g : {y1, y2} → {x}とすると，f ◦gは恒等写像とホモトピックである．したがっ
てH : {y1, y2} × [0, 1] → {y1, y2}が存在してH(yi, 0) = yi, H(yi, 1) = y1が i = 1, 2

について成立する．{y1, y2}には離散位相が入っているから，H−1(y1)とH−1(y2)は
{y1, y2} × [0, 1]の開集合である．単位区間 [0, 1] ∼= {y2} × [0, 1]は 2つの互いに交わ
らない開集合H−1(y1)とH−1(y2)で覆われ，(y2, 0) ∈ H−1(y2), (y2, 1) ∈ H−1(y1)よ
り，({y2}× [0, 1])∩H−1(y1) 6= ∅, ({y2}× [0, 1])∩H−1(y2) 6= ∅である．これは [0, 1]

の連結性に反している．したがって 1点位相空間と 2点位相空間（に離散位相を入れ
たもの）はホモトピー同値でない．（もっと一般に，濃度の異なる離散位相空間X,Y

はホモトピー同値でないことが示せる．）

問題 13 (1) ⇒ (2): 商写像 π : X → X/ ∼は連続であるから，f が連続なら πとの
合成写像 f ◦ πも連続である．
(2) ⇒ (1): f ◦πが連続であるとする．Y の任意の開集合Uに対して，(f ◦π)−1(U)

はXの開集合である．(f ◦ π)−1(U) = π−1(f−1(U))であるから，商位相の定義から
f−1(U) ⊂ (X/ ∼)はX/ ∼の開集合である．従って f は連続写像である．

問題 14 f : X → Y の逆写像が連続写像であることを言えばよい．そのためには
f = (f−1)−1が閉集合を閉集合に移すことを示せばよい．F ⊂ X を閉集合とする．
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Xはコンパクトであるから，F はコンパクトである．f は連続であるから，f(F )は
Y のコンパクト部分集合である．Y はハウスドルフであるから，f(F )は Y の閉集
合である．以上より，f−1は連続である．

問題 15 写像 f : [0, 1] → S1を f(x) = (cos 2πx, sin 2πx)で定める．この写像 f は
f(0) = f(1)を満たす連続写像である．従って写像 f : [0, 1]/0 ∼ 1 → S1を誘導し，
問題 13より f は連続である．さらに，f は全単射であることは明らか．[0, 1]/0 ∼ 1

はコンパクト集合 [0, 1]の連続写像による像であるから，コンパクト．S1はハウス
ドルフ空間R2の部分位相空間であるから，ハウスドルフ．従って問題 14より f は
同相写像である．

問題 16 まず，Inの内部 In \ ∂In = (0, 1)nとRnが同相であることを示す．このこ
とは，(0, 1)とRは同相であることからわかる．(0, 1)とRとの同相写像は，例えば，

f(x) = log(x/(1− x))

で与えられる．φ : (0, 1)n → Rnを同相写像とする．また Rnと Sn \ {(0, . . . , 0, 1)}
は同相であることに注意しておく（来週取り扱う予定）．この同相写像を ψ : Rn ∼=
Sn \ {(0, . . . , 0, 1)}とする．写像Φ: In/∂In → Snを

Φ([x]) =

{
ψ(φ(x)) x ∈ (0, 1)n

(0, . . . , 0, 1) x ∈ ∂In

で定める．これは明らかにwell-definedである．Φが連続であることを示すには，Φ◦π
が連続であることを示せばよい．ただし π : In → In/∂Inは射影．Φ ◦ π|(0,1)nは明ら
かに連続．Φ◦πが ∂Inの各点で連続であることを示そう．そのためには (0, . . . , 0, 1)

の任意の開近傍Uに対して，π−1Φ−1(U)が Inの開集合であることを示せばよい．Sn

はコンパクトであるから U の補集合 U cはコンパクト集合であり，

(π−1Φ−1(U))c = π−1Φ−1(U c)

はΦ−1|Sn\{(0,...,0,1)} = φ−1 ◦ψ−1の連続性からコンパクトである．従ってこれは [0, 1]n

のハウスドルフ性より閉集合であって，π−1Φ−1(U)は開集合であることがわかる．
以上よりΦは連続．Φは全単射であることは明らかであって，In/∂Inはコンパクト，
Snはハウスドルフ位相空間であるから，問題 13よりΦは同相写像である．
注意：以上の証明は In/∂In, SnがどちらもRnの一点コンパクト化である，とい

うことを示していることにほぼ対応する．

問題 17 後ほど授業でやる予定．

問題 18 (ヒントのみ) σ : S∞ → S∞, (x1, x2, x3, . . . ) 7→ (0, x1, x2, x3, . . . )という写
像と恒等写像がホモトピックであることを示す．次に，σが (1, 0, 0, . . . ) に値を持つ
定値写像 cとホモトピックであることを示す．
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幾何学入門演習　No.3　 (2023年 10月 25日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．

問題 1 (⋆) 授業で説明したように立体射影によって写像 f : S2 \ {(0, 0, 1)} → R2を
定める．f が次の形で与えられることを確認せよ．

f(x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
また f の逆写像が

g(x, y) =

(
2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
,
−1 + x2 + y2

1 + x2 + y2

)
で与えられることを示し，f, gが共に連続であることを観察して，fがS2 \{(0, 0, 1)}
とR2の間の同相写像を与えることを示せ．

問題 2 (⋆) 前問の結果を一般化して，Snから 1点を除いた空間はRnと同相である
ことを示せ．

問題 3 (⋆) S2から 2点を除いた空間S2 \ {P,Q}はS1とホモトピー同値であること
を示せ．

問題 4 (⋆) 位相空間X,Y に対して [X,Y ]をX から Y への連続写像のホモトピー
類のなす集合とする．Y1と Y2がホモトピー同値であるとき，[X,Y1]と [X,Y2]の間
に一対一対応（集合の全単射）が存在することを示せ．

問題 5 二つの離散位相空間X,Y がホモトピー同値であるとき，Xの濃度と Y の濃
度は等しいことを示せ．

問題 6 (⋆) 自然な写像 π1(X, x0) → [S1, X]が存在することを示せ．(この写像は一
般には全単射ではない．）

問題 7 (⋆) X,Y を位相空間，A ⊂ Xを部分集合とする．連続写像 f, g : X → Y が
f |A = g|Aを満たすとする．f と gがAをとめてホモトピックである (f ' g relA)

とは連続写像H : X × I → Y が存在してH(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x), H(a, t) =

f(a) = g(a)がすべての x ∈ X, a ∈ A, t ∈ I について成立することである．この関
係が同値関係であることを示せ．

問題 8 (⋆) π1(X, x0)が群になることの証明で，授業で省略した部分を補うこと．（あ
るいは授業で与えたのとは別のホモトピーを使って再証明してもよい．）

1



問題 9 (⋆) Xを位相空間とする．x, y ∈ Xに対して，集合Π(x, y)を次で定義する．
Π(x, y) = {xから yへの道 p : I → X}/端点をとめてホモトピック

基本群の定義と同様にして 2項演算Π(x, y)×Π(y, z) → Π(x, z), ([p1], [p2]) 7→ [p1 ·p2]
が道の合成により定まる．(ここで (p1 · p2)(s)は 0 ≤ s ≤ 1/2のとき p1(2s), 1/2 ≤
s ≤ 1 のとき p2(2s− 1)と定める．）この演算が次の性質を満たすことを示せ．
(1) x ∈ X に対して ex ∈ Π(x, x)がただ一つ存在して，任意の p ∈ Π(x, y)と

q ∈ Π(z, x)について ex · p = p, q · ex = qが成り立つ．
(2) p ∈ Π(x, y)に対して次を満たすp−1 ∈ Π(y, x)がただ一つ存在する．p·p−1 = ex,

p−1 · p = ey．
(3) p ∈ Π(x, y), q ∈ Π(y, z), r ∈ Π(z, w)に対して (p · q) · r = p · (q · r).

以上の演算が与えられた集合の集まり{Π(x, y)}x,y∈Xを基本亜群 (fundamental groupoid)

という．(Π(x, x) = π1(X, x)であることに注意．）
問題 10 (⋆) γn : [0, 1] → S1を γn(x) = e2πinxで定める．ここでS1を絶対値 1の複素
数の集合 {z ∈ C | |z| = 1}と同一視している．基本群 π1(S

1, 1)において [γn] · [γm] =
[γn+m]であることを示せ．ただし n,m ∈ Zとする．
問題 11 (⋆) f : X → Y を連続写像，f(x0) = y0とする．x0を基点とするループ
γ : I → Xに対して y0を基点とするループ f ◦ γ : I → Y を対応させる写像は，基本
群の間の準同型 f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, y0)を誘導することを示せ．
問題 12 (⋆) f, g : X → Y を連続写像，f(x0) = g(x0) = y0とする．f ' g rel x0の
とき，f と gは基本群に同じ写像を誘導する f∗ = g∗ : π1(X, x0) → π1(Y, y0)ことを
示せ．
問題 13 (⋆) x0 ∈ X, y0 ∈ Y に対して，群としての同型 π1(X × Y, (x0, y0)) ∼=
π1(X, x0)× π1(Y, y0)を示せ．
問題 14 位相空間Xの 2点 x0と x1を結ぶ道 p : [0, 1] → X, p(0) = x0, p(1) = x1に
対して，写像 p# : π1(X, x0) ∼= π1(X, x1), γ 7→ [p−1] · γ · [p]は同型写像であることを
示せ．ここで p−1 : [0, 1] → Xは p−1(x) = p(1− x)で定義される逆の道であり，·は
基本亜群での積である．道 pを別のものに取り換えたとき p#はどのように変化す
るか．
問題 15 R3から S1を除いたものは S2 ∨ S1とホモトピー同値であることを示せ．
問題 16 Xが可縮であるとき，任意の x0 ∈ Xについて π1(X, x0) = {1}を示せ．
問題 17 任意の連続写像 f : [0, 1] → S1, f(0) = e2πiθ0に対して，連続写像 θ : [0, 1] →
Rであって f(x) = e2πiθ(x)，θ(0) = θ0を満たすものが一意に存在することを示せ．
（この結果は π1(S

1, 1) ∼= Zを示すときに使われる．）
問題 18 x0 = (0, 0, 1)をS2の基点とする．π1(S

2, x0) = {e}であることを示せ．(No.1
の問題 13を参照）
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幾何学入門演習　No.3 解答例　
問題 1 まず，gと f が互いに逆写像であることを証明する．

f ◦ g(x, y) =

(
2x

1+x2+y2

1− −1+x2+y2

1+x2+y2

,

2y
1+x2+y2

1− −1+x2+y2

1+x2+y2

)
= (x, y)

g ◦ f(x, y, z) =

(
2x
1−z

1 + x2+y2

(1−z)2

,
2y
1−z

1 + x2+y2

(1−z)2

,
−1 + x2+y2

(1−z)2

1 + x2+y2

(1−z)2

)

=

(
2x

1− z + 1−z2

(1−z)

,
2y

1− z + 1−z2

(1−z)

,
−(1− z)2 + 1− z2

(1− z)2 + 1− z2

)
= (x, y, z)

よって，f と gは互いに逆写像である．
次に，f と gは連続写像であることを示そう．写像 f̃ : R3 \ {z 6= 1} → R2を f と

同じ式
f̃(x, y) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
で定めるとき，f̃は各成分が連続写像であるから連続である．fは f̃をS2\{(0, 0, 1)}
に制限して得られる写像であるから（演習問題 No.1問題 6の結果より）連続であ
る．gについてもある連続写像 g̃ : R2 → R3から誘導されることに注意すれば連続性
が言える．
以上より，f は S2 \ {(0, 0, 1)}とR2の間の同相写像である．

問題 2 任意の点P = (p0, . . . , pn) ∈ Snに対して第 n+1列が (p0, . . . , pn)
Tで与えら

れる直交行列

A =

a00 a0n
...

. . .
...

an0 ann

 ∈ O(n+ 1)

が存在する． Aを（縦ベクトルに）左から掛ける写像 ϕ : Rn+1 → Rn+1, x 7→ Axは
同相写像であり，Snに制限すると，en+1 = (0, . . . , 0, 1)Tを P に写す同相写像

ϕ|Sn : Sn → Sn, ϕ(en+1) = P

を誘導する．従って Sn \ {(0, . . . , 0, 1)}と Sn \ {P}は同相である．
あとは Sn \ {(0, . . . , 0, 1)}と Rn が同相であることを示せばよい．写像 f : Sn \

{(0, 0, . . . , 0, 1)} → Rnと逆写像 gが次のように定義できる．

f(x1, x2, . . . , xn+1) =

(
x1

1− xn+1

,
x2

1− xn+1

, . . . ,
xn

1− xn+1

)

g(x1, x2, . . . , xn) =

(
2x1

1 +
∑n

i=1 x
2
i

,
2x2

1 +
∑n

i=1 x
2
i

, . . . ,
2xn

1 +
∑n

i=1 x
2
i

−1 +
∑n

i=1 x
2
i

1 +
∑n

i=1 x
2
i

)
1



問題 1と同じ計算により f は同相であることが分かる．よってSnから 1点を除いた
空間はRnと同相．

問題 3 問題2より S2\{Q}はR2と同相．さらに1点を除いてS2\{P,Q}はR2\{P ′}
と同相になる．ただしP ′はP の同相写像S2 \ {Q} ∼= R2による像である．平行移動
によりR2 \ P ′とR2 \ {(0, 0)}は同相．R2 \ {(0, 0)}と S1は演習No.2の問題 9より
ホモトピー同値．

問題 4 ϕ : Y1 → Y2をホモトピー同値写像とし, ϕのホモトピー逆写像をψ : Y2 → Y1
とする. このとき写像Φ: [X,Y1] → [X,Y2]を以下で定義する. [f ] ∈ [X,Y1]に対し,

Φ([f ]) = [ϕ ◦ f ]とすると, f ' f ′ならば ϕ ◦ f ' ϕ ◦ f ′なので, Φはwell-defined. 同
様にして, 写像Ψ: [X,Y2] → [X,Y1]を [g] ∈ [X,Y2]に対し, Ψ([g]) = [ψ ◦ g]で定義す
る. すると, ϕと ψはホモトピー逆写像なので,

Φ ◦Ψ([g]) = [ϕ ◦ ψ ◦ g] = [g], Ψ ◦ Φ([f ]) = [ψ ◦ ϕ ◦ f ] = [f ]

より, ΦとΨは逆写像となり, [X,Y1]と [X,Y2]の間の全単射が作れた.

問題 5 離散位相空間XとY がホモトピー同値とする．前問から [pt, X]と [pt, Y ]の
間に全単射が存在する．従って，離散位相空間Xについて，[pt, X]とXの間に全単
射が存在することを言えばよい．X の点 x0に対して {x0}を像とする写像 pt → X

のホモトピー類を対応させる写像X → [pt, X]を考える．これが全射であることは
明らか．単射性を示す．x0 6= x1とするとき，x0を像に持つ写像 f0 : pt → X と x1
を像に持つ写像 f1 : pt → Xがホモトピックではないことを示そう．もしホモトピー
H : I → X, H(0) = x0, H(1) = x1が存在したとすると，I = H−1(x0) t H−1(x1)，
H−1(xi)は Iの空でない開集合となる．これは Iの連結性に反する．

問題 6 γ(0) = γ(1) = x0を満たす任意の連続写像 γ : [0, 1] → Xは連続写像

γ : [0, 1]/(0 ∼ 1) → X

を誘導する（演習No.2, 問題 13より）．また演習No.2, 問題 15より [0, 1]/0 ∼ 1は
S1と同相である．したがって γは S1 → Xとみなすことができる．これにより対応
π1(X, x0) 3 [γ] 7→ [γ] ∈ [S1, X]を考えることができる．これが well-definedである
ことを示そう．
[γ0] = [γ1] ∈ π1(X, x0)に対して, 基点を保つホモトピー H : [0, 1] × [0, 1] → X

を取る．すなわち, H を H(x, 0) = γ0(x), H(x, 1) = γ1(x) (∀x ∈ [0, 1]) かつ
H(0, t) = H(1, t) = x0 (∀t ∈ [0, 1])を満たす連続写像とする. このとき H は連
続写像H : ([0, 1]/0 ∼ 1)× [0, 1] → X

H([x], t) := H(x, t)

を誘導する．実際，H(0, t) = H(1, t) = x0ゆえ，Hはwell-definedである．また，H
は連続写像である．実際, 2つの閉部分集合A = [0, 1

2
]× [0, 1], B = [1

2
, 1]× [0, 1]にH

2



を制限すると連続であり，([0, 1]/0 ∼ 1)× [0, 1] = A∪Bであるから，演習No.1,問題
14よりHは連続である．（あるいは，演習No.2, 問題 11の解答中に示した命題によ
り，[0, 1]× [0, 1] → ([0, 1]/0 ∼ 1)× [0, 1]は商写像である．つまり [0, 1]/(0 ∼ 1)× [0, 1]

の位相は [0, 1]× [0, 1]の商位相と同一視される．このことからもHが連続であるこ
とが分かる．）Hは γ0から γ1へのホモトピーを与えるので, [γ0] = [γ1] ∈ [S1, X]が
示された.

問題 7 以下では I = [0, 1]とかく．
(反射律) H : X × I → XをH(x, t) = f(x)で定めると f ' f rel Aとなる.

(対称律) f ' g rel Aとすると, H : X × I → Y が存在し,

H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x), H(a, t) = f(a) = g(a)

を満たす．そこで, H ′ : X × I → Y をH ′(x, t) = H(x, 1− t)で定めると, H ′は gと
f の間のAを固定するホモトピーを与える．従って g ' f rel Aが成り立つ.

(推移律) f ' g rel A かつ g ' h rel Aとする． f から gへのAを固定するホモ
トピーH1 : X × I → Y と, gから hへのAを固定するホモトピーH2 : X × I → Y

が存在する. このとき, H : X × I → Y を

H(x, t) =

{
H1(x, 2t) (0 ≤ t ≤ 1/2)

H2(x, 2t− 1) (1/2 ≤ t ≤ 1)

で定めると，H(x, 0)＝ f(x), H(x, 1) = h(x), H(a, t) = f(a) = g(a) = h(a)が成り
立っており，f ' h rel Aとなる.

問題 8 π1(X, x0)の積の定義（とそれがwell-definedであること）は授業で行ったた
め，以下では結合性，単位元の存在，逆元の存在（のうち，授業で完全に示さなかっ
た部分）を扱う．
(結合性の証明) f, g, h : [0, 1] → Xを x0を基点とするループとする．π1(X, x0)で

の等式 ([f ] · [g]) · [h] = [f ] · ([g] · [h])を示すには，(f · g) · hと f · (g · h)の間の端点
を止めたホモトピーを作ればよい．ホモトピーH : I × I → Xは

H(x, t) =


f( 4x

t+1
) 0 ≤ x ≤ t+1

4

g(4x− (t+ 1)) t+1
4

≤ x ≤ t+2
4

h( 4
2−t

(x− t+2
4
)) t+2

4
≤ x ≤ 1

で与えられる．Hは x = t+1
4
, x = t+2

4
で連続であること，また，H(0, t) = H(1, t) =

x0, H(x, 0) = ((f · g) · h)(x), H(x, 1) = (f · (g · h))(x)に注意せよ．
(単位元の存在) e : I → X を定値ループ e(x) = x0とする．x0を基点とするルー

プ f : I → Xについて，e · f '0 f · e '0 f を示せばよい．このうち，f · e '0 f は授
業で説明したので，e · f '0 f を示す．ホモトピーは次で定めるとよい．

H(x, t) =

{
x0 0 ≤ x ≤ 1−t

2

f( 2
1+t

(x− 1−t
2
)) 1−t

2
≤ x ≤ 1

3



このときH(x, 0) = (e · f)(x), H(x, 1) = f(x)である．
(逆元の存在) x0を基点とするループ f : I → X に対して逆の道 f−1 : I → X を

f−1(x) = f(1− x)と定義する．(f−1は逆写像ではないことに注意する．）f · f−1 '0

f−1 · f '0 eを示せばよい．f と f−1の役割は対称なので，f · f−1 '0 eを示せば十
分である．ホモトピーH : I × I → Xを

H(x, t) =

{
f(2(1− t)x) 0 ≤ x ≤ 1

2

f(2(1− t)(1− x)) 1
2
≤ x ≤ 1

と定める．H(x, t)は x = 1
2
で連続になっていることに注意する．また H(x, 0) =

(f · f−1)(x), H(x, 1) = e(x)，H(0, t) = H(1, t) = x0であることがチェックできる．
従って f · f−1 '0 eである．
問題 9 以下では P (x, y) = {f : I → X | xから yへの道 }とおく．道の合成は写像
P (x, y)× P (y, z) → P (x, z)を定める．定義より

Π(x, y) = P (x, y)/端点をとめてホモトピック
である．
(二項演算が定まること) ([p1], [p2]) 7→ [p1 · p2]が well-definedであることをみれ

ばよい．p′1 ∈ P (x, y), p′2 ∈ P (y, z)で [p1] = [p′1], [p2] = [p′2] となるものをと
り，[p1 · p2] = [p′1 · p′2]を示す．p1と p′1はホモトピックなので H1 : I × I → X で
H1(s, 0) = p1(s), H1(s, 1) = p′1(s) をみたす連続写像H1がとれ，p2と p′2について
も同様にH2をとる．このときH : I × I → Xを

H(s, t) =

{
H1(2s, t) 0 ≤ s ≤ 1

2

H2(2s− 1, t) 1
2
≤ s ≤ 1

とすればこれは連続でH(s, 0) = p1 · p2, H(s, 1) = p′1 · p′2となる連続写像Hを得る
ので主張が従う．
(1) まず存在を示す．ex ∈ P (x, x)を定値ループ ex(s) = x (0 ≤ s ≤ 1)と定める．

このとき，p ∈ P (x, y), q ∈ P (y, x)に対して，ex · p '0 pおよび q · ex '0 qを示せば
よい．ex · pと pの間のホモトピーは次で与えられる．

H(s, t) =

{
x 0 ≤ s ≤ 1−t

2

p( 2
1+t

(s− 1−t
2
)) 1−t

2
≤ s ≤ 1

このときH(s, 0) = (ex · p)(s), H(s, 1) = p(s)であり，H(0, t) = x, H(1, t) = yを満
たす．従って ex · p '0 p．同様に q · ex '0 qも示せる．
次に一意性を示す．もし (1)の性質を満たすΠ(x, x)の元（単位元）が 2つあると

し，ex, e′x ∈ Π(x, x)とする．このとき，e′x = ex · e′x = exである．
(2) p ∈ P (x, y)に対し，p−1 ∈ P (y, x)を p−1(s) = p(1− s)で定める．ex '0 p · p−1

を示す．H : I × I → Xを

H(s, t) =

{
p(2st) 0 ≤ s ≤ 1

2

p(2(1− s)t) 1
2
≤ s ≤ 1

4



とするとH(s, 0) = ex, H(s, 1) = (p · p−1)(s)となる連続写像であり，H(0, t) = x,

H(1, t) = xが成立する．したがって ex '0 p · p−1が成り立つ．ey '0 p
−1 · pも同様．

(3) p ∈ P (x, y), q ∈ P (y, z), r ∈ P (z, w)に対して，(p · q) · r '0 p · (q · r)を示せ
ばよい．

((p · q) · r)(s) =


p(4s)　 0 ≤ s ≤ 1/4

q(4s− 1) 1/4 ≤ s ≤ 1/2

r(2s− 1) 1/2 ≤ s ≤ 1

であり，

(p · (q · r))(s) =


p(2s) 0 ≤ s ≤ 1/2

q(4s− 2) 1/2 ≤ s ≤ 3/4

r(4s− 3) 3/4 ≤ s ≤ 1

であることに注意．ここでH : I × I → Xを

H(s, t) =


p( 4s

t+1
) 0 ≤ s ≤ t+1

4

q(4s− (t+ 1)) t+1
4

≤ s ≤ t+2
4

r( 4
2−t

(s− t+2
4
)) t+2

4
≤ s ≤ 1

とすると，H は連続で，H(s, 0) = ((p · q) · r)(s)，H(s, 1) = (p · (q · r))(s)である．
またH(0, t) = x, H(1, t) = wである．従ってHは (p · q) · rと p · (q · r)の端点をと
めたホモトピーを与える．

問題 10 γn ·γmとγm+nの間の基点を固定するホモトピーを作ればいい. まず，γn ·γm
は次で与えられることに注意する．

(γn · γm)(x) =

{
e2πi2nx 0 ≤ x ≤ 1/2

e2πim(2x−1) 1/2 ≤ x ≤ 1

=

{
e2πi2nx 0 ≤ x ≤ 1/2

e2πi(n+m(2x−1)) 1/2 ≤ x ≤ 1

ここで，2番目の表式では，x = 1/2での偏角が一致するように 1/2 ≤ x ≤ 1での表
式に 1 = e2πinを掛けている．従って γn · γmは次のように書き直せる．

(γn · γm)(x) = e2πif(x)

ただし，f : I → Rは次で与えられる連続関数

f(x) =

{
2nx 0 ≤ x ≤ 1/2

(n+m(2x− 1)) 1/2 ≤ x ≤ 1

また，g : I → Rを g(x) = (n+m)xとおくとき，

γn+m = e2πig(x)

5



と書くことができる．ここで f(0) = g(0) = 0, f(1) = g(1) = n + mに注意する．
γn · γmと γn+mの間のホモトピーH : I × I → S1は，偏角を与える関数 f(x)と g(x)

を連続に補完することにより得られる．
H(x, t) = e2πi((1−t)f(x)+tg(x))

このときH(x, 0) = (γn · γm)(x), H(x, 1) = γn+m(x)であり，H(0, t) = H(1, t) = 1

が成り立っている．従ってHは γn · γmと γn+mの間のホモトピーを与える．
問題 11 γ0と γ1が x0を基点とするループで端点をとめてホモトピックと仮定する．
このとき f ◦ γ0と f ◦ γ1もホモトピックになる．実際，H : I × I → Xを γ1と γ2の
間のホモトピーとすると，f ◦H : I × I → Y は f ◦ γ1と f ◦ γ2の間のホモトピーと
なる．よって f∗[γ0] = [f ◦ γ0] = [f ◦ γ1] = f∗[γ1]であり，f∗はwell-defined．
また定義から明らかに，f ◦ (γ0 · γ1) = (f ◦ γ0) · (f ◦ γ1)．実際，

(f ◦ (γ0 · γ1))(x) =

{
f(γ0(2x)) 0 ≤ x ≤ 1/2

f(γ1(2x− 1)) 1/2 ≤ x ≤ 1

= ((f ◦ γ0) · (f ◦ γ1))(x)

よって f∗[γ0 · γ1] = f∗[γ0] · f∗[γ1]．従って f∗は準同型になる。
問題 12 f ' g rel x0のホモトピーをH(x, t)と書く．ただしH(x, 0) = f(x), H(x, 1) =

g(x), H(x0, t) = x0を満たす．π1(X, x0)の任意の元 [γ]に対し，f ◦ γ '0 g ◦ γを証明
すればよい．ホモトピーK : I × I → Y を

K(x, t) = H(γ(x), t)

と定義すると，K(x, 0) = f(γ(x)), K(x, 1) = g(γ(x))である．さらに K(0, t) =

K(1, t) = x0が成り立っている．よって g ◦ γと f ◦ γは端点をとめてホモトピック
なループである．
問題 13 積位相の性質によって，任意の位相空間Zについて

写像 f : Z → X × Y が連続
⇐⇒ fX = pX ◦ f : Z → Xと fY = pY ◦ f : Z → Y が共に連続．

ここで pX : X × Y → X, pY : X × Y → Y は射影である．よって次の一対一対応が
得られる．
{X × Y 内の (x0, y0)を基点とするループ f}

∼= {X内の x0を基点とするループ fX} × {Y 内の y0を基点とするループ fY }

さらにループの間のホモトピーは I × I からの写像であることに注意すると，この
対応の下で，

f '0 g ⇐⇒ fX '0 gX かつ fY '0 gY

であることも分かる．以上より全単射 π1(X × Y, (x0, y0)) ∼= π1(X, x0) × π1(Y, y0),

[f ] 7→ ([fX ], [fY ])が得られる．これが群準同型であることは容易なので省略する．
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問題 14 p#が準同型であることを示す．任意の a, b ∈ π1(X, x0)について，基本亜
群における積 ·を使って

p#(a · b) = [p−1] · a · b · [p]
= [p−1] · a · [p] · [p−1] · b · [p]
= p#([f ]) · p#([g])

より，p#は準同型である．ここで [p] · [p−1] = ex0 ∈ π1(X, x0)を用いた．（途中に現
れる積がすべて well-definedであることに注意する．）次に p#が全単射であること
を示す．逆の道 p−1(x) = p(1− x)の定義する写像

(p−1)# : π1(X, x1) → π1(X, x0), γ 7→ [p] · γ · [p−1]

を考える．このとき，(p−1)#(p#(γ)) = γ, p#((p
−1)#(γ)) = γは容易に確かめられ

る．従って p#は全単射である．
問題 15 (ヒント) まず，R3 \ {(x, y, 0) : x2 + y2 = 1}と

S2 ∪ {(0, 0, z) : −1 ≤ z ≤ 1}

がホモトピー同値である（変形レトラクトになっている）ことを観察してみよう．
問題 16 X が可縮であると仮定するとき，授業で説明したように次を満たす写像
H : X × [0, 1] → Xが存在する．

H(x, 0) = x, H(x, 1) = y0 ∀x ∈ X.

ここで y0 は X の点である．与えられた点 x0 を基点とするループ γ : [0, 1] → X，
γ(0) = γ(1) = x0に対して，端点を止めたホモトピーK : [0, 1]× [0, 1] → X を次の
ように構成する．

K(x, t) =


H(x0, 3x) 0 ≤ x ≤ t

3

H(γ((x− t
3
)/(1− 2t

3
)), t) t

3
≤ x ≤ 1− t

3

H(x0, 3− 3x) 1− t
3
≤ x ≤ 1

これはK(x, 0) = γ(x), K(0, t) = K(1, t) = x0を満たす．また γ′(x) := K(x, 1)は次
で与えられる x0を基点とするループである．

γ′(x) =


H(x0, 3x) 0 ≤ x ≤ 1

3

y0
1
3
≤ x ≤ 2

3

H(x0, 3− 3x) 2
3
≤ x ≤ 1

構成から γと γ′は端点をとめてホモトピックである．さらに γ′と定値ループの間の
ホモトピー L : [0, 1]× [0, 1] → Xを次のように構成する．

L(x, t) =


H(x0, 3(1− t)x) 0 ≤ x ≤ 1

3

H(x0, 1− t) 1
3
≤ x ≤ 2

3

H(x0, 3(1− t)(1− x)) 2
3
≤ x ≤ 1
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このように定義すると L(x, 0) = γ′(x), L(0, t) = L(1, t) = x0，L(x, 1) = x0となる．
したがって γ′は x0に値をとる定値ループ eと端点を止めてホモトピック．以上より
γ '0 γ

′ '0 eとなる．したがって π1(X, x0) = {1}.

問題 17 (θの存在) 連続写像 p : R → S1を p(θ) = e2πiθで定める．Rの開区間W0 =

(0, 1), W1 = (1
2
, 3
2
)を考え，Vi = p(Wi)とおく．Vi = S1 \ {(−1)i}であり，これは

S1の開集合である．まず，p|Wi
: Wi → Vi, i = 0, 1は同相写像であることを示そう．

演習No.2の問題 15の解答でみたように，pは同相写像 [0, 1]/0 ∼ 1 ∼= S1を誘導す
る．ここから 1点を除いて同相写像 p|W0 : W0 = (0, 1) → V0を得る．同様の議論を
p : [1

2
, 3
2
] → S1に適用して p|W1 : W1 → V1も同相であることが分かる．

S1 の開被覆 {V0, V1} を連続写像 f : [0, 1] → S1 で引き戻して，[0, 1] の開被覆
{f−1(V0), f

−1(V1)}を得る．[0, 1]はコンパクト距離空間であることから，次を満た
す正数 ϵ > 0（ルベーグ数という）が存在する．[0, 1]内の任意の長さ ϵの閉区間は，
どれかの f−1(Vi)に含まれる．1/N < ϵを満たす自然数 N をとり，p ◦ θk = f お
よび θk(0) = θ0を満たす連続写像 θk : [0, k/N ] → Rを kについて帰納的に定義す
る．k = 0のときは θ0(0) = θ0と定める．θk−1まで定義されているとする．N の取
り方から，[k−1

N
, k
N
]を含む f−1(Vi)をとることができる．このとき f([k−1

N
, k
N
]) ⊂ Vi．

p(θk−1(
k−1
N

)) = f(k−1
N

) ∈ Viより，ある整数 nが存在して θk−1(
k−1
N

) ∈ n+Wi．ここ
で θk : [0,

k
N
] → Rを次のように定義する．

θk(x) =

{
θk−1(x) 0 ≤ x ≤ k−1

N

(p|Wi
)−1(f(x)) + n k−1

N
≤ x ≤ k

N

x = k−1
N
のときに二つの定義が一致することに注意されたい．また定義から明らか

に p ◦ θk = f である．θ = θN が求めるものである．
(θの一意性) θ1, θ2 : [0, 1] → R は条件を満たすと仮定する．このとき e2πiθ1(x) =

f(x) = e2πiθ2(x)であるから，δ(x) := θ1(x)− θ2(x) ∈ Z．δ(x)はZに値をとる連続関
数で δ(0) = 0．ここで，δ−1(0) = δ−1((−1

2
, 1
2
))は [0, 1]の閉集合かつ開集合で空でな

い．[0, 1]の連結性から δ−1(0) = [0, 1]．すなわち δ(x) = 0であり，θ1(x) = θ2(x)．
問題 18 任意の x0を基点とするループ f : I → S2が x0への定値ループ eと端点を
とめてホモトピックであることを示せばよい．演習No.1，問題 13の解答の方法に
より，y0 ∈ S2 \ {x0}に対して，f は y0を像に含まないループ f̃ : I → S2と端点を
とめてホモトピックになることが示せる．問題 2より S2 \ {y0} ∼= R2であり，R2内
の任意のループは定値ループと（端点をとめて）ホモトピックであるから，f̃ は x0
への定値ループと端点をとめてホモトピックである．
(別解）授業で後述する予定のVan Kampen の定理を使うと次のようにも解ける．

U = S2 ∩ {(x, y, z) ∈ R3 | x > −1/2}, V = S2 ∩ {(x, y, z) ∈ R3 | x < 1/2}とすると,

U∪V = S2であり, UとV は開円板と同相なので可縮. iU : π1(U∩V, x0) → π1(U, x0),

iV : π1(U ∩ V, x0) → π1(V, x0)を包含写像が誘導する準同型とする. Van Kampenの
定理から,

π1(S
2, x0) ∼= π1(U, x0) ∗ π1(V, x0)/{iU(ω)iV (ω)−1 | ω ∈ π1(U ∩ V, x0)} ∼= {e}.

8



幾何学入門演習　No.4　 (2023年 11月 8日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．

問題 1 (No.3問題 14の再掲 ⋆) 授業で説明した以下のことを復習せよ．位相空間
X の 2点 x0 と x1 を結ぶ道 p : [0, 1] → X, p(0) = x0, p(1) = x1 に対して，写像
p# : π1(X, x0) ∼= π1(X, x1), γ 7→ [p−1] · γ · [p]は同型写像であることを示せ．ここで
p−1 : [0, 1] → Xは p−1(x) = p(1−x)で定義される逆の道であり，[p−1] · γ · [p]は基本
亜群での積である．道 pを別のものに取り換えたとき p#はどのように変化するか．

問題 2 (⋆) Gを群，g ∈ Gとする．写像G → G, x 7→ gxg−1は群の同型を与えるこ
とを示せ．この写像を gによる共役という．Adg(x) = gxg−1とも書く．

問題 3 (⋆) Xを弧状連結空間とする．問題 1よりXの点 x0と x1をつなぐ道 pを選
ぶごとに，同型 p# : π1(X, x0) → π1(X, x1)が定まる．π1(X)がアーベル群であると
き，この同型は道 pの取り方によらないことを示せ．

問題 4 連続写像 h : X → Xは idX とホモトピックとする．このとき任意の x0 ∈ X

について h∗ : π1(X, x0) → π1(X, h(x0))は同型であることを示せ．
授業では写像 f : X → Y , g : Y → X を考え，h = g ◦ f の形であるときにこの主張を述

べた．hと idX の間のホモトピーをH : X × [0, 1] → Xとすると，h(x0)から x0への道 pが
p(t) = H(x0, t)で定まる．h∗と p# : π1(X,h(x0)) ∼= π1(X,x0)を合成した写像 p# ◦ h∗が恒
等写像であることが主張された．

問題 5 (⋆) x, y ∈ X とし，xから yへの道 p : I → X, p(0) = x, p(1) = yがあると
する．f : X → Y を連続写像とする．このとき次の図式が可換であること，すなわ
ち，(f ◦ p)# ◦ f∗ = f∗ ◦ p#が成り立つこと，を示せ．

π1(X, x)
f∗ //

p#

��

π1(Y, f(x))

(f◦p)#
��

π1(X, y)
f∗

// π1(Y, f(y))

ここで p#, (f ◦ p)#は問題 1で定義した群の同型写像である．

問題 6 (⋆) n ≥ 3についてR2とRnは同相でないことを示せ．（ヒント：基本群）

問題 7 (⋆) S を集合とする．S の各元 s ∈ S について s−1 という記号を準備し，
S−1 = {s−1 : s ∈ S}と書く．S−1 は S のコピーである．また s ∈ S に対して，
(s−1)−1 = sと定める．S上の語 (word)とは S t S−1の元からなる有限列

(s1, s2, . . . , sn)　 但し s1, . . . , sn ∈ S t S−1
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のことである．空の列 ()（n = 0のとき）も語とみなし，空語とよぶ．S上の語全体
の集合をW (S)と表す．W (S)には語の連結によって積W (S) ×W (S) → W (S)が
入る．

(s1, s2, . . . , sn) · (t1, t2, . . . , tm) = (s1, s2, . . . , sn, t1, t2, . . . , tm)

W (S)に次の関係で生成される同値関係∼を入れる．
(a1, . . . , an, x, x

−1, b1, . . . , bm) ∼ (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)

ここで ai, bi, x ∈ S t S−1である．F (S) = W (S)/ ∼をW の同値関係∼による商集
合とする．W (S)の積はF (S)の積F (S)×F (S) → F (S)を誘導することを示せ．空
語 () ∈ W (S)の F (S)における像を 1と書くと，F (S)は 1を単位元とする群の構造
を持つことを示せ．
F (S)を Sの生成する自由群という．n = |S|のとき，F (S) = Fnと書く．

問題 8 (⋆) S上の語 (s1, . . . , sn) ∈ W (S)が簡約 (reduced)であるとは si+1 6= s−1
i が

すべての i = 1, . . . , n− 1について成り立つことである．ただし，空語は簡約とみな
す．任意の語w = (s1, . . . , sn) ∈ W (S)に対して簡約語 r(w) ∈ W (S)を定義しよう．
語の列w1, . . . , wnを帰納的に次のように定める．w1 = (s1)とし，wi−1 = (a1, . . . , ak)

であるとき，

wi =

{
(a1, . . . , ak−1) ak = s−1

i のとき
(a1, . . . , ak, si) ak 6= s−1

i のとき
と定める．最後に r(w) = wnと定める．空語については r(()) = ()とする．r(w)が
簡約であることは定義から明らか．問題 7にある同値関係∼について，次を示せ．
(1) v, w ∈ W (S)が v ∼ wを満たすとき，r(v) = r(w)．

(2) W (S)の∼に関する同値類は簡約語をただ一つ含む．
従って F (S)は簡約語全体の集合と同一視できる．
問題 9 (⋆) F (S)を Sの生成する自由群とする．i : S → F (S)を自然な写像とする．
Gを任意の群とする．任意の写像 f : S → Gに対して，群準同型 φ : F (S) → Gで
あって φ ◦ i = f を満たすものがただ一つ存在することを示せ．
問題 10 自然数n,mについて，Fn

∼= Fmならn = mを示せ．(もっと一般に，F (S) ∼=
F (S ′)なら Sと S ′の濃度は等しい．）
問題 11 Xを弧状連結空間，x0 ∈ Xを基点とする．x0を基点とするループf : [0, 1] →
X は連続写像 f : S1 ∼= [0, 1]/(0 ∼ 1) → X を定める．写像 p : π1(X, x0) → [S1, X],

[f ] 7→ [f ]は全射であって，γ1, γ2 ∈ π1(X, x0)に対して
p(γ1) = p(γ2) ⇐⇒ ∃g ∈ π1(X, x0) s.t. γ1 = gγ2g

−1

が成り立つことを示せ．（つまり，pは共役による商写像と同一視される．）
問題 12 [S1, X]が 1点集合であるとき，Xは弧状連結かつ単連結であることを示せ．
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幾何学入門演習　No.4 解答例　
問題 1 p#が準同型であることを示す．任意の a, b ∈ π1(X, x0)について，基本亜群
における積 ·を使って

p#(a · b) = [p−1] · a · b · [p]
= [p−1] · a · [p] · [p−1] · b · [p]
= p#([f ]) · p#([g])

より，p#は準同型である．ここで [p] · [p−1] = ex0 ∈ π1(X, x0)を用いた．（途中に現
れる積がすべて well-definedであることに注意する．）次に p#が全単射であること
を示す．逆の道 p−1(x) = p(1− x)の定義する写像

(p−1)# : π1(X, x1) → π1(X, x0), γ 7→ [p] · γ · [p−1]

を考える．このとき，(p−1)#(p#(γ)) = γ, p#((p
−1)#(γ)) = γは容易に確かめられ

る．従って p#は全単射である．
最後に道pを取り換えたときにp#がどのように変化するのかを記述する．q : [0, 1] →

X, q(0) = x0, q(1) = x1を x0と x1を結ぶ別の道とする．このとき α ∈ π1(X, x0)に
対して

p#(α) = [p−1] · α · [p]
= [p−1] · [q] · [q−1] · α · [q] · [q−1] · [p]
= [p−1] · [q] · q#(α) · [q−1] · [p]

ここで [q] · [q−1] = ex0 を用いた．ここで g = [p−1] · [q] ∈ π1(X, x1)とおくとき，
g−1 = [q−1] · [p]であって

p#(α) = g · q#(α) · g−1

となる．従って異なる道をとると，同型写像は共役だけずれることが分かる．

問題 2 Adg(x) = gxg−1とおく．

Adg(x1x2) = gx1x2g
−1 = gx1g

−1gx2g
−1 = Adg(x1)Adg(x2)

よりAdgは群準同型である．またAdg−1はAdgの逆写像を与える．

Adg(Adg−1(x)) = Adg(g
−1xg) = gg−1xgg−1 = x

Adg−1(Adg(x)) = Adg−1(gxg−1) = g−1gxg−1g = x

（より一般に，Adg1 ◦Adg2 = Adg1g2, Ade = idが成り立つ．）従ってAdgは群の同型
である．
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問題 3 問題 1でみたように，道の取り方を変えるとき同型写像は共役だけ変わる．
正確には p, qを x0から x1への二つの道とするとき，ある元 g ∈ π1(X, x1)を用いて，
すべての α ∈ π1(X, x0)に対して

p#(α) = Adg(q#(α)) = g · q#(α) · g−1

と書くことができるのであった．ところが，仮定より π1(X, x1)はアーベル群である
から，Adg = idである．従って

p#(α) = q#(α)

が成立する．つまり同型は道の取り方によらない．
問題 4 I = [0, 1]とおく．写像 h : X → Xと idX の間のホモトピーをH : X × I →
X とする．H は H(x, 0) = h(x), H(x, 1) = idX を満たす連続写像である．ここで
p : I → Xを p(t) = H(x0, t)とすると，pは連続写像で p(0) = h(x0), p(1) = x0とな
り，これは h(x0)から x0への道である．
問題1より，hは群の準同型h∗ : π1(X, x0) → π1(X, h(x0))を誘導する．p# : π1(X, h(x0)) →

π1(X, x0)は同型であるから，p# ◦ h∗が恒等写像であることを示せばよい．任意の
[γ] ∈ π1(X, x0)について，p# ◦ h∗([γ]) = p#([h ◦ γ]) = [p−1] · [h ◦ γ] · [p]である．
[p−1] · [h ◦ γ] · [p]は次のループ cで代表される．

c(s) =


p(1− 4t) (0 ≦ t ≦ 1

4
)

h ◦ γ(4t− 1) (1
4
≦ t ≦ 1

2
)

p(2t− 1) (1
2
≦ t ≦ 1)

c '0 γを示せばよい．そこでK : I × I → Xを

K(s, t) =


p(1− 4s) (0 ≦ s ≦ 1

4
t)

H(γ( 4s−t
4−3t

), 1− t) (1
4
t ≦ s ≦ 1− 1

2
t)

p(2s− 1) (1− t
2
≦ s ≦ 1)

と定める．K(·, t)は x0 = p(1)から p(1− t)まで p−1にそって進み，次に p(1− t)を
基点とするループH(γ(·), 1− t)を進み，最後に p(1− t)から p(1)に pに沿って戻る
道である．K(s, 0) = γ(s), K(s, 1) = c(s)，K(0, t) = K(1, t) = p(1) = x0より，K

は γと cの間の端点を止めたホモトピーを与える．
問題 5 任意の [γ] ∈ π1(X, x)に対し，

((f ◦ p)# ◦ f∗)([γ]) = (f ◦ p)#([f ◦ γ])
= [((f ◦ p)−1 · (f ◦ γ)) · (f ◦ p)]
= [((f ◦ p−1) · (f ◦ γ)) · (f ◦ p)]
= [f ◦ ((p−1 · γ) · p)]
= f∗([(p · γ) · p−1]) = f∗ ◦ p#([γ])

より従う．
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問題 6 n ≥ 3とし，R2とRnが同相であったとする．このとき同相写像の下で0 ∈ R2

に対応する点を p ∈ Rnとするとき，R2 \ {0}とRn \ {p}とは同相である．ところが
これらは異なる基本群を持つ．R2 \ {0}は S1とホモトピー同値だから，

π1(R2 \ {0}) ∼= π1(S
1) ∼= Z

であり，Rn \ {p}とRn \ {0}は同相でこれは Sn−1とホモトピー同値だから，

π1(Rn \ {p}) ∼= π1(Rn \ {0}) ∼= π1(S
n−1) ∼= {1}

となる．これは矛盾である．

問題 7 同値関係∼は関係

(a1, . . . , an, x, x
−1, b1, . . . , bm) ≈ (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)

で「生成される」関係として定義された．つまり w ∼ w′とはW (S)の元の有限列
w1, . . . , wnが存在して w1 = w, wn = w′が成り立ち，各 i = 1, . . . , n − 1に対して
wi ≈ wi+1あるいは wi+1 ≈ wiあるいは wi = wi+1が成り立つことである．語の積
W (S)×W (S) → W (S)が商空間F (S) = W (S)/ ∼の積を誘導することをいうには，
次を示せば十分である．

w1 ≈ w′
1 =⇒ w1 · w2 ∼ w′

1 · w2

w2 ≈ w′
2 =⇒ w1 · w2 ∼ w1 · w′

2

このことは定義から明らかである．よってW (S)の積から誘導されたF (S)の積 [w1] ·
[w2] := [w1 · w2]はwell-defined．
任意の元 [w] ∈ F (S)，w = (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)をとる．このとき

[w] · 1 = [(a1, . . . , an) · ()] = [(a1, . . . , an)] = w = [() · (a1, . . . , an)] = 1 · [w]

より 1 = [()]は単位元．また [w]−1 = [(a−1
n , . . . , a−1

1 )]と定義すれば，同値関係を使う
ことにより

[w] · [w]−1 = [(a1, . . . , an, a
−1
n , . . . , a−1

1 )]

= [(a1, . . . , an−1, a
−1
n−1, . . . , a1)]

...

= [(a1, a
−1
1 )] = [()] = 1

が言える．同様にして [w]−1 · [w] = 1．また語の積は明らかに結合法則を満たすので，
F (S)の積も結合法則を満たす．従って F (S)は 1を単位元とする群の構造を持つ．

問題 8 (1) 前問の解答と同じく同値関係ではないW (S)上の関係≈を

(a1, . . . , an, x, x
−1, b1, . . . , bm) ≈ (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)
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により定めることとする．∼は≈で生成される同値関係である．w ≈ w′のときに
r(w) = r(w′)を示せば十分である．

w = (a1, . . . , an, x, x
−1, b1, . . . , bm), w′ = (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)

とおく．問題文に従って列w1, . . . , wn+m+2および列w′
1, . . . , w

′
n+mを定める．このと

き明らかにwi = w′
i, i = 1, . . . , nが成立する．wn = w′

n = (s1, . . . , sl)とする．次の
2つの場合に分かれる．
Case 1: sl = x−1のとき．wn+1 = (s1, . . . , sl−1)である．また列の作り方からwnは簡

約であって，特に sl−1 6= s−1
l ．すなわち sl−1 6= xであり，wn+2 = (s1, . . . , sl−1, x

−1) =

(s1, . . . , sl−1, sl) = wnとなる．
Case 2: sl 6= x−1のとき．wn+1 = (s1, . . . , sl, x), wn+2 = (s1, . . . , sl)となる．
以上よりいずれの場合もwn+2 = wn = w′

n．従ってwn+2+j = w′
n+jが j = 0, . . . ,m

で成立し，r(w) = r(w′)が従う．
(2) まず，任意の語 w について w ∼ r(w) を示そう．w = (s1, . . . , sn) に対し

て wi ∼ (s1, . . . , si)であることを iに関する帰納法で示す．i = 1の時は明らか．
wi ∼ (s1, . . . , si)が正しいと仮定する．問題 7で示したことから，(s1, . . . , si+1) =

(s1, . . . , si) · (si+1) ∼ wi · (si+1)．ここでwi+1の定義より

wi · (si+1) ≈ wi+1 あるいは wi · (si+1) = wi+1

が成り立つ．従ってwi+1 ∼ (s1, . . . , si+1)．以上により帰納法が完成し，r(w) = wn ∼
(s1, . . . , sn) = wが示された．
W (S)の同値類 [w]をとる．w ∼ r(w)であるから，[w]は少なくとも一つの簡約

語 r(w)を含む．もし [w]が 2つの簡約語 v, v′を含んだとする．このとき v ∼ v′ゆえ
r(v) = r(v′)．簡約語 v, v′については定義より v = r(v), v′ = r(v′)であることが分か
るから，v = r(v) = r(v′) = v′．従って [w]はただ一つの簡約語を含む．

問題 9 φ : F (S) → Gを次で定める．F (S)の元を一つ取り，その同値類の代表元を
(s1, . . . sn), (s1, . . . sn ∈ S t S−1)とする．このとき，φ(s1, . . . , sn) = f(s1) · · · f(sn)
と定める．ただし si ∈ S−1の時はf(si) = f(s−1

i )−1とする．つまり任意の s ∈ StS−1

に対して f(s−1) = f(s)−1が成り立つ．
まずこの写像がwell-definedであることは
φ(s1, . . . sk, x, x

−1, sk+1, . . . , sn) = f(s1) · · · f(sk)f(x)f(x)−1f(sk+1) · · · f(sn)
= f(s1) · · · f(sn) = φ(s1, . . . sn)

より従う．さらに φ ◦ i = f も作り方からわかる．
最後に一意性を確認する．準同型 φ′ : F (S) → Gで φ′ ◦ i = f となるものをとる
とき，φ′ ◦ i = f から全ての s ∈ Sに対して φ′(s) = f(s)．さらに s ∈ Sに対して
φ′(s−1) = φ′(s)−1 = f(s)−1 = f(s−1)が成り立つ1．つまり任意の s ∈ S t S−1に対

1群準同型 φ : G → H に対して φ(1) = 1, φ(g−1) = φ(g)−1 が成り立つ．まず φ(1)2 = φ(12) =
φ(1)に φ(1)−1を左から掛けて φ(1) = 1を得る．次に φ(g−1)φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(1) = 1．よって
φ(g)の逆元を右からかけて φ(g−1) = φ(g)−1.
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して φ(s) = f(s)．F (S)の任意の元は S t S−1の元の積で表されるから，準同型の
性質より φ′ = φでなければならない．
問題 10 Fnを {x1, . . . , xn}で生成される自由群とする．問題 9より，Fnから自由
アーベル群Zkへの準同型は x1, . . . , xnの像を定めることで与えられる．もし準同型
が全射であるとすれば，Zkは x1, . . . , xnの像で生成される．Zkの生成元の個数は k

以上であることが知られている2から，このとき n ≥ kである．従って
n ≥ max{k |全射準同型 φ : Fn → Zkが存在する }

一方で Fnから Znへの全射準同型は存在する (x1, . . . , xnを Znの基底に写すものを
考えればよい)から，実際には

n = max{k |全射準同型 φ : Fn → Zkが存在する }

となる．従って Fn
∼= Fmなら n = mである．

注意 一般に群Gに対して群Gの可換化G/[G,G]が定義される．ここで [G,G]は
交換子群と呼ばれ，aba−1b−1(a, b ∈ G)の形の元で生成される部分群であり，Gの正
規部分群である．G/[G,G]はアーベル群であり，Gの商として得られるアーベル群
の中で「最も大きい」ものである．自由群Fnの可換化Fn/[Fn, Fn]はZnであること
が容易にわかるので，そのことを用いてもよい．
問題 11 (略解) 以下では S1 = [0, 1]/0 ∼ 1とみなし，S1からの連続写像を I から
の連続写像で端点で一致しているものと同一視する．
写像 p : π1(X, x0) → [S1, X]が全射であること．任意の連続写像 c : I/(0 ∼ 1) → X

をとる．c(0) = x1とする．X は弧状連結であるから，x0から x1への道 f : I → X

が存在する．このとき x0を基点とするループ (f · c) · f−1は cと（端点をとめずに）
ホモトピックであることを示せばよい．ホモトピーH : I × I → Xを

H(x, t) =


f(1− t+ 4x) 0 ≤ x ≤ t/4

c(4x−t
4−3t

) t/4 ≤ x ≤ 1− t/2

f(3− 2x− t) 1− t/2 ≤ x ≤ 1

で定めると，H はH(0, t) = H(1, t) = f(1 − t)を満たすため，S1 × I → X とみ
なすことができる．このときH(x, 1) = ((f · c) · f−1)(x)，H(x, 0) = c(x)ゆえ cと
(f · c) · f−1は（端点をとめずに）ホモトピックとなる．
次に x0を基点とするループ γ, gに対して，p([g] · [γ] · [g]−1) = p([γ])を示そう．先

ほどの議論と同様に，(g · γ) · g−1と γは基点をとめずにホモトピックである．この
ことから示したいことが直ちに従う．
最後に p([γ1]) = p([γ2])ならば [γ1]と [γ2]が基本群で共役であることを示そう．仮

定から，ホモトピーH : I × I → X でH(x, 0) = γ1(x), H(x, 1) = γ2(x), H(0, t) =

H(1, t)を満たすものが存在する．ここで x0を基点とするループ g : I → Xを g(x) =

H(0, x) = H(1, x)と定義するとき，γ1 '0 (g ·γ2) ·g−1であることが示せる（図参照）．
2Zk の生成元 z1, . . . , zmは，R上で考えると，ベクトル空間 Rk も生成する．線形代数で Rk の生

成元の個数が k以上であることはよく知られているので，m ≥ kである．
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-
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-
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6
g
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g

問題 12 まずXは弧状連結であることを示そう．x, y ∈ Xを任意の点とする．xへ
の定値ループ ex : S

1 → X と yへの定値ループ ey : S
1 → X はホモトピックである

から，exと eyの間のホモトピーH : S1 × [0, 1] → X が存在する．ここで点 u ∈ S1

を固定し，p(t) = H(u, t)とおけば p(t)は p(0) = x, p(1) = yを満たす．従って任意
の 2点 x, yは道で結ぶことができる．
前問より，[S1, X] ∼= π1(X, x0)/共役である．[S1, X]が1点集合であるときπ1(X, x0)

の任意の 2元は互いに共役．従って任意の g ∈ π1(X, x0)は単位元 1と共役であり，
1と共役な元は 1しかないので，g = 1．従って π1(X, x0) = {1}である．
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幾何学入門演習　No.5　 (2023年 11月 15日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．
定義　写像 p : X → Y が被覆写像であるとは，任意の y ∈ Y に対して yの開近傍
U とXの互いに交わらない開集合の族 {Vα}α∈Aが存在して p−1(U) =

⊔
α∈A Vα かつ

p|Vα : Vα → U がすべての α ∈ Aについて同相写像となること．

問題 1 (⋆) S1 = {z ∈ C | |z| = 1}とみなす．p : R → S1を p(θ) = e2πiθと定める．

(1) (a, b)を実数の開区間で 0 < b − a ≤ 1とする．このとき，p((a, b))は S1の開
集合で，p|(a,b) : (a, b) → p((a, b))は同相写像であることを示せ．

(2) pは被覆写像であることを示せ．

(3) q : S1 → S1を q(z) = z2で定める．qは被覆写像であることを示せ．

問題 2 (⋆) p : C× → C×を p(z) = znと定める．pは n次の被覆写像であることを
示せ．

問題 3 (⋆) 被覆写像は局所同相写像 (local homemorphism)であることを示せ．た
だし p : X → Y が局所同相写像であるとは，任意の x ∈ X に対して xのある開近
傍U が存在して p(U)は Y の開集合であり p|U : U → p(U)は同相写像となることを
いう．

問題 4 (⋆) p : X → Y を局所同相写像とする．任意の y ∈ Y に対して p−1(y)は（X

からの相対位相について）離散位相空間であることを示せ．

問題 5 (⋆) p : X → Y を被覆写像とする．Y がハウスドルフならX もハウスドル
フであることを示せ．(これは pが局所同相であるだけでは反例がある．)

問題 6 X,Y を局所コンパクトハウスドルフ空間，p : X → Y を局所同相写像とす
る．pが固有 (proper)であれば，pは被覆写像であることを示せ．

問題 7 (⋆) 問題 1の写像を開区間 (0, 2)に制限した写像 p|(0,2) : (0, 2) → S1は局所同
相写像であるが，被覆写像ではないことを示せ．

問題 8 p : X → Y を被覆写像とする．Y が連結であれば，p−1(y)の濃度は点 y ∈ Y

の取り方によらないことを示せ．
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問題 9 A =

(
a b

c d

)
を整数行列で，det(A) ̸= 0を満たすものとする．T 2 = S1×S1と

し，S1を絶対値 1の複素数全体とみなす．写像 p : T 2 → T 2を p(z, w) = (zawb, zcwd)

と定める．pは次数 | det(A)|の被覆写像であることを示せ．

問題 10 授業では S1 ∨ S1の無限次被覆空間として F2のCayleyグラフを紹介した．
S1 ∨ S1の有限次数の被覆空間を構成せよ．

問題 11 K をコンパクト距離空間，{Uα}を K の開被覆とする．このとき次を満
たす正数 ϵ > 0が存在することを示せ．任意の x ∈ K に対して x中心の ϵ開球体
Bϵ(x) = {y ∈ K | d(x, y) < ϵ}はどれかの Uαに含まれる．

問題 12 (⋆) 1 ∈ S1を基点とするループf : [0, 1] → S1に対して，fのリフト f̂ : [0, 1] →
Rで f(x) = e2πif̂(x), f̂(0) = 0を満たすものがただ一つ存在する．このときnf = f̂(1)

は整数であり f の回転数という．1を基点とするループ f, g : [0, 1] → S1に対して
nf = ng であれば，f と gは端点をとめてホモトピック f ≃0 g であることを示せ．

問題 13 p : X → Y を被覆写像とする．Z = I（あるいは，より一般の位相空間で
もよい）とする．f : Z → Y を連続写像とし，f̂ : Z → X を f の持ち上げ（つまり
p ◦ f̂ = f を満たす連続写像）とする．H : Z × I → Y をH(z, 0) = f(z)を満たす連
続写像（f のホモトピー）とするとき，次を満たす連続写像 Ĥ : Z × I → Xが一意
に存在することを示せ．ここで I = [0, 1]を表す．

Z × {0}� _

��

f̂ // X

p

��
Z × I H //

Ĥ

77

Y

　 p ◦ Ĥ = H, Ĥ(z, 0) = f̂(z).

問題 14 (⋆) p : X → Y を被覆写像とする．連続写像 f : I → Y を y0 = f(0)から
y1 = f(1)への道とする．授業で示したように，点x0 ∈ p−1(y0)に対して道 f̂ : I → X

であって f̂(0) = x0, p◦f̂ = fを満たすものがただ一つ存在する．f̂の始点x0 ∈ p−1(y0)

に対して終点 x1 = f̂(1) ∈ p−1(y1) を対応させる写像をΠf : p
−1(y0) → p−1(y1) とす

る（道 f に沿った平行移動という）．問題 13の結果を用いて，Πf は f の端点をと
めたホモトピー類のみに依存することを示せ．つまり，f ≃0 f

′（端点をとめてホモ
トピック）ならばΠf = Πf ′であることを示せ．

問題 15 p : X → Y を被覆写像とする．点 x0 ∈ X をとり，y0 = p(x0) ∈ Y とおく．
このとき p∗ : π1(X, x0) → π1(Y, y0)は単射であることを示せ．

問題 16 p : X → Y を被覆写像とし，Xを空でない弧状連結空間，Y を弧状連結か
つ単連結な空間とする．pは同相写像であることを示せ．
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幾何学入門演習　No.5 解答例　
問題 1 (1) 仮定より a < b ≤ a+1である．閉区間 [b, a+1]はコンパクトであり，そ
の像 p([b, a+ 1])もコンパクトである．S1はハウスドルフなので p([b, a+ 1])は閉集
合である．p((a, b)) = S1 \ p([b, a+ 1])は従って S1の開集合である．
次に p|(a,b) : (a, b) → p((a, b))が同相写像であることを示す．pは連続全単射であ

るから，p−1が連続であること，すなわち，(a, b)に含まれる任意の開集合U につい
て p(U)が開集合であることを示せばよい．Uは（長さが 1以下の）開区間の和集合
として表され，既にみたように長さが 1以下の開区間の pによる像は開集合である
から p(U)も開集合である．
(2) 任意の e2πiθ0 ∈ S1に対してそれを含む開近傍 U = p((θ0 − 1

3
, θ0 +

1
3
))をとる．

p−1(U) =
⊔
n∈Z

Vn, Vn = (θ0 − 1
3
+ n, θ0 +

1
3
+ n)

であり，(1)で示したように p|Vn : Vn → U は同相写像である．
(3) 任意の e2πiθ0 ∈ S1に対してそれを含む開近傍 U = p((θ0 − 1

3
, θ0 +

1
3
))をとる．

このとき，
q−1(U) = p(( θ0

2
− 1

6
, θ0

2
+ 1

6
)) t p(( θ0

2
+ 5

6
, θ0

2
+ 7

6
))

であり，p(( θ0
2
− 1

6
, θ0

2
+ 1

6
))および p(( θ0

2
+ 5

6
, θ0

2
+ 7

6
))は (1)より開集合．さらに次の

可換図式
p(( θ0

2
− 1

6
, θ0

2
+ 1

6
))

q−−−→ U

∼=
xp ∼=

xp

( θ0
2
− 1

6
, θ0

2
+ 1

6
)

x 7→2x−−−→∼= (θ0 − 1
3
, θ0 +

1
3
)

が成立することから，q|
p((

θ0
2
− 1

6
,
θ0
2
+ 1

6
))
は像U への同相写像である．q|

p(
θ0
2
+ 1

6
,
θ0
2
+ 7

6
)
に

ついても同様．
問題 2 C×とR× S1の間の同相写像 f を次のように与える．

f(z) =

(
log |z|, z

|z|

)
f は明らかに連続で，その逆写像は (x,w) 7→ exwで与えられるため連続．f によっ
てC×とR× S1を同一視するとき，p : C× → C×は

f ◦ p ◦ f−1 : R× S1 → R× S1, (x,w) 7→ (nx,wn)

に対応する．この写像が被覆写像であることを示せばよい．R → R, x 7→ nxは同相
写像なので，q : S1 → S1, w 7→ wnが被覆写像であることを示せば十分である．任
意の点w ∈ S1をとり，それを含む開集合 U = S1 \ {−w}をとる．このとき

q−1(U) = S1 \ {e2πiθ0 , . . . , e2πiθn−1})

=
n−1⊔
k=0

{e2πiθ | θ ∈ (θk, θk+1)}

1



ここで，−w = e2πiαとして，θk = α
n
+ k

n
とおいた．問題 1より {e2πiθ | θ ∈ (θk, θk+1)}

は S1の開集合である．最後に

q|{e2πiθ |θ∈(θk,θk+1)} : {e
2πiθ | θ ∈ (θk, θk+1)} → U

が同相写像であることを示せばよい．この写像は

{e2πiθ | θ ∈ (θk, θk+1)} ∼= (θk, θk+1)
x 7→nx−k−−−−−→ (α, α + 1) ∼= S1 \ {−w}

と分解できるため同相である（ここで問題 1の (1)を使った）．

問題 3 任意のx ∈ Xをとる．pは被覆写像だから，p(x)の開近傍U ⊂ Y とXの互い
に交わらない開集合の族 {Vα}α∈Aが存在して p−1(U) =

⊔
α∈A Vα かつ p|Vα : Vα → U

がすべての α ∈ Aについて同相写像となる．ここで x ∈ Vα0 となる α0 ∈ Aをとる
と，Vα0は xの開近傍で p|Vα0

: Vα0 → U は同相写像．また，その像 p(Vα0) = U は開
集合．従って pは局所同相写像である．

問題 4 p−1(y)の各点 xについて，{x}が p−1(y)の開集合であることを示せばよい．
xのある開近傍Uが存在して p|U : U → p(U)は同相写像である．従って p−1(y)∩U =

{x}. これは {x}が p−1(y)の開集合であることを示している．

問題 5 異なる 2点 x1, x2 ∈ Xを任意に取る．
p(x1) = p(x2)のとき，pは被覆写像だから，p(x1)の開近傍 U とXの互いに交わ

らない開集合の族 {Vα}α∈Aが存在して p−1(U) =
⊔

α∈A Vα かつ p|Vα : Vα → U がす
べての α ∈ Aについて同相写像となる．族 {Vα}α∈Aは互いに交わらないから，あ
る元 α1, α2 ∈ Aがそれぞれただ 1つ存在して x1 ∈ Vα1 , x2 ∈ Vα2 を満たす．ここで
α1 = α2と仮定する．p|Vα1

は同相写像だが，p(x1) = p(x2)より pが単射でなくな
り矛盾．よって α1 6= α2である．よって Vα1 , Vα2 が x1, x2 ∈ Xを分離する開集合で
ある．
p(x1) 6= p(x2)のとき，Y はハウスドルフより p(x1), (x2)を分離するたがいに交わ

らない開集合W1,W2が存在する．このとき p−1(W1)と p−1(W2)は x1, x2を分離す
る開集合となる．

問題 6 連続写像 f : X → Y が固有 (proper)であるとは，Y の任意のコンパクト部
分集合Kに対して f−1(K)がコンパクトになることである．以下の証明では，局所
コンパクトハウスドルフ空間の間の固有写像が閉写像である（閉集合の像が閉），と
いう有名な事実を用いる．
点 y ∈ Y をとる．p−1(y)は問題 4より離散位相空間である．また {y}はコンパク

トで pは properなので p−1(y) はコンパクトでもある．従って p−1(y)は有限集合で
ある（p−1(y)の 1点部分集合による開被覆を考えよ）．p−1(y) = {x1, . . . , xn}とす
る．pは局所同相写像であるから，xiの開近傍Uiが存在して p(Ui)は開集合であり，
p|Ui

: Ui → p(Ui)は同相写像である．Xはハウスドルフなので，必要ならばUiを小
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さく取り直して，Uiが互いに交わらないとしてよい1．ここで，X \ (U1 ∪ · · · ∪ Un)

はXの閉集合なので，
F = p(X \ (U1 ∪ · · · ∪ Un))

は Y の閉集合．y /∈ F であることに注意しよう．このとき

V := (p(U1) ∩ · · · ∩ p(Un)) \ F

は yの開近傍である．p−1(V )は U1 ∪ · · · ∪ Unに含まれることに注意しよう．（実際，
そうでなければ，p(x) ∈ V , x /∈ U1 ∪ · · · ∪ Unとなる点 x ∈ Xが存在するが，後者
から p(x) ∈ F となり p(x) ∈ V と矛盾する．）従って，Uiが互いに交わらないことを
思い出すと，

p−1(V ) = (U1 ∩ p−1(V )) t · · · t (Un ∩ p−1(V ))

である．ここで p(Ui ∩ p−1(V )) = V である．（実際，⊂は明らか．逆に任意の y ∈ V

は y = p(x), x ∈ Uiの形で書ける．このとき x ∈ Ui ∩ p−1(V )．従って y = p(x) ∈
p(Ui ∩ p−1(V ))．よって p(Ui ∩ p−1(V )) ⊃ V．) p|Ui

: Ui → p(Ui)は同相写像であっ
たから，それを開部分集合に制限した p|Ui∩p−1(V ) : Ui ∩ p−1(V ) → V も同相写像で
ある．

問題 7 pは被覆写像であるから，問題 3より局所同相写像である．従ってそれを
(0, 2)に制限した写像 p|(0,2) : (0, 2) → S1 も局所同相写像である．
写像 q := p|(0,2)の点 1 ∈ S1でのファイバー q−1(1)は 1点 1 ∈ Rからなる．一方で

任意の z ∈ S1 \ {1}に対して zのファイバー q−1(z)はちょうど 2点ある．もし qが
被覆写像であるとすると，1 ∈ S1の開近傍U と (0, 2)のたがいに交わらない開集合
の族 {Vα}α∈Aが存在して，q−1(U) =

⊔
α∈A Vα, p|Vα : Vα → U は同相，となる．この

とき点 z ∈ U での qのファイバーの濃度は一定で |A|に等しい．1 ∈ U でのファイ
バーの濃度（個数）は 1であるから，|A| = 1．U は 1以外の点を含むため，矛盾が
生じる．

問題 8 y0 ∈ Y をとり，Y を次の二つの部分集合に分ける．

Y0 = {y ∈ Y | p−1(y)と p−1(y0)の間に集合の全単射が存在する }
Y1 = {y ∈ Y | p−1(y)と p−1(y0)の間に集合の全単射が存在しない }

明らかに Y = Y0 t Y1．被覆空間の定義により，任意の y ∈ Y について，yの開近傍
U とXのたがいに交わらない開集合の族 {Vα}α∈Aが存在して，p−1(U) =

⊔
α∈A Vα,

p|Vα : Vα → U は同相，となる．このとき y′ ∈ U について p−1(y′) ⊂ p−1(U)は各 Vα

と 1点でのみ交わり，従って p−1(y′)とAの間に集合の全単射が存在する．このこと
から，i = 0, 1について，y ∈ Yiならば V ⊂ Yiであることが分かる．従って Yiは開
集合．Y は連結で Y0 6= ∅より，Y = Y0でなければならない．

1i 6= jなる全てのペア (i, j)に対して，xiとxjを分離する開集合Wi,j ,Wj,iをとり，Wi =
⋂

j ̸=i Wi,j

とおくと，W1, . . . ,Wn は互いに交わらない開集合で xi ∈ Wi．
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問題 9 行列A =

(
a b

c d

)
に対して写像ΦA : T

2 → T 2をΦA(z, w) = (zawb, zcwd)と
定める．このときΦAB = ΦA ◦ ΦBであることは容易に確かめられる．行列式が±1

の整数行列 (
±1 0

0 ±1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 n

0 1

)
,

(
1 0

n 1

)
(n ∈ Z)

を（左および右から）かける操作は（行および列）基本変形に対応する．整数係数
正方行列に基本変形を繰り返して対角行列にすることができることはよく知られて
いる．従って整数行列 P,Qで | detP | = | detQ| = 1を満たし，

PAQ = D =

(
d1 0

0 d2

)
を満たす行列が存在する．このとき ΦP ◦ ΦD ◦ ΦQ = ΦAであり，ΦP と ΦQは同相
写像（実際，P−1は整数行列であり，ΦP−1 ◦ΦP = ΦP ◦ΦP−1 = idとなるのでΦP−1

が連続な逆写像を与える）．また | detA| = | detD|．従ってΦDが | detD|次の被覆
写像であることを示せば十分である．

ΦD(z, w) = (zd1 , wd2)

である．これが |d1d2|次の被覆であることは，S1 → S1, z 7→ zkが k次の被覆であ
ることから容易にわかる（詳細略）．
問題 10 (略解) S1 ∨S1はトーラス T 2に埋め込むことができる．問題 9にあるよう
なトーラスの有限被覆 p : T 2 → T 2により S1 ∨ S1を引き戻せば，S1 ∨ S1の有限次
被覆 p−1(S1 ∨ S1) → S1 ∨ S1ができる．（例えば S1の n等分点に n個の S1をくっつ
けたもの．）
問題 11 (解１) もしそのような ϵ > 0が存在しなかったとする．このとき各 n ∈ N
に対してある点 xn ∈ K が存在してB1/n(xn)はどの Uαにも含まれない．Kはコン
パクト集合だから {xn}は収束する部分列 {xnj

}を持つ．x∞ = limj→∞ xnj
とおく．

x∞を含む開集合Uαが存在する．Uαは開集合なので，Bϵ(x∞) ⊂ Uαを満たす ϵ > 0

が存在する．十分大きい jに対して xnj
∈ Bϵ/2(x∞)かつ 1/nj < ϵ/2が成立する．こ

のときB1/nj
(xnj

) ⊂ Bϵ(x∞) ⊂ Uαとなり，仮定に矛盾する．
(解２)この解では非空な集合Fからの距離関数d(x, F ) = infy∈F d(x, y)がxの連続

関数であることを使う．Kのコンパクト性より，{Uα}から有限部分開被覆{U1, U2, . . . , Un}
が取れる．関数 f : K → Rを次で定義する

f(x) =
1

n

n∑
i=1

d(x,K \ Ui).

fはコンパクト空間K上の連続関数であるので，最小値 ϵが存在する．任意のx0 ∈ K

に対して，f(x0) ≥ ϵより，少なくとも一つの i0 ∈ {1, . . . , n}に対してd(x0, K\Ui0) ≥
ϵ．すなわちBϵ(x0) ⊂ Ui0 .
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問題 12 n := nf = ngとすると，ある連続関数 θ1 : [0, 1] → R, θ2 : [0, 1] → Rが存在
して，θ1(0) = θ2(0) = 0, θ1(1) = θ2(1) = nおよび f(x) = e2πiθ1(x), g(x) = e2πiθ2(x)

が満たされる．ここでH : [0, 1]× [0, 1] → S1を

H(x, t) = e2πi((1−t)θ1(x)+tθ2(x))

とおくと，H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x)が満たされる．さらに H(0, t) = 1,

H(1, t) = e2πi((1−t)n+tn) = e2πin = 1も満たされる．従ってHは f と gの間の端点を
とめたホモトピーを与える．

問題 13 Zが一般の位相空間のときに示そう．z ∈ Zを固定するとき，t 7→ H(z, t)

は Y 内の道で，点H(z, 0) = f(z)のリフト f̂(z)が与えられている．授業で説明した
道の持ち上げに関する定理から，X内の道 t 7→ Ĥ(z, t)であって p(Ĥ(z, t)) = H(z, t),

Ĥ(z, 0) = f̂(z)を満たすものがただ一つ存在する．このように定義された Ĥ(z, t)が
連続であることを示す．
p : X → Y は被覆であるので，Y の開被覆{Uα}α∈AおよびV の開集合の族{Vα,β}α∈A,β∈Bα

が存在して，p−1(Uα) =
⊔

β∈Bα
Vα,β, p|Vα,β

: Vα,β → Uαが同相，を満たす．z0 ∈ Zを
固定する．Iのコンパクト性より（詳細は授業でやった方法より），ある自然数Nが
存在して，k = 0, 1, . . . , N − 1に対してH({z0} × [ k

N
, k+1

N
])はある Uαk

に含まれる．
[ k
N
, k+1

N
]のコンパクト性から，z0の開近傍Wkが存在してH(Wk × [ k

N
, k+1

N
]) ⊂ Uαk

であることも従う．さらにW =
⋂N−1

k=0 Wkとおくと，H(W × [ k
N
, k+1

N
]) ⊂ Uαk

．
この状況では，授業でやった道の持ち上げの構成と同様にしてH|W×Iの連続な持

ち上げ H̃ : W × I → Y で H̃(z, 0) = f̂(z)を満たすものが構成できる．実際，kにつ
いて帰納的に連続写像 H̃ : W × [0, k

N
] → Y で p ◦ H̃ = H, H̃(z, 0) = f̂(z)を満たす

ものを構成する．k = 0のときは自明．k − 1まで構成されたとする．H̃(z, k−1
N

) ∈
p−1(Uαk

) =
⊔

β∈Bαk
Vαk,βに注意しよう．同相写像

Φ:
⊔

β∈Bαk

Vαk,β
∼= Uαk

× Bαk

を Vαk,β の元 xを (p(x), β)に写すことで定義する．Φの第 2成分を φで表すことに
する．ここで添字集合Bαk

には離散位相が入っているものと考える．t ∈ [k−1
N

, k
N
]に

対して H̃を次の式で拡張する．

H̃(z, t) = Φ−1
(
H(z, t), φ(H̃(z, k−1

N
))
)

t = k−1
N
の時には既に定義されたものと一致し，従って H̃(z, t)はW × [0, k

N
]上の連

続写像に拡張された．
以上からW × I上での連続なリフト H̃が構成された．持ち上げた道 t 7→ H̃(z, t)

の一意性から，H̃ = Ĥ|W×I である．従って Ĥは連続であることがわかる．

問題 14 f '0 f
′とし，H : I × I → Y をH(x, 0) = f(x), H(x, 1) = f ′(x), H(0, t) =

y0, H(1, t) = y1を満たす端点をとめたホモトピーとする．x0 ∈ p−1(y0)をとる．平行

5



移動の定義より，fの持ち上げ f̂で f̂(0) = x0を満たすものをとると，Πf (x0) = x1 :=

f̂(1)である．この f̂に対して，問題 13よりHの持ち上げ Ĥ : I×I → X, p◦Ĥ = H,

Ĥ(x, 0) = f̂(x)が存在する．ここで道 t 7→ Ĥ(0, t), t 7→ Ĥ(1, t)は各々，定値の道
t 7→ H(0, t) = y0, t 7→ H(1, t) = y1の持ち上げであり，始点は Ĥ(0, 0) = f̂(0) = x0,

Ĥ(1, 0) = f̂(1) = x1である．一方，定値の道 t 7→ x0, t 7→ x1も同じ条件を満たす
t 7→ H(0, t), t 7→ H(1, t)の持ち上げになっているから，持ち上げの一意性により
Ĥ(0, t) = x0, Ĥ(1, t) = x1であることが分かる．従って x 7→ Ĥ(x, 1)は x0から x1へ
の道であり，f ′の持ち上げになっている．よってΠf ′(x0) = x1 = Πf (x0)．すなわち
Πf = Πf ′．

問題 15 [γ] ∈ π1(X, x0)に対して p∗([γ]) = 1ならば [γ] = 1を示せばよい．ey0を y0
を値にとる定値ループとする．γ = p ◦ γとおくと，γ '0 ey0である．H : I × I → Y

を γと ey0の間のホモトピーとする．つまりH(x, 0) = γ(x), H(x, 1) = y0, H(0, t) =

H(1, t) = y0. 問題 13よりHのリフト Ĥ : I × I → Xであって Ĥ(x, 0) = γ(x)であ
るものが存在する．道のリフトの一意性を用いて，Ĥ(0, t) = Ĥ(1, t) = x0 でなけれ
ばならないことが前問と同様にわかる．従って x 7→ Ĥ(x, 1)は x0を基点とするルー
プで，ey0のリフトになっている．再び道のリフトの一意性から，Ĥ(x, 1) = x0であ
る．よって Ĥは γと ex0の間の端点を止めたホモトピーを与え，[γ] = 1がわかる．

問題 16 pが単射であることを示そう．y0 = p(x1) = p(x2)とする．X は弧状連結
であるから，x1と x2を結ぶ道 γが存在する．γは γ = p ◦ γのリフトになっており，
Y は単連結なので γ '0 ey0である．従って x2は γに沿った x1の平行移動であるが，
平行移動は問題 14より道のホモトピー類にのみよるため，定値の道 ey0に沿った平
行移動とも一致する．これは x1 = x2を意味する．
次に pが全単射を示そう．問題 8より p−1(y)の濃度は yによらない．単射性から

|p−1(y)| ≤ 1であり，X が空でないことから |p−1(y0)| ≥ 1となる点 y0が存在する．
従って全ての yに対して |p−1(y)| = 1．
pは局所同相写像であるから，特に開写像である．従って p−1も連続であり，pは

同相写像である．
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幾何学入門演習　No.6　 (2023年 11月 29日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．
定義　Xが局所単連結であるとは，任意の x ∈ Xおよび xの任意の開近傍 U に対
して，xの弧状連結かつ単連結な開近傍 V で V ⊂ U となるものが存在すること．
以下の問題 1-7ではX ̸= ∅を弧状連結かつ局所単連結な位相空間とし，Xは普遍

被覆Y → X（空でない弧状連結かつ単連結な被覆空間）を持つことを示す．x0 ∈ X

を基点とし，集合 Y を

Y = {(x, ℓ) | x ∈ X, ℓ ∈ Π(x0, x)}

と定める．p : Y → Xを第 1成分への射影とする．ここでΠ(x0, x)は x0から xへの
道の端点を止めたホモトピー類の集合である．以下では，単に「単連結」といえば
弧状連結であることも仮定する．

問題 1 (⋆) Uを単連結空間とする．x1, x2 ∈ Uに対してΠ(x1, x2)は 1点集合である
ことを示せ．

問題 2 x ∈ X, ℓ ∈ Π(x0, x)および xの単連結な開近傍 U に対して，Y の部分集合
を Ũx,ℓ = {(x′, ℓ · γx,x′) | x′ ∈ U}とおく．ここで γx,x′は xから x′への U 内の道のホ
モトピー類である（問題 1よりホモトピー類は一意）．このようにして得られる集
合 Ũx,ℓたちを開基とする位相が Y に定まることを示せ．
注：一般に Y の部分集合族 {Sα}α∈Aが Y 上のある位相の開基となるための必要

十分条件は⋃
α∈A Sα = Y であり，任意の y ∈ Sα ∩ Sβに対して y ∈ Sγ ⊂ Sα ∩ Sβを

満たす γ ∈ Aが存在することである．

問題 3 (⋆) x ∈ X，U を xの単連結開近傍とする．p−1(U) =
⊔

ℓ∈Π(x0,x)
Ũx,ℓを示せ．

問題 4 (⋆) 問題 3を使って pが連続であることを示せ．

問題 5 (⋆) p|Ũx,ℓ
: Ũx,ℓ → U は同相写像であることを示せ．問題 3-5により pが被覆

写像であることが分かる．

問題 6 y0 = (x0, ex0) ∈ Y を Y の基点とする．y0から始まる道 f : I → Y に対して
X内の x0から始まる道 x : I → Xが存在して f(s) = (x(s), [xs])となることを示せ．
ただし，xs : I → Xは xs(t) = x(st)で定められるX内の道であり，I = [0, 1]は単位
閉区間である．逆にX 内の x0から始まる道 x : I → X に対して f(s) = (x(s), [xs])

は Y の道を与えることを示せ．

1



問題 7 (⋆) Y は弧状連結であることを示せ．さらに Y は単連結であることを示せ．

定義　被覆写像 p : Y → Xに対し，Aut(Y/X) := Aut(p) := {同相写像 ϕ : Y → Y |
p ◦ ϕ = p} は合成に関して群をなす．Aut(Y/X)を被覆変換群，その元を被覆変換
(covering transformation, deck transformation)という．

問題 8 (⋆) p : R → S1を p(θ) = e2πiθで定めるとき，その被覆変換群は Zであるこ
とを示せ．また p : S1 → S1, p(z) = znのときはどうか．

問題 9 (リフトの存在定理) p : X → Y を被覆写像とする．Z を弧状連結，局所弧
状連結1かつ単連結な位相空間で，f : Z → Y を連続写像とする．p(x0) = f(z0)を満
たす x0 ∈ X, z0 ∈ Zに対して，連続写像 f̂ : Z → Xであって p ◦ f̂ = f , f̂(z0) = x0

を満たすものがただ一つ存在することを示そう．

X

p
��

Z

f̂
88qqqqqqq

f
// Y

(1) 写像 f̂ : Z → Y を次のように定める．z ∈ Zに対して z0から zへの道γ : I → Z

をとり，f̂(z)を Y 内の道 f ◦ γに沿った x0 ∈ Xの平行移動と定める．f̂(z)は
道 γの取り方によらないこと，また p ◦ f̂ = f, f̂(z0) = x0が成り立つことを
示せ．

(2) 連続写像 g : Z → Xで p ◦ g = f , g(z0) = x0を満たすものがあれば，g = f̂ で
あることを示せ．

(3) 上で構成した f̂ は連続写像であることを示せ．

問題 10 (⋆) 授業で紹介した次の定理について，問題 9の結果を使って証明の細部を
埋めよ：Xを弧状連結かつ局所単連結な位相空間とする．p1 : Y1 → X, p2 : Y2 → X

をXの普遍被覆とする．x0 ∈ X, y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2を p1(y1) = x0 = p2(y2)を満たす
点とする．このとき同相写像 ϕ : Y1 → Y2で p2 ◦ ϕ = p1かつ ϕ(y1) = y2を満たすも
のがただ一つ存在する．

問題 11 (⋆) X を弧状連結かつ局所単連結な空間．p : Y → X を普遍被覆とする．
p(y0) = x0を満たす x0 ∈ X, y0 ∈ Y を固定する．
(1) [γ] ∈ π1(X, x0)に対して，γに沿ったy0の平行移動を対応させる写像π1(X, x0) →

p−1(x0)は全単射であることを示せ．

(2) 被覆変換ϕ ∈ Aut(Y/X)に対してϕ(y0) ∈ p−1(x0)を対応させる写像Aut(X/Y ) →
p−1(x0)は全単射であることを示せ．（ヒント：問題 10)

1位相空間 Z が局所弧状連結とは，任意の点 z ∈ Z および zの任意の開近傍 U に対して，zの弧
状連結な開近傍 V であって V ⊂ U を満たすものが存在すること．
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幾何学入門演習　No.6 解答例　
問題 1 演習No.3の問題 9で定義した基本亜群の積構造を思い出す．α, β : I → Uを
x1から x2への道とする．U は単連結だから，[α] · [β−1] = e1である．ここで e1は
π1(U, x1)の単位元である．よって，

[α] = [α] · ([β−1] · [β]) = ([α] · [β−1]) · [β] = [β]

となり，Π(x1, x2)は 1点集合である．

問題 2 Y の部分集合族

{Ũx,ℓ | x ∈ X, ℓ ∈ Π(x0, x), U は xの単連結開近傍 }

が Y 全体を覆うことをみよう．Xは局所単連結なので，任意の点 xと ℓ ∈ Π(x0, x)

に対して，ある xの単連結開近傍 U が存在する．このとき (x, ℓ) ∈ Ũx,ℓである．
U を x1の単連結開近傍，V を x2の単連結開近傍，ℓi ∈ Π(x0, xi)とする．(x, ℓ) ∈

Ũx1,ℓ1 ∩ Ṽx2,ℓ2をとる．Xは局所単連結なので，xの単連結開近傍W が存在してW ⊂
U ∩ V となる．このとき

W̃x,ℓ ⊂ Ũx1,ℓ1 ∩ Ṽx2,ℓ

であることを示せばよい．W̃x,ℓの点は y = (x′, ℓ · γWx,x′)，x′ ∈ W，但し γWx,x′ はW

内の xから x′ への道のホモトピー類，という形で表される．(x, ℓ) ∈ Ũx1,ℓ1 ゆえ，
ℓ = ℓ1 · γUx1,x

(γUx1,x
はU 内の x1から x′への道のホモトピー類)と書くことができる．

従って
y = (x′, ℓ · γWx,x′) = (x′, ℓ1 · γUx1,x

· γWx,x′)

であるが，γUx1,x
· γWx,x′は x1から x′を結ぶU内の道で代表されるため γUx1,x′に等しい．

従って y ∈ Ũx1,ℓ1．同様に y ∈ Ṽx2,ℓ2も言える．

問題 3 Uを xの単連結開近傍とする．任意の x′ ∈ Uに対してΠ(x0, x) → Π(x0, x
′),

ℓ 7→ ℓ · γx,x′ は全単射である．（実際，逆写像は ℓ′ 7→ ℓ′ · γ−1
x,x′ で与えられる．）このこ

とから

p−1(U) = {(x′, ℓ′) | x′ ∈ U, ℓ′ ∈ Π(x0, x
′)}

= {(x′, ℓ · γx,x′) | x′ ∈ U, ℓ ∈ Π(x0, x)} =
⊔

ℓ∈Π(x0,x)

Ũx,ℓ

問題 4 問題 3より，単連結な開集合U ⊂ Xに対して p−1(U)は Y の開集合である．
一方で，X は局所単連結であるから，任意の開集合 V ⊂ X は単連結な開集合の和
としてあらわされる．従って p−1(V )は開集合である．

問題 5 p|Ũx,ℓ
: Ũx,ℓ → U が同相写像であることを示す．全単射であることは明らか

であり，連続であることは既に示したので，pが開写像であることを示せばよい．開
基の像が開であることを示せばよい．実際，任意の開基の元 Ũ ′

x′,ℓ′ に対して（ここ
で x′ ∈ X, U ′は x′の単連結開近傍, ℓ′ ∈ Π(x0, x

′)），p(Ũ ′
x′,ℓ′) = U ′は開集合である．
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問題 6 f : I → Y を y0から始まる道とする．x(s) = p(f(s))とし，g(s) = (x(s), [xs])

とおく．xs : I → Xは x0から x(s)までの道であるから (x(s), [xs]) ∈ Y であること
に注意しよう．g : I → Y が連続であることを示そう．s0 ∈ I に対して，x(s0)を含
む単連結開近傍U をとり，g(s0)の開近傍 Ũx(s0),[xs0 ]

を考える．x(s)の連続性から s0
の開近傍 (s0 − ϵ, s0 + ϵ)が存在して x((s0 − ϵ, s0 + ϵ)) ⊂ Uである．ここで ϵ > 0．こ
のとき s ∈ (s0 − ϵ, s0 + ϵ)に対して

g(s) = (x(s), [xs]) = (x(s), [xs0 ] · [γ])

が成立する．ここで γは γ(u) = x(s0 + (s− s0)u)で定義されるU 内の道である．γ
は x(s0)と x(s)を結ぶ U 内の道であるから，g(s) ∈ Ũx(s0),[xs0 ]

．従って gは連続で
ある．
以上より f と gは s 7→ x(s)のリフトであり，f(0) = g(0) = (x0, ex0) = y0である．

リフトの一意性から f = gである．
「逆に」の部分は上の議論で既に示されている．

問題 7 任意の点 y = (x, ℓ) ∈ Y に対して，ℓは基点 x0から xの道 γ : I → Xのホモ
トピー類である．γ̃(s) = (γ(s), [γs])とすると，前問で示したことから，γ̃ : I → Y は
y0 = (x0, ex0)から yまでの Y の中の道．yは任意だから Y は弧状連結である．
y0を基点をする Y 内の任意のループが定値ループ ey0とホモトピックであること

を示せばよい．前問の結果より，f(s) = (x(s), [xs])と表示することができる．ここ
で x : I → XはX内の x0を基点とするループ．f(1) = y0より [x] = [x1] = ex0．す
なわち xは定値ループ ex0 とホモトピックである．ホモトピー持ち上げ性質より f

も定値ループ ey0とホモトピックになる．(詳しくは演習No.5の問題 14の議論を参
照せよ．)

問題 8 T ∈ Aut(R/S1)をとる．被覆変換群の定義より，

e2πiθ = e2πiT (θ)

が成り立つ．従って θ 7→ T (θ)− θは整数に値をとる連続関数．従って，T (θ)− θは
定数m ∈ Zでなければならない (詳しくはここで Iの連結性を使っている)．
以上よりAut(R/S1)の元はある整数mを用いて

Tm(θ) = θ +m

の形に書くことができる．任意の整数mについて Tm : R → Rが被覆変換である
ことは明らか．明らかに Tm ◦ Tn = Tm+nであり，群の同型写像 Z → Aut(R/S1),

m 7→ Tmが定まる．
次に p : S1 → S1, p(z) = znの被覆変換群を求める．被覆変換 T は

p ◦ T = p

を満たすことから，
T (z)n = zn
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でなければならない．従ってT (z)z−1は 1のn乗根であり，ある k ∈ {0, 1, . . . , n−1}
について

T (z) = e2πik/nz

の形であることが分かる．群としては被覆変換全体は Z/nZと同型である．

問題 9 (1) この定義は γのとり方によらない．実際，Zは単連結であるから，z0
と zを結ぶ道 γは端点をとめるホモトピーを除いて一意である (問題 1)．従っ
て道 f ◦ γの端点をとめるホモトピー類は一意に定まる．f̂(z)は道 f ◦ γに沿っ
た x0の平行移動Πf◦γ(x0) として定められているが，これは道 f ◦ γの端点を
とめたホモトピー類のみに依存するのであった (演習No.5の問題 14の記号と
結果をみよ)．従って f̂(z)は道 γのとり方によらないことが言えた．
また定義より明らかに p ◦ f̂ = f , f̂(z0) = x0である．

(2) 連続写像 g : Z → X で p ◦ g = f , g(z0) = x0を満たすものが与えられたとす
る．この gが (1)の f̂ と一致することを示そう．点 z ∈ Z を任意にとる．Z
の弧状連結性から z0 と z を結ぶ道 γ : I → Z, γ(0) = z0, γ(1) = z が存在
する．ここで f ◦ γは Y 内の道となる．X 内の道 g ◦ γ : I → X を考えると，
p ◦ (g ◦ γ) = (p ◦ g) ◦ γ = f ◦ γより，これは道 f ◦ γの持ち上げになっている．
また (g ◦ γ)(0) = g(z0) = x0も満たしている．従って道の持ち上げの一意性よ
り，g(z) = (g ◦ γ)(1)は x0の f ◦ γに沿った平行移動であり，f̂(z)と一致する．

(3) f̂ が任意にとった点 z ∈ Zの近傍で連続であることを示そう．p : X → Y は被
覆写像であるから，f(z)の開近傍U ⊂ Y とXの互いに交わらない開集合の族
{Vα}α∈Aが存在して，p−1(U) =

⊔
α∈A Vαであり p|Vα : Vα → Uは同相写像とな

る．また f̂(z) ∈ Vα0を満たす α0 ∈ Aをとる．f−1(U)は zの開近傍であり，Z
は局所弧状連結であるから，zの弧状連結な開集合W であってW ⊂ f−1(U)

となるものが存在する．このとき，

f̂ |W = (p|Vα0
)−1 ◦ f |W (⋆)

であることを示そう．ここで (p|Vα0
)−1は p|Vα0

: Vα0 → U の逆写像である．こ
れが示されれば f̂ はW 上で連続であることが分かる．
(⋆)を示すために z0と zを結ぶZ内の道γをとる．道f ◦γの持ち上げ γ̂ : I → X

であって γ̂(0) = x0となるものをとる．定義より γ̂は x0から f̂(z)への道であ
る．W は弧状連結であるから，z′ ∈ W に対して zと z′を結ぶW 内の道 γ′を
とることができる．また f ◦ γ′のXへの持ち上げとして γ̂′ := (p|Vα0

)−1 ◦ f ◦ γ′

をとることができる．γ̂′は f̂(z)を始点とする道である．道の合成 γ · γ′は z0
と z′を結ぶ道であり，道 f ◦ (γ · γ′)の x0を始点とする持ち上げは γ̂ · γ̂′で与え
られる．従って f̂ の定義より，

f̂(z′) =道 γ̂ · γ̂′の終点 = ((p|Vα0
)−1 ◦ f ◦ γ′)(1) = (p|Vα0

)−1(f(z′))

これは全ての z′ ∈ W に対して成立するから，(⋆)が示された．
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問題 10 まず，Y1, Y2は普遍被覆空間であるから，定義によって弧状連結かつ単連
結である．また pi : Yi → Xは（被覆写像であるから）局所同相でもあり，したがっ
て Y1, Y2は局所単連結（特に局所弧状連結）になっていることに注意する．
問題 9 により，連続写像 ϕ : Y1 → Y2であって p2 ◦ ϕ = p1，ϕ(y1) = y2を満たすも

のがただ一つ存在することが分かる．さらに Y1と Y2の役割を入れ替えて，連続写
像 ψ : Y2 → Y1であって p1 ◦ ψ = p2, ψ(y2) = y1を満たすものがただ一つ存在する
ことが言える．ここで θ = ψ ◦ ϕ : Y1 → Y1は p1 ◦ θ = p1 および θ(y1) = y1を満た
す連続写像である．問題 9を再び適用すればそのような θはただ一つしかない．一
方，idY1 : Y1 → Y1も同じ条件を満たすため，θ = idY1でなければならない．同様に
して ξ = ϕ ◦ ψ : Y2 → Y2は p2 ◦ ξ = p2, ξ(y2) = y2を満たす連続写像であり，従って
ξ = idY2 でなければならない．以上より ϕと ψは互いに逆写像であるから，ϕは同
相写像である．

問題 11 (1) [γ] ∈ π1(X, x0)に対して γに沿った y0の平行移動を yγと書く．まず単
射性を示す．x0を基点とするループ γ1, γ2に対して，y = yγ1 = yγ2とする．このと
き y0と yを結ぶ道 g1, g2が存在して，p ◦ g1 = γ1, p ◦ g2 = γ2 である．Y は単連結
であるから，問題 1の結果より，g1 '0 g2．従って γ1 '0 γ2 である．次に全射性を
示す．Y は弧状連結であるから，任意の y ∈ p−1(x0)に対して y0から yへの道 gが
存在する．このとき gは γ := p ◦ gの持ち上げであるから，y = yγである．
(2) 問題 10より被覆変換 ϕは ϕ(y0) ∈ p−1(x0)と一対一に対応する．

4



幾何学入門演習　No.7　 (2023年 12月 6日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．

問題 1 (⋆) G,H,K を群とし，表示G = 〈S1 | R1〉, H = 〈S2 | R2〉, K = 〈S3 | R3〉
を持つとする．さらに i : K → G, j : K → Hを群準同型とする．Kの生成元 k ∈ S3

に対して i(k)の持ち上げ ĩ(k) ∈ F (S1)および j(k)の持ち上げ j̃(k) ∈ F (S2)を固定
しておく．このとき融合積G ∗K Hを

G ∗K H =
〈
S1 t S2

∣∣∣R1 ∪R2 ∪ {ĩ(k) · j̃(k)
−1

| k ∈ S3}
〉

と定める．Gの元 gを S1 ∪ S−1
1 の元の積で表してその像をとることにより自然な準

同型 iG : G → G ∗K Hが定まる．同様に iH : H → G ∗K Hが定まる．G ∗K Hは次
の universal property を満たすことを示せ．
任意の群Lと準同型 φ : G→ L, ψ : H → Lに対して，φ ◦ i = ψ ◦ jが成り立つな

らば，群準同型 f : G ∗K H → Lであって f ◦ iG = φ, f ◦ iH = ψを満たすものがた
だ一つ存在する．

G
φ

((PP
PPP

PPP
PPP

PPP
PP

iG
��

K

i

::vvvvvvvvvv

j $$H
HH

HH
HH

HH
H G ∗K H

f //______ L

H

iH

OO

ψ
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問題 2 (⋆) 問題 1の universal propertyを用いて，G ∗K HがG,H,Kの表示の取り
方，および持ち上げ ĩ(k), j̃(k)のとり方によらないことを示せ．

問題 3 (⋆) 問題 1の設定において，K = {1}のとき，iG, iHは単射であることを示
せ．このときG ∗K HをG ∗Hと書き，GとHの自由積という．

問題 4 (⋆) 問題1の設定で考える．k ∈ Kに対して，i(k)j(k)−1を自由積G∗Hの元と
みなし，{i(k)j(k)−1 | k ∈ K}の生成する正規部分群をNとする．G∗KH ∼= G∗H/N
であることを示せ．

問題 5 自由積G ∗Hの元 x 6= 1は次の形に一意に表示できることを示せ．

x = g1g2 · · · gk

ただし，gi 6= 1はG tHの元であり，全ての i = 1, . . . , k − 1について gi ∈ Gなら
ば gi+1 ∈ Hを満たし，gi ∈ Hならば gi+1 ∈ Gを満たす．

1



問題 6 (⋆) Z2 ∼= 〈x, y | xyx−1y−1〉を示せ．

問題 7 (⋆) U ⊂ R3を弧状連結な開集合とする．Van Kampenの定理を使って，x ∈ U

に対して π1(U \ {x}) ∼= π1(U)を示せ．

問題 8 (⋆) Kleinの壺Kは [0, 1]2を次の関係∼で生成される同値関係で割ったもの
である．

(0, y) ∼ (1, y), (x, 0) ∼ (1− x, 1)

Van Kampenの定理を使って π1(K)の表示を求めよ．

問題 9 (⋆) D2 = {z ∈ C | |z| ≤ 1}とし，一つ固定した正の整数 nに対してD2上
の同値関係∼を次で定める．

z1 ∼ z2 ⇐⇒ z1 = z2 または |z1| = |z2| = 1, zn1 = zn2

Van Kampenの定理を使って，商位相空間D2/ ∼の基本群を求めよ．

問題 10 (⋆) R3 \ ({(x, 0, 0) | x ∈ R} ∪ {(0, y, 0) | y ∈ R} ∪ {(0, 0, z) | z ∈ R})の基
本群を求めよ．

問題 11 (⋆) 種数 2の曲面は 8角形の辺を 2つずつ対にして (適当な向きで)同一視
することにより得られることを観察し，その基本群の表示を求めよ．

問題 12 π1(SO(3,R)) ∼= Z/2Zを示せ．(ヒント：1列目をとる写像 SO(3,R) → S2

を考え，S2を二つの開集合で覆う．あるいは二重被覆 S3 → SO(3,R)を作る．）

問題 13 Van Kampenの定理を次の手順で証明せよ．U, V をX = U ∪V を満たす弧
状連結な開集合で，U∩V は弧状連結で非空とする．x0 ∈ U∩V をとる．G = π1(U, x0),

H = π1(V, x0), K = π1(U ∩V, x0)とする．包含写像が定める準同型K → G, K → H

に関して融合積G ∗K Hを考える．
(1)⋆ 包含写像の定める準同型G → π1(X, x0), H → π1(X, x0)は準同型G ∗K H →

π1(X, x0)を誘導することを示せ．

(2) x0を基点とする任意のループ γ : I → Xについて，十分大きいN > 0をとれ
ば，各 k = 0, . . . , N − 1について γ([ k

N
, k+1
N

])はU または V に含まれることを
観察せよ．このことからG ∗K H → π1(X, x0)は全射であることを結論せよ．

(3) 次に単射性を示す．x = g1g2 · · · gk ∈ G ∗K Hの π1(X, x0)での像が単位元であ
るとする．ここで gi ∈ GtHである．giを代表する (UまたはV 内の)ループを
γiとするとき，xの像は，[0, 1]を k等分し，区間 [ i

k
, i+1
k
]上で s 7→ γi(ks− i)で

与えられるループ γで代表できる．仮定からホモトピーH : I × I → Xであっ
てH(s, 0) = γ(s), H(s, 1) = x0, H(0, t) = H(1, t) = x0を満たすものが存在す
る．kで割れる十分大きい自然数N > 0をとれば，各小区域 [ a

N
, a+1
N

]× [ b
N
, b+1
N

]

のH による像が U または V のどちらかに含まれるようにすることができる．
このホモトピーとG ∗K Hでの関係式を用いて x = 1であることを結論せよ．
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幾何学入門演習　No.7 解答例　
問題 1 群G,H,G∗KHの表示から定まる射影をそれぞれπG : F (S1) ↠ G, πH : F (S2) ↠
H, πG∗KH : F (S1 t S2) ↠ G ∗K Hとする．
任意の群 Lと群準同型 ϕ : G → L, ψ : H → Lをとる．演習 No.4の問題 9より，

自由群 F (S1 t S2)から Lへの群準同型は生成元 s ∈ S1 t S2たちの行き先を決める
ことにより一意に定まるから，群準同型 f ′ : F (S1 t S2)→ Lであって

f ′(s) =

{
ϕ(πG(s)) if s ∈ S1

ψ(πH(s)) if s ∈ S2

を満たすものがただ一つ存在する．任意の元x = sk11 · · · sknn ∈ F (S1)（ただし si ∈ S1,

ki ∈ Z）に対して
f ′(x) = f ′(s1)

k1 · · · f ′(sn)
kn

= (ϕ(πG(s1)))
k1 · · · (ϕ(πG(sn)))kn

= ϕ(πG(s
k1
1 · · · sknn ))

= ϕ(πG(x))

が成り立つ．同様にして，任意の x ∈ F (S2)について
f ′(x) = ψ(πH(x))

が成り立つ．従って r1 ∈ R1に対し，πG(r1) = 1 ∈ Gゆえ，f ′(r1) = ϕ(πG(r1)) = 1．
同様に r2 ∈ R2に対し，f ′(r2) = ψ(πH(r2)) = 1である．また，k ∈ S3に対し，

f ′
(
ĩ(k) · j̃(k)

−1)
= ϕ

(
πG

(
ĩ(k)

))
· ψ

(
πH

(
j̃(k)

−1))
= ϕ(i(k)) · ψ

(
j(k)−1

)
(∵ πG

(
ĩ(k)

)
= i(k), πH

(
j̃(k)

)
= j(k))

= (ϕ ◦ i)(k) · (ψ ◦ j)(k−1)

= (ϕ ◦ i)(k) · (ϕ ◦ i)(k−1) (∵ ψ ◦ j = ϕ ◦ i)
= (ϕ ◦ i)(kk−1) = 1.

以上より，f ′はR1, R2,
{
ĩ(k) · j̃(k)

−1
| k ∈ S3

}
上で 1であり，特にそれらの生成す

る正規部分群上で 1の値をとる．従って，f ′は群準同型
f : G ∗K H → L

を誘導する．f ′ = f ◦ πG∗KH なので，任意の元 g ∈ Gに対し，πG(g̃) = gを満たす
g̃ ∈ F (S1)をとるとき

(f ◦ iG)(g) = (f ◦ iG)(πG(g̃))
= f(πG∗KH(g̃)) (∵ iGの定義より)

= f ′(g̃)

= ϕ(πG(g̃)) = ϕ(g).

1



となり，f ◦ iG = ϕが従う．同様にして，f ◦ iH = ψ．
最後に，f ◦ iG = ϕと f ◦ iH = ψを満たす準同型 f : G ∗K H → Lは一意である

ことを示そう．G ∗K Hの元は定義により S1 ∪ S−1
1 と S2 ∪ S−1

2 の元たちの積で表さ
れるから，特に iGの像と iH の像の元たちの積で表される．従って準同型 f は f の
iG(G)上での値と iH(H)上での値から一意に定まる．従って f ◦ iG = ϕ, f ◦ iH = ψ

を満たす準同型 f は存在すればただ一つしかない．

問題 2 まず問題 1での融合積G ∗K Hの定義より，iG ◦ i = iH ◦ j : K → G ∗K Hが
成り立つことに注意する．実際，k ∈ S3に対して

iG(i(k)) = πG∗KH

(
ĩ(k)

)
= πG∗KH

(
ĩ(k)j̃(k)

−1
j̃(k)

)
= πG∗KH

(
j̃(k)

)
(∵ πG∗KH

(
ĩ(k)j̃(k)

−1)
= 1)

= iH(j(k))

であり，K の元は S3 ∪ S−1
3 の元の積で表されることから，任意の k ∈ K について

iG(i(k)) = iH(j(k))が言える．
G,H,Kの表示の取り方と持ち上げ ĩ(k), j̃(k)の取り方を変えて，融合積L1, L2が

得られたとする．問題 1での自然な準同型をそれぞれ i1G : G → L1, i
1
H : H → L1,

i2G : G→ L2, i
2
H : H → L2とおく．

L1は universal propertyを満たすので，準同型 f : L1 → L2であって f ◦ i1G = i2G,

f ◦ i1H = i2H を満たすものが存在する．

G
i2G

&&NN
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NN

i1G
��

K

i
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j   A
AA

AA
AA

A L1
f //______ L2

H

i1H

OO

i2H

88ppppppppppppp

ここで i2G ◦ i = i2H ◦ jであることを使った．
また，L2もuniversal propertyを満たすので，準同型 g : L2 → L1であって g◦ i2G =

i1G, g ◦ i2H = i1H を満たすものが存在する．

G
i1G

&&NN
NNN

NNN
NNN

NN

i2G
��

K

i

>>}}}}}}}}

j   A
AA

AA
AA

A L2
g //______ L1

H

i2H

OO

i1H

88ppppppppppppp

ここで i1G ◦ i = i1H ◦ jであることを使った．
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上記二つの可換図式を合わせて次を得る．
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f // L2
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66

すなわち，f ◦ gは次の可換図式を満たしている．
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f◦g // L2
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一方，idL2 : L2 → L2も同じ可換図式を満たしている．
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L2に対する universal property における一意性から，f ◦ g = idL2でなければならな
い．同様の議論により，g ◦ f = idL1が成り立つから，L1とL2は同型になる．よっ
て融合積はG,H,Kの表示の取り方と持ち上げ ĩ(k), j̃(k)の取り方によらない．

問題 3 問題 1においてK = {1}とする．G ∗K H の universal property を L = G,

ϕ = idG : G→ G, ψ : H → Gが ψ(g) ≡ 1なる場合に適用すると，

G
idG
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を可換にする準同型 f : G ∗{1} H → Gが存在する．ここで f ◦ iG = idGゆえ，iGは
単射でなければならない．iH の単射性も同様である．

問題 4 G∗H/Nが問題 1の融合積G∗KHと同じuniversal propertyを満たすことを
示せばよい．自然な写像 iG : G→ G∗H, iH : H → G∗Hは準同型 iG : G→ G∗H/N ,

3



iH : H → G ∗H/N を誘導する．Lを任意の群，ϕ : G → L, ψ : H → Lを準同型で
ϕ ◦ i = ψ ◦ jを満たすものとする．自由積G ∗Hに対する universal propertyより，
次の図式を可換にする準同型 f : G ∗H → Lがただ一つ存在する．
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(1)

k ∈ K に対して i(k)j(k)−1 ∈ G ∗ H は正確に書けば iG(i(k))iH(j(k))
−1のことであ

るが，

f(iG(i(k))iH(j(k))
−1) = f(iG(i(k)))f(iH(j(k

−1)))

= ϕ(i(k))ψ(j(k−1)) (∵ f ◦ iG = ϕ, f ◦ iH = j)

= ϕ(i(k))ϕ(i(k−1)) (∵ ϕ ◦ i = ψ ◦ j)
= ϕ(i(k · k−1)) = 1

より f は i(k)j(k)−1で 1の値をとる．従って i(k)j(k)−1の生成する正規部分群N 上
で 1の値をとるため，f は f : G ∗ H/N → Lで次の図式を可換にするものを誘導
する．
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逆に準同型f : G∗H/N → Lで上の図式を可換にするものがあれば，G∗H → G∗H/N
と f を合成して得られる写像G ∗H → Lは最初の図式 (1)を可換にするため上の f

と等しくなくてはならない．これは f の一意性を示している．

問題 5 集合W を (G \ {1}) t (H \ {1})の元からなる有限列 (g1, . . . , gk)であって
gi ∈ Gなら gi+1 ∈ H であり，gi ∈ H なら gi+1 ∈ Gを満たすもの全体の集合とす
る．空の列 ()もW の元とみなす．G ∗ H のW への左作用を次のように定めよう．
1 6= g ∈ Gに対して ψg : W → W を

ψg(g1, . . . , gk) =


(gg1, g2, . . . , gk) if g1 ∈ G and gg1 6= 1

(g2, . . . , gk) if g = g−1
1

(g, g1, g2, . . . , gk) if g1 /∈ G
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と定め，1 6= h ∈ Hに対して ψh : W → W を

ψh(g1, . . . , gk) =


(hg1, g2, . . . , gk) if g1 ∈ H and hg1 6= 1

(g2, . . . , gk) if h = g−1
1

(h, g1, g2, . . . , gk) if g1 /∈ H

とする．また ψ1 = idW と定める．このとき g1, g2 ∈ G, h1, h2 ∈ Hに対して
ψg1 ◦ ψg2 = ψg1g2 , ψh1 ◦ ψh2 = ψh1h2

であることは容易に確かめられる．Aut(W )をW からW への全単射全体の集合と
し，これを合成に関して群とみなす．g 7→ ψgはGからAut(W )への準同型写像であ
り，h 7→ ψhもHからAut(W )への準同型写像である．自由積の universal property

から G ∗ H → Aut(W ), x 7→ ψxであって，G上では g 7→ ψg と一致し，H 上では
h 7→ ψhと一致するものがただ一つ存在する．これはG ∗HのW への左作用を定め
る．写像 θ : G ∗H → W を空列 ()への作用を使って，

θ(x) = ψx()

で定める．また，τ : W → G∗Hを τ(g1, . . . , gk) = g1 · · · gkで定める．但し，空列の τ

による像は 1と定める．θと τが互いに逆写像であることを示そう．(g1, . . . , gk) ∈ W
に対して，

(θ ◦ τ)(g1, . . . , gk) = ψg1···gk() = ψg1ψg2 · · ·ψgk() = (g1, g2, . . . , gk)

より θ ◦ τ = idW．従って τ は単射である．また，G ∗Hの元はGの元とHの元の積
で表されるから，τ は全射であることも容易に分かる．従って τ は全単射（で θは τ

の逆写像）．これは題意の成立を意味する．
問題 6 群G := 〈x, y | xyx−1y−1〉は x, yの生成する自由群 F2 = 〈x, y |〉を xyx−1y−1

の生成する正規部分群N で割ったものである．まず準同型
θ : F2 → Z2

を θ(x) = (1, 0), θ(y) = (0, 1)で定める．（演習No.4の問題 9よりこのような群準同
型が一意に定まる．）この準同型は

θ(xyx−1y−1) = (1, 0) + (0, 1)− (1, 0)− (0, 1) = (0, 0)

を満たす．従って θ(N) = (0, 0)である．従って θは準同型 θ : G = F2/N → Z2で
あって θ(x) = (1, 0), θ(y) = (0, 1)なるものを誘導する．θ(xnym) = (n,m)ゆえ，θ
は全射である．
次に写像 ϕ : Z2 → Gを ϕ(n,m) = xnymで定める．これは群準同型になる．実際

Gにおいて関係式 xy = yxを用いると（x, x−1, y, y−1は全て互いに交換するから），
ϕ((n,m) + (k, l)) = xn+kym+l = xnxkymyl = xnymxkyl = ϕ(n,m)ϕ(k, l)

また (ϕ ◦ θ)(x) = ϕ(1, 0) = x, (ϕ ◦ θ)(y) = ϕ(0, 1) = yである．Gが x, yで生成され
る群であることから，任意の g ∈ Gに対して (ϕ ◦ θ)(g) = g．従って ϕ ◦ θ = idGで
あり，θは単射でもある．以上よりG ∼= Z2である．
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問題 7 ε > 0は十分小として V := Bε(x) ⊂ U とする．明らかに (U \ {x})∪ V = U

である．V は 1点にホモトピー同値であり，(U \ {x})∩ V = Bε(x) \ {x}は S2にホ
モトピー同値である．したがって V , (U \ {x}) ∩ V のどちらも単連結である．Van

Kampenの定理から，

π1(U) ∼= π1(U \ {x}) ∗π1((U\{x})∩V ) π1(V ) ∼= π1(U \ {x}) ∗{1} {1}

一般に群Gに対してG ∗{1} {1} ∼= Gを示そう．G ∼= 〈S | R〉をGの表示とする．{1}
は生成元の集合が空集合，関係式の集合が空集合であるような表示を持つ．従って
問題 1で与えた定義より

G ∗{1} {1} ∼= 〈S | R〉 ∼= G.

以上より，π1(U) ∼= π1(U \ {x})．

問題 8 K = [0, 1]2/ ∼を次の二つの開集合で覆う．

U = (0, 1)2, V = ([0, 1]2 \ [1
3
, 2
3
]2)/ ∼

ここでUは可縮，V は S1 ∨S1とホモトピー同値であり，U ∩ V ∼= (0, 1)2 \ [1
3
, 2
3
]2は

S1とホモトピー同値である．包含写像から基本群の間に誘導される写像

π1(U)
i←− π1(U ∩ V )

j−→ π1(V )

を調べよう．π1(U) = {1}より，iは自明である．π1(U ∩ V ) ∼= π1(S
1) ∼= Zの生成元

を z，π1(V ) ∼= π1(S
1 ∨ S1) ∼= F2の生成元を a, bとする．絵を描くと

j(z) = aba−1b

であることが分かる．従って

π1(K) ∼= π1(U) ∗π1(U∩V ) π1(V ) ∼= 〈a, b | aba−1b〉

ノ ー トのタイトル 2022/11/22 

b

a a

b

図 1: π1(U ∩ V )の生成元 zと π1(V )の生成元 a, b. ループ zの基点 x0は正方形の内
部にあり，ループ a, bの基点 x1は正方形の頂点（4つの頂点は全て 1つの点に同一
視される）．2つの基点を緑の道で結ぶことで，π1(V, x0)と π1(V, x1)とを同一視し
ている．この同一視の下で zは aba−1bに対応することが見て取れる．
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問題 9 D2/ ∼を次の二つの開集合で覆う．

U = {z ∈ C | |z| < 1}, V = {z ∈ C | 0 < |z| ≤ 1}/ ∼

ここで U は可縮，V は S1とホモトピー同値（ホモトピー同値写像は φ : V → S1,

[z] 7→ zn/|z|n），またU ∩ V ∼= {z ∈ C | 0 < |z| < 1}は S1とホモトピー同値である．
特にこれらは全て弧状連結であり，Van Kampenの定理の条件を満たしている．包
含写像の誘導する準同型

π1(U)
i←− π1(U ∩ V )

j−→ π1(V )

を計算しよう．π1(U) = {1}より iは自明な写像である．π1(U ∩ V ) ∼= π1(S
1) ∼= Z

の生成元を a, π1(V ) ∼= π1(S
1) ∼= Zの生成元を bとするとき，

j(a) = bn

である．実際，aはループ [0, 1] 3 θ 7→ 1
2
e2πiθ ∈ U ∩ V で代表されるが，これをホモ

トピー同値写像 φ : V → S1で送ると，ループ [0, 1] 3 θ 7→ e2πinθ ∈ S1となり，これ
は π1(S

1)の生成元の n乗を代表する．（別の考え方は以下の図をみよ．）従ってVan

Kampenの定理から，

π1(D
2/ ∼) ∼= π1(U) ∗π1(U∩V ) π1(V ) ∼= {1} ∗Z Z ∼= 〈b | bn〉 ∼= Z/nZ.

図 2: 空間D2/ ∼は円盤D2の境界を n個の円弧に等分し，n個の円弧を同じ向きに
同一視して得られる．（図は n = 4の場合．）この図からわかるようにU ∩V 内のルー
プ aの jによる像は V 内のループ bnに対応している．（問題 8の解答でみたように，
基点を結ぶ緑の道により，異なる基点に関する基本群を同一視する必要がある）．

写像 φ : V → S1, φ([z]) = zn/|z|nがホモトピー同値写像であること．
連続写像 φ̂ : D2 \ {0} → S1, φ̂(z) = zn/|z|nを考える．z1, z2 ∈ D2 \ {0}について

z1 ∼ z2ならば φ̂(z1) = φ̂(z2)であるから，φ̂は連続写像 φ : V → S1を誘導する．
V の部分集合 S1/ ∼には V からの相対位相と，S1からの商位相が定まるが，両

者は一致することに注意する．φを S1/ ∼に制限した写像 φ|S1/∼ : S
1/ ∼ → S1は全

単射連続写像であり，S1/ ∼はコンパクトで S1はハウスドルフであるから，φ|S1/∼

は同相写像である．この逆写像と包含写像 S1/ ∼ ↪→ V の合成写像を ψ : S1 → V と
する．
ψが φのホモトピー逆写像であることを示そう．定義から φ ◦ ψ = idS1は明らか．

ψ ◦φと idV の間のホモトピーを次のように構成する．まず写像 Ĥ : (D2 \{0})× I →
D2 \ {0}を次のように定める．

Ĥ(z, t) = (t+
1− t
|z|

)z

この写像は明らかに連続で，Ĥ(z, 0) = z/|z|，Ĥ(z, 1) = zを満たす．また z1 ∼ z2
のとき Ĥ(z1, t) ∼ Ĥ(z2, t)である．演習 No.2の問題 11の解答で「命題」として述
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べたことより，V × Iの位相は自然な写像 (D2 \ {0})× I → V × Iに関する商位相
と一致する．従って Ĥ は連続写像H : V × I → V を誘導する．φと ψの定義から
H(z, 0) = (ψ ◦ φ)(z), H(z, 1) = zであることは容易に確かめられる．
補足：問題の位相空間D2/ ∼は S1に円盤D2の境界を n重巻きに貼り付けて得ら
れる位相空間である．(n = 2の時は，実射影平面RP2としても知られている．）S1

は基本群の生成元 bを与え，貼り付ける円盤D2はその関係式 bn = 1を与えている．
この構成を次のように一般化できる．k個の S1の 1点和 S1 ∨ · · · ∨ S1に l個の円盤
D2を（境界に沿って）貼り付けることで，任意の有限表示群 〈b1, . . . , bk | r1, . . . , rl〉
を基本群として持つ位相空間を作ることができる．

問題 10 X = R3 \ ({(x, 0, 0) | x ∈ R} ∪ {(0, y, 0) | y ∈ R} ∪ {(0, 0, z) | z ∈ R}) とお
く．Xは S2から 6点を除いた集合とホモトピー同値である．実際，

S2 ∩X = S2 \ {(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1)}

であり包含写像S2∩X ↪→ Xと写像φ : X → S2∩X, (x, y, z) 7→ (x, y, z)/
√
x2 + y2 + z2

は互いにホモトピー逆写像となる（詳細は略）．S2から 6点を除いた集合は R2か
ら 5点除いた集合と同相で，S1の 5つの 1点和∨5 S1 = S1 ∨ S1 ∨ S1 ∨ S1 ∨ S1とホ
モトピー同値．Van Kampenの定理を繰り返し用いて

π1(
5∨
S1) ∼= π1(

4∨
S1) ∗ π1(S1)

∼= π1(
3∨
S1) ∗ π1(S1) ∗ π1(S1)

...

∼= π1(S
1) ∗ π1(S1) ∗ π1(S1) ∗ π1(S1) ∗ π1(S1)

∼= Z ∗ Z ∗ Z ∗ Z ∗ Z ∼= F5

問題 11 Σ2を種数 2の曲面とすると，π1(Σ2) ∼= 〈a, b, c, d | aba−1b−1cdc−1d−1〉なる
表示がある．詳細は略．以下の図を参照．

問題 12 数学的な解答は略．SO(3)の基本群が Z/2Zであることは腕を使って体験
してみることができる．SO(3)の元は 3次元空間の 3つの正規直交するベクトルの
組 (v1, v2, v3)で「正の向き」をなしているもの，つまり，v3 = v1 × v2となるもの，
と一対一に対応している．従って SO(3)の元は 3次元空間内に広げた右手の手のひ
らの向きと対応すると考えられる．（例えば，親指の方向と小指の方向が v1, v2であ
り，手のひらの向いている方向が v3である．）右腕を水平に伸ばして手のひらを上に
向け，手のひらを上向きにしたまま（二の腕の下をくぐらせて）腕を左回りに 360

度回転してみると，手のひらは同じ向きに戻るが，手はねじれる．さらに（今度は
二の腕の上をくぐって）左回りに 360度回転させると手は元の状態に戻る．360度
回転では手はねじれるが，それを 2回繰り返すことによりねじれが解消されており，
これは π1(SO(3))の 2乗して初めて 1になる元に対応する．

8



2022/11/22 22:05 OneNote

https://onedrive.live.com/redir?resid=5A6D86FA0578C454%21280&page=Edit&wd=target%28クイック ノート.one%7C88020b78-b364-4a57-b3… 1/1

 
2022年11月22日  22:01 

図 3: 種数 2の曲面の展開図．同じラベルがついた辺同士を同一視する．点線の上
側がトーラスから円盤を除いたものと同相．点線の下側も同様．8角形の境界の近
傍と，8角形の内部に分けて van Kampen の定理を適用する．zは 8角形の境界に
沿ったループ aba−1b−1cdc−1d−1とホモトピック．

問題 13 (1) 包含写像が定める基本群の間の準同型を以下の図式の通りとする．

G
φ

$$II
III

III
II

K

i

??~~~~~~~~

j ��@
@@

@@
@@

@ π1(X, x0)

H
ψ

::uuuuuuuuuu

ここで 2つの合成 ϕ ◦ i : K → π1(X, x0)，ψ ◦ j : K → π1(X, x0)はどちらも包含写
像U ∩ V → Xから誘導されているものであるから一致し，上の図式は可換である．
従って融合積の universal property (問題 1) より準同型 θ : G ∗K H → π1(X, x0) で
あって，θ ◦ iG = ϕおよび θ ◦ iH = ψを満たすものがただ一つ存在する．

G
φ

&&NN
NNN

NNN
NNN

N

iG
��

K

i

;;vvvvvvvvvv

j
##H

HH
HH

HH
HH

H G ∗K H θ //___ π1(X, x0)

H
ψ

88pppppppppppp
iH

OO

(2) I のコンパクト性より，十分大きいN をとれば，k = 0, . . . , N − 1に対して
γ([ k

N
, k+1
N

])はU または V に含まれる．（より正確には，開被覆 I = γ−1(U)∪ γ−1(V )

に関するルベーグ数（演習No.5，問題 11参照）より小さい 1/N をとればよい．）各
k ∈ {0, . . . , N}に対して，x0から γ(k/N)への道 αk : I → X であって γ(k/N) ∈ U
ならばUに含まれ，γ(k/N) ∈ V ならば V に含まれるものをとる．（特に，γ(k/N) ∈
U ∩ V ならば αk は U ∩ V に含まれる道である．）これは U , V , U ∩ V が各々弧状
連結であることから可能である．ここで α0, αN は x0への定値の道 ex0としておく．
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k = 0, . . . , N − 1に対して道 γk : I → Xを γk(s) = γ(k+s
N

)で定める．このとき基本
亜群における積を用いて，

[γ] = [γ1][γ2] · · · [γN−1]

= ([α0][γ1][α
−1
1 ])([α1][γ2][α

−1
2 ])([α2][γ3][α

−1
3 ]) · · · ([αN−1][γN−1][α

−1
N ])

となる．ここで [αi][γi+1][α
−1
i+1] ∈ π1(X, x0)であって U または V に完全に含まれる

ループで代表される．すなわち，[αi][γi+1][α
−1
i+1]はG→ π1(X, x0)の像またはH →

π1(X, x0)の像に含まれる．従って任意の π1(X, x0)の元はϕ(G)とψ(H)の元の積で
表すことができ，θ : G ∗K H → π1(X, x0)は全射である．
(3) とても難しくはないが長くなるのでここでは省略する．Hatcherの Algebraic

Topology などを参照のこと．
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幾何学入門演習　No.8　 (2023年 12月 13日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．

問題 1 (⋆) S2を地球の表面と考え，その「座標」を経度・緯度を使って導入するこ
とを考える．経度を θ，緯度を φとするとき，対応する S2上の点は

f(θ, φ) = (cosφ cos θ, cosφ sin θ, sinφ)

で与えられることを観察せよ．f を座標として用いるのに適切でない点，すなわち，
その点のどんな小さな開近傍に制限しても，f が単射にならない点はどこか．

問題 2 (⋆) Rnの開集合U上で定義された関数 f : U → Rmについて，次の条件 (1),

(2), (3) を考える．含意関係 (1) =⇒ (2) =⇒ (3) を示せ．
(1) fはC1級である．すなわち，f(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

とおいたとき，全ての i, jについて偏導関数 ∂fi
∂xj

(x1, . . . , xn)が存在して，U 上
の関数として連続である．

(2) f は U の各点 xで全微分可能である．すなわち，

lim
v→0

|f(x+ v)− f(x)−Dxv|
|v|

= 0

を満たす線形写像Dx : Rn → Rmが存在する．

(3) f は U 上の連続関数である．

定義 開集合 U ⊂ Rn上で定義された関数 f : U → Rmについて，点 x ∈ U でのベク
トル v ∈ Rnに沿った方向微分を次で定義する．

Dfx(v) := lim
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t

Dfxのことを (Df)x, Dxf , (∇f)x などと書くこともある．

問題 3 (⋆) f : Rn → Rmを線形写像とするとき，任意の点x ∈ RnについてDfx = f

であることを示せ．

問題 4 U ⊂ Rnを開集合とする．授業では f : U → RmがC1級ならばDfx : Rn →
Rmは線形写像であることを示した．方向微分Dfx(v)が任意の v ∈ Rnについて存
在するが vについて線形写像にならない連続関数 f と点 xの例を与えよ．また，任
意の点 x ∈ U と任意の v ∈ Rnに沿っての方向微分Dfx(v)が存在し，v 7→ Dfx(v)

は線形となるが，f は連続とはならない例を与えよ．
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問題 5 (⋆) 問題 1の写像 f : R2 → R3について，その微分Df(θ,φ) : R2 → R3を表現
する行列 Jf(θ,φ)（Jacobi行列という）を求めよ．また，Df(θ,φ)が単射でない点を全
て求め，その結果を問題 1と比べよ．
問題 6 (⋆) 極座標 (r, θ)に対応する写像 F : R2 → R2を次で定義する．

F (r, θ) = (r cos θ, r sin θ)

F の微分DF(r,θ)を表現する行列 JF(r,θ)を求め，DF(r,θ)が同型でない点 (r, θ) を求
めよ．また，そのような点の任意の開近傍Uに対してF |Uは単射でないことを示せ．
問題 7 (⋆) Cを R2 と写像 R2 3 (x, y) 7→ x + iy ∈ Cによって同一視する．写像
f : C → Cを f(z) = zn で定めるとき，n ≥ 2ならば Dfz が同型とならない点は
z = 0のみであることを示せ．このことと逆関数定理から f |C× : C× → C×は局所同
相写像であることを結論せよ．
問題 8 (⋆) M2(R) ∼= R4を実の2次正方行列全体のなす空間とする．写像F : M2(R) →
M2(R)を F (A) = A2で定める．
(1) V ∈ M2(R)に沿った方向微分DFA(V ) = limt→0

F (A+tV )−F (A)
t

を求めよ．DFA

は線形写像M2(R) → M2(R)を定める．
(2) DFAが同型⇐⇒ det(A) 6= 0かつ tr(A) 6= 0，を示せ．ここで tr(A)はAのト
レースである．

注：逆関数定理から，単位行列に十分近い行列Aの平方根A1/2が（Aの滑らかな関
数として）定義できることが分かる．
問題 9 逆関数定理を次の方法で示せ．U をRnの開集合，f : U → RnをC1級写像
で点 x0 ∈ U での微分Dfx0 : Rn → Rnが同型なものとする．
(i) まず適当な座標変換によって x0 = 0, f(0) = 0，Df0 = idRnの場合に問題を帰
着させる．

(ii) gy(x) = y+x−f(x)とおく．ϵ > 0が存在して |y| ≤ ϵ/2ならば gyは半径 ϵの閉
球体Bϵ(0) = {x ∈ Rn | |x| ≤ ϵ}で定義されて gy(Bϵ(0)) ⊂ Bϵ(0)が成り立つ．

(iii) さらに ϵ > 0を小さくとれば，gy : Bϵ(0) → Bϵ(0)は縮小写像にとることがで
きる．すなわち，定数 0 < k < 1が存在して，任意の x1, x2 ∈ Bϵ(0)に対して
|gy(x1) − gy(x2)| ≤ k|x1 − x2|. 縮小写像の原理を適用して，y ∈ Bϵ/2(0)の逆
像 f−1(y)がBϵ(0)内に一意に定まることを示す．(ヒント：gy(x1) − gy(x2) =∫ 1

0
[ d
dt
gy(tx1 + (1− t)x2)]dt．)

(iv) y 7→ f−1(y)が連続であることを示す．
(v) f−1は全微分可能であることを示し，その微分 (Df−1)yを計算する．
(vi) f−1がC1級であることを示す．さらに f がCk級ならば f−1もCk級になるこ

とを示す．
注：この縮小写像の原理を利用した証明は無限次元のBanach空間にも一般化できる．
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幾何学入門演習　No.8 解答例　
問題 1 前半は省略する．cosφ = 0となる点 (θ, φ)（S2上の北極と南極 (0, 0,±1)に
対応する）では f(θ, φ)は θ の値によらないため，そのような点の任意の近傍に制限
しても f は単射でない．

問題 2 (1) ⇒ (2): x = (x1, . . . , xn) ∈ Uを固定し，十分小さい v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn

に対して xi = (x1 + v1, . . . , xi + vi, xi+1, · · · , xn)とおく．vが十分小さいとき，xi−1

と xiを結ぶ線分は U に含まれる．平均値の定理より，xi−1と xiを結ぶ線分上の点
ξji = ξji(v)が存在して，

fj(x+ v)− fj(x) = fj(x
n)− fj(x

n−1) + fj(x
n−1)− fj(x

n−2) + · · ·+ fj(x
1)− fj(x)

=
∂fj
∂xn

(ξjn)vn +
∂fj

∂xn−1

(ξj,n−1)vn−1 + · · ·+ ∂fj
∂x1

(ξj1)v1

線形写像Dx : Rn → Rmを

Dx(v1, . . . , vn) =

(
n∑

i=1

∂f1
∂xi

(x)vi, . . . ,
n∑

i=1

∂fm
∂xi

(x)vi

)

と定義するとき，

0 ≤ |f(x+ v)− f(x)−Dxv|
|v|

=

 m∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(
∂fj
∂xi

(ξji)− ∂fj
∂xi

(x)

)
vi
|v|

∣∣∣∣∣
2
1/2

≤
m∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(
∂fj
∂xi

(ξji)− ∂fj
∂xi

(x)

)
vi
|v|

∣∣∣∣∣
≤

m∑
j=1

n∑
i=1

∣∣∣∣∂fj∂xi

(ξji)− ∂fj
∂xi

(x)

∣∣∣∣
導関数 ∂fj

∂xi
の連続性から，|v| → 0のとき，右辺はゼロに収束する．

(2) ⇒ (3): (2)より

lim
v→0

(f(x+ v)− f(x)−Dxv) = 0

また明らかに
lim
v→0

Dxv = 0

であるから，
lim
v→0

(f(x+ v)− f(x)) = 0

これは f が点 x ∈ U で連続であることを示している．
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問題 3 f が線形写像であることに注意して，定義から，

Dfx(v) := lim
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t

= lim
t→0

f(x) + f(tv)− f(x)

t

= lim
t→0

tf(v)

t

= f(v)　

問題 4 （前半の例）関数 f : C → Cを

f(z) =

{
z3/|z|2 z ̸= 0

0 z = 0

で定める．これは連続関数である．このとき v ̸= 0に対して

Df0(v) = lim
t→0

f(tv)

t
=

v3

|v|2

であるがこれは線形ではない．実際Df0(i) = −i, Df0(1) = 1であるが，Df0(1+i) =

−1 + iである．
（後半の例）f : R2 → Rを

f(x, y) =

{
e−(y−x2)2/(x2+y2)4 (x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

と定める．(x, y) ̸= (0, 0)では明らかにこの関数はC∞級である．また x ̸= 0に対し
て f(x, x2) = 1であるから，limx→0 f(x, x

2) = 1 ̸= f(0, 0)．従って f は (0, 0)で連続
ではない．f が (0, 0)において任意のベクトル (v1, v2)に沿って方向微分が存在する
ことを示そう．Df0(0, 0) = 0は定義から明らかである．(v1, v2) ̸= (0, 0)に対して

lim
t→0

f(t(v1, v2))− f(0, 0)

t
= lim

t→0
exp

(
−t−6(v2 − tv21)

2/(v21 + v22)
4
)

=

{
0 v2 ̸= 0

limt→0 exp(−t−4v−4
1 ) v2 = 0, v1 ̸= 0

= 0.

以上より任意の v ∈ R2に対してDf0(v) = 0．

問題 5

(Jf)(θ,φ) =

− cosφ sin θ − sinφ cos θ

cosφ cos θ − sinφ sin θ

0 cosφ

 .

この行列のランクが 1になるのは cos(φ) = 0のときのみ．これは問題 1と対応して
いる．
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問題 6

(JF )(r,θ) =

(
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

)
.

この行列の行列式は rである．従って，DF(r,θ)が同型でない点は{(r, θ) ∈ R2 | r = 0}
である．r = 0のとき，θによらず F (r, θ) = (0, 0)となるため，r = 0を満たす点の
任意の開近傍 U に対して F |U は単射でない．

問題 7 Dfz : C → Cを求める．v ∈ Cに対して，

Dfz(v) = lim
t→0

(z + tv)n − zn

t

= lim
t→0

(
nzn−1v +

(
n

2

)
zn−2tv2 + · · ·+ tn−1vn

)
= nzn−1v

従ってDfzは複素数 nzn−1を掛ける写像であり，これが同型でないのは nzn−1 = 0，
すなわち，z = 0のみ（ただし，n ≥ 2としている．）f |C× : C× → C×はすべての点
z ∈ C×でDfzが同型であるから，逆関数定理より f |C×は局所同相写像であること
が従う．

問題 8 (1) 方向微分を直接計算する．

lim
t→0

F (A+ tV )− F (A)

t
= lim

t→0

(A+ tV )2 − A2

t

= lim
t→0

((AV + V A) + tV 2) = AV + V A

従ってDFA(V ) = AV + V A．
(2) 複素係数の 2次正方行列 A ∈ M2(C)に対して C上の線形写像 fA : M2(C) →

M2(C)を fA(V ) = AV + V Aと定める．Aが実数係数のときは，fA|M2(R) = DFAで
あり，fAが同型であることと，DFAが同型であることとは同値である．
そこでより一般に，A ∈ M2(C)に対して

fAが同型 ⇐⇒ detA ̸= 0かつ tr(A) ̸= 0

を示そう．正則行列 P ∈ M2(C)に対して，線形同型写像AdP : M2(C) → M2(C)を
AdP (X) = P−1XP と定める．このとき，

AdP (fA(V )) = P (AV + V A)P−1

= PAP−1 · PV P−1 + PV P−1 · PAP−1 = fAdP (A)(AdP (V ))

である．すなわち，AdP ◦fA = fAdP A ◦ AdP．従って

fAが同型⇐⇒ fAdP Aが同型
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となる．また示すべき同値条件についても，

tr(A) = tr(AdP A), det(A) = det(AdP A)

であるから，Aが Jordan標準形のときに主張を確かめれば十分である．
Case 1: Aが対角行列のとき．A =

(
λ 0

0 µ

)
とおく．V =

(
x y

z w

)
に対して，

fA(V ) =

(
λ 0

0 µ

)(
x y

z w

)
+

(
x y

z w

)(
λ 0

0 µ

)

=

(
2λx (λ+ µ)y

(λ+ µ)z 2µw

)

従って fAが正則⇔ Ker(fA) = {0} ⇔ λ + µ ̸= 0, λ ̸= 0, µ ̸= 0. これは det(A) ̸= 0

かつ tr(A) ̸= 0と同値．
Case 2: A =

(
λ 1

0 λ

)
のとき．V =

(
x y

z w

)
に対して，

fA(V ) =

(
λ 1

0 λ

)(
x y

z w

)
+

(
x y

z w

)(
λ 1

0 λ

)

=

(
2λx+ z 2λy + x+ w

2λz 2λw + z

)

λ ̸= 0のとき，V ∈ Ker fAとすると2λz = 0, 2λx+z = 0, 2λw+z = 0, 2λy+x+w = 0

より z = 0, x = 0, w = 0, y = 0．従ってKer fA = 0がわかる．また λ = 0のとき(
x y

0 −x

)
∈ Ker fAとなる．従って fAが同型⇔ λ ̸= 0 ⇔ det(A) ̸= 0, tr(A) ̸= 0.

注意　上で見たようにAdP ◦fA = fAdP A ◦AdP であるが，この両辺の行列式をとっ
て det fA = det fAdP Aである．つまり det(fA)はAの共役類のみに依存する関数で
ある．Aが対角行列のとき，Case 1 の計算から，

det(fA) = 4λµ(λ+ µ)2 = 4det(A) tr(A)2

である．両辺ともAの共役類のみに依存する関数なので，この等式は対角化可能な
任意の行列Aに対して成立する．対角化可能な行列はM2(C)の稠密な部分集合をな
しているから，上記の等式は全てのA ∈ M2(C)に対して成立する．

問題 9 (i) 座標の平行移動によりx0 = 0, f(0) = 0としてよい．またfを (Dfx0)
−1◦

f で置き換えてDfx0 = idRnと仮定できる．

(ii) ある δ > 0に対して f(x)はBδ(0)で定義されているとしてよい．全微分可能
性から

f(x) = Df0(x) + o(|x|) = x+ o(|x|)
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であり，特にある 0 < ϵ < δが存在して |f(x)− x| ≤ 1
2
|x| がBϵ(0)上で成立す

る．|y| ≤ ϵ
2
とすると，x ∈ Bϵ(0)に対して gy(x)は定義され，

|gy(x)| = |y − f(x) + x| ≤ |y|+ |x− f(x)| ≤ ϵ

2
+

|x|
2

≤ ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.

つまり gy : Bϵ(0) → Bϵ(0) を定める．

(iii) ヒントより

|gy(x1)− gy(x2)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

d

dt
gy(tx1 + (1− t)x2)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

(En − (Jf)tx1+(1−t)x2)(x1 − x2)dt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

∣∣(En − (Jf)tx1+(1−t)x2)(x1 − x2)
∣∣ dt

≤
∫ 1

0

∥∥(En − (Jf)tx1+(1−t)x2)
∥∥ |x1 − x2|dt

ここでEnは単位行列，(Jf)xは線形写像Dfxを表現する Jacobi行列であり，
正方行列Aに対して ∥A∥ = supx ̸=0 |Ax|/|x|は作用素ノルムを表す．fはC1級
で (Jf)0 = Enだから，ϵを小さく取り直せば x ∈ Bϵ(0)に対して

∥En − (Jf)x∥ ≤ 1

2

となる．ここで x1, x2 ∈ Bϵ(0)に対して上の計算から

|gy(x1)− gy(x2)| ≤
∫ 1

0

1

2
|x1 − x2|dt =

1

2
|x1 − x2|.

すなわち gyは縮小写像．縮小写像の原理から |y| ≤ ϵ/2のとき，gy(x) = xを
満たす x ∈ Bϵ(0)が一意に存在する．ただし，Bϵ(0)は完備距離空間であるこ
とを使った．
注意：縮小写像の不動点は x0 = 0, xn+1 = gy(xn)で定まる点列 {xn}の極限と
して与えられることに注意する．これはNewton法で y = f(x)の解を求める
ことに対応する．

(iv) y1, y2 ∈ Bϵ/2(0)とし，x1, x2 ∈ Bϵ(0)を x1 = f−1(y1), x2 = f−1(y2)とする．こ
のとき

|y1 − y2| = |f(x1)− f(x2)| ≥ |x1 − x2| − |f(x1)− x1 − (f(x2)− x2)|
= |x1 − x2| − |g0(x1)− g0(x2)|

≥ |x1 − x2| −
1

2
|x1 − x2| =

1

2
|x1 − x2|

ここで (iii)で得た評価を使った．これは f−1が連続であることを示す．
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(v) y ∈ Bϵ/2(0)をとる．十分小さい a ∈ Rn に対して x = f−1(y), x + b(a) =

f−1(y + a)とおく．(x, x + b(a) ∈ Bϵ(0)．) ここで (iv)より |b(a)| ≤ 2|a|であ
ることに注意する．f は全微分可能なので，任意の ϵ > 0に対してある δ > 0

が存在して，|b| < δのとき

|f(x+ b)− f(x)− (Jf)xb| ≤ ϵ|b|

従って b = b(a)とおけば，|a| < δ/2のとき |b(a)| ≤ 2|a| < δであって，

|f(x+ b(a))− f(x)− (Jf)xb(a)| ≤ ϵ|b(a)| ≤ 2ϵ|a|

すなわち，
|a− (Jf)x(f

−1(y + a)− f−1(y))| ≤ 2ϵ|a|

がわかる．これを書き換えると

|f−1(y + a)− f−1(y)− ((Jf)x)
−1a| ≤ 2ϵ∥((Jf)x)−1∥ · |a|

これは f−1は yで全微分可能であり，(Jf−1)y = ((Jf)x)
−1 であることを示す．

(vi) 逆関数を h = f−1とおく．n次正則行列Aに対してA−1の (j, k)成分をRjk(A)

と書くことにする．RjkはAのn2個の成分の有理関数である．(Jh)y = ((Jf)h(y))
−1

より hの偏微分係数は
∂hj

∂yk
(y) = Rjk

(
(Jf)h(y)

)
の形に書けることが分かる．したがって hの偏微分係数は全て連続であり，h

はC1級．
f がCk級であるとする．任意の r ≤ kに対して，上の式から帰納的に，hは r

階偏微分可能で，その偏微分係数は fの r階までの偏微分係数Jf, J2f, . . . , J rf

と hの r − 1階までの偏微分係数 Jh, . . . , J r−1hの有理関数として表されるこ
とが示せる．

∂rhj

∂yk1 · · · ∂ykr
(y) = Rj,k1,...,kr(Jf(h(y)), . . . , J

rf(h(y)), Jh(y), . . . , J r−1h(y))

従って h = f−1はCk級．
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幾何学入門演習　No.9　 (2023年 12月 20日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．
定義　 RN の部分集合 Aで定義された関数 f : A → Rm が C∞ 級であるとは，任
意の a ∈ Aに対して，aの開近傍 U ⊂ RN と C∞級関数 f̃ : U → Rmが存在して
f̃ |A∩U = f |A∩U が成り立つことである．

問題 1 (⋆) 上の意味でのC∞級関数 f : A → Rmは連続であることを示せ．

問題 2 (⋆) A ⊂ RN , B ⊂ Rmを部分集合とする．f : A → Rm, g : B → RnをC∞級
関数で，f(A) ⊂ Bを満たすとする．このとき g ◦ f : A → RnはC∞級関数であるこ
とを示せ．

定義 A ⊂ Rn, B ⊂ Rm を部分集合とする．写像 f : A → B が全単射であって，
f : A → B ⊂ Rmと f−1 : B → A ⊂ Rnが（上の定義の意味で）共にC∞級であると
き，f : A → Bを微分同相写像 (diffeomorphism)という1．
定義　 RN の部分集合M がm次元C∞級多様体であるとは，M の各点が Rmの開
集合と微分同相な開近傍を持つことである．すなわち，任意の点 p ∈ M に対して，
pの（M の相対位相に関する）開近傍U ⊂ M とRmの開集合 V , そして微分同相写
像 ϕ : V → U が存在する．この ϕをパラメータ付け（あるいは座標）と呼ぶ．また
逆写像 ϕ−1 : U → V も座標と呼ばれる．

問題 3 (⋆) RNの部分集合について，それがN次元C∞級多様体であることと，RN

の開集合であることは同値であることを示せ．

問題 4 (⋆) S2のパラメータ付けを次のように導入する．V = {(y, z) ∈ R2 | y2+z2 <

1}とし，
ϕ : V → S2, ϕ(y, z) = (

√
1− y2 − z2, y, z)

とおく．ϕ(V )は S2の開集合で，ϕ : V → ϕ(V )は微分同相写像であることを示せ．

問題 5 (⋆) S2のパラメータ付け ϕ : R2 → S2を立体射影を用いて導入する．すなわ
ち，(x, y) ∈ R2に対して ϕ(x, y)を (x, y, 0)と (0, 0, 1)を結ぶ直線と S2の交わりとし
て定める．このとき ϕ : R2 → S2 \ {(0, 0, 1)}は微分同相写像であることを示せ．

問題 6 (⋆) S2の各点 pについて，pの開近傍W ⊂ R3，開集合W ′ ⊂ R3，微分同相
写像 f : W → W ′であって f(S2 ∩W ) = {(x1, x2, x3) ∈ W ′ | x3 = 0}を満たすもの
を構成せよ．

1Rnの任意の部分集合の間の微分同相写像の概念はあまり標準的ではないが，この講義ではこの
定義を採用することにする．定義から，微分同相であれば，同相である．

1



問題 7 (⋆) 多様体M ⊂ RN の（相対位相に関する）開部分集合は多様体であるこ
とを示せ．

問題 8 V ⊂ Rmを開集合とする．C∞級写像 ϕ : V → RN が単射であり，任意の点
x ∈ V に対してDϕx : Rm → RN も単射であるとする．このとき ϕ(V )は必ず多様体
となるか？

問題 9 {(x, sin(1/x)) ∈ R2 | x > 0}は多様体か？

問題 10 V ⊂ Rmを開集合，ϕ : V → RN をC∞級関数で次を満たすとする．
(1) ϕは像との同相写像 V ∼= ϕ(V )を与える．

(2) 任意の x ∈ V についてDϕx : Rm → RN は単射である．
このとき ϕ : V → ϕ(V )は微分同相写像であることを示せ．

陰関数定理　WをRn×Rmの開集合，f : W → RmをC∞級写像とする．Rn×Rmの
座標を (x, y) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)で表し，写像fをf(x, y) = (f1(x, y), . . . , fm(x, y))

と書く．ある点 (x0, y0) ∈ Rn × Rmにおいて，変数 yに関する Jacobi行列(
∂fi
∂yj

(x0, y0)

)
1≤i,j≤m

が正則行列であるとし，z0 = f(x0, y0) ∈ Rmとおく．このとき，x0の開近傍U ⊂ Rn，
y0の開近傍 V ⊂ Rm，C∞級写像 g : U → V が存在して，U × V ⊂ W および

{(x, y) ∈ U × V | f(x, y) = z0} = {(x, g(x)) | x ∈ U}

が成立する．

問題 11 (⋆) 逆関数定理から上記の陰関数定理を次のようにして導け．
(1) 写像 F : W → Rn × Rmを F (x, y) = (x, f(x, y))とおく．点 (x0, y0)での F の

Jacobi行列 (JF )(x0,y0)が正則であることを示せ．

(2) 逆関数定理からRn × Rmの開集合U ′ × V ⊂ W（ただし，U ′ ⊂ Rnは x0の開
近傍，V ⊂ Rmは y0の開近傍）が存在して，D = F (U ′ × V )はRn ×Rmの開
集合であり，F |U ′×V : U ′ × V → Dは微分同相写像となる．ここで

U := {x ∈ Rn | (x, z0) ∈ D}

とおいて x ∈ U に対して g(x) ∈ V を

g(x) := (F |U ′×V )
−1(x, z0) ∈ Rn × RmのRm成分

とおけば，陰関数定理の主張が成り立つことを確かめよ．
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幾何学入門演習　No.9 解答例　
問題 1 f : A → Rm を C∞級関数とする．f が点 a ∈ Aで連続であることを示そ
う．そのためには，f(a)の任意の開近傍 V に対して aの開近傍W ⊂ A が存在し
て f(W ) ⊂ V となればよい．定義より aを含むRnの開集合U とU 上のC∞級関数
f̃ : U → Rmが存在して f |A∩U = f̃ |A∩U が成立する．V を f(a) = f̃(a)の開近傍とす
る．f̃は連続であるから，aの（Uにおける）開近傍W ′ ⊂ Uが存在して f̃(W ′) ⊂ V

となる．ここでW = W ′ ∩ Aとおくと，W はAの開集合で aを含み，W ⊂ U ∩ A
であるから，f(W ) = f̃(W ) = f̃(W ′ ∩ A) ⊂ V を満たす．従って f は連続である．

問題 2 a ∈ Aをとり，b = f(a) ∈ Bとする．条件から，bの開近傍 V ⊂ RmとC∞

級関数 g̃ : V → Rnが存在して g|V ∩B = g̃|V ∩B．また aの開近傍U ⊂ RN とC∞級関
数 f̃ : U → Rmが存在して fU∩A = f̃ |U∩A．W = f̃−1(V ) ∩ U とおくと，W は aの開
近傍であり，f̃(W ) ⊂ V を満たす．従って g̃ ◦ (f̃ |W ) : W → RmはW 上の C∞級関
数である．W ∩ A ⊂ U ∩ A，f̃(W ∩ A) ⊂ V ∩ Bに注意すると，

g ◦ f |W∩A = g ◦ f̃ |W∩A = g̃ ◦ f̃ |W∩A = (g̃ ◦ (f̃ |W ))|W∩A

従って g ◦ f : A→ RnはC∞級関数である．

問題 3 M ⊂ RN をN 次元多様体とする．このとき各点 p ∈M に対してパラメータ
付け f : V →M , p ∈ f(V )が存在する．ここで V はRN の開集合である．p = f(x)

とする．授業で示したように，Dfx : RN → RN は単射である．値域と定義域が同
じ次元のベクトル空間であるから，Dfxは同型であり，逆関数定理から xの開近傍
V ′ ⊂ V が存在して f(V ′)はRNの開集合であり，f |V ′ : V ′ → f(V ′)は微分同相写像．
特に，pを含むRN の開集合 f(V ′)でM に含まれるものが存在する．pはM の任意
の点であるから，M は開集合である．
逆にM ⊂ RN を開集合とする．このとき，V = M とし id : V → M を考えると，

これは明らかに微分同相写像でありパラメータ付けの条件を満たす．従ってMは多
様体である．

問題 4 与えられた写像 f : V → S2がパラメータ付けの条件を満たすことを示そう．
まず U = {(x, y, z) ∈ R3 | x > 0}とおく．このとき f(V ) ⊂ S2 ∩ U であることは明
らか．f : V → S2 ∩ U が全単射であることを示すため，逆写像 g : S2 ∩ U → V を

g(x, y, z) = (y, z)

と定める．f ◦ g = idS2∩U , g ◦ f = idV は容易に確かめられる．最後に f と gが共
に C∞級関数であることを確かめよう．f は R2の開集合上で定義された関数であ
り，各成分は C∞ 級であるから，f は C∞ 級関数である．gは R3 上の C∞ 級関数
g̃ : R3 → R2, g̃(x, y, z) = (y, z) の S2 ∩ U への制限であるため，C∞級である．

問題 5 立体射影で定義されるパラメータ付け f : R2 → S2 ⊂ R3は次で与えられる．

f(x, y) =

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)
.

1



f(x, y)が S2に値をとることは容易に確かめることができる．U = {(x, y, z) ∈ R3 |
z ̸= 1}とおくと，U はR3の開集合で f の像はU に含まれる．f : R2 → S2 ∩U は全
単射であることを示そう．逆写像 g : S2 ∩ U → R2を次で定義する．

g(x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
このとき f ◦g = idS2∩U , g ◦f = idR2を満たしている．従って fは全単射で，gはその
逆写像である．最後に fと gがC∞級写像であることを示そう．fはユークリッド空
間の開集合で定義された関数であり，各成分は明らかにC∞級関数であるから，C∞

級関数である．写像 g : S2∩U → R2は（同じ式で定義される）C∞級写像 g̃ : U → R2

に拡張される．従って gはC∞級関数である．

問題 6 点 p = (x0, y0, z0) ∈ S2 をとる．x0 > 0と仮定する．点 pの近傍 W =

{(x, y, z) | y2 + z2 < 1, x > 0}を考える．C∞級写像 ϕ : W → R3を

ϕ(x, y, z) = (y, z, x−
√
1− y2 − z2)

と定める．ϕの像はW ′ = {(y, z, x) | y2 + z2 < 1,−
√

1− y2 − z2 < x} で与えら
れる開集合であり，ϕ : W → W ′は微分同相写像．(実際，逆写像は ϕ−1(y, z, x) =

(x+
√

1− y2 − z2, y, z)で与えられこれは明らかにC∞級である．) このとき，

ϕ(S2 ∩ U) = {(y, z, x) ∈ W ′ | x = 0}

である．
以上により x0 > 0の時は示された．x0, y0, z0のうち少なくとも一つはゼロでない

ことから，x0 > 0, x0 < 0, y0 > 0, y0 < 0, z0 > 0, z0 < 0のいずれかの場合に分か
れ，各々の場合に題意を満たす微分同相写像 ϕ : W → W ′を構成することができる．

問題 7 M ⊂ RN を多様体とし，M の相対位相に関する開集合M ′をとる．M ′の各
点 pに対して，Mが多様体であることから，pを像に含むパラメータ付け f : V →M

がとれる．ここで f(V )はM の相対位相に関する pの開近傍であり，f : V → f(V )

は微分同相写像．V ′ := f−1(M ′)は V の開集合である．f を V ′に制限して得られる
写像 f |V ′ : V ′ → f(V ′)は微分同相写像であり，その像 f(V ′) = f(V ) ∩M ′はM ′の
開集合である．（実際，任意の微分同相写像 g : A → Bと部分集合A′ ⊂ Aに対して
g|A′ : A′ → g(A′)は微分同相写像である．）このとき f |V ′ は pを像に含むM ′のパラ
メータ付けを与える．

問題 8 反例がある．V = {t ∈ R | t ̸= 1}とおき，C∞級写像 ϕ : V → R2，ϕ(t) =
(1−t2, t−t3)を考える．ϕが単射であることは容易に分かる．(ここでV から t = 1が
抜かれていることを使う．ϕ(1) = ϕ(−1)である．）Dϕt(v) = (−2tv, (1− 3t2)v)は任
意の t ∈ Rについて単射．しかしϕ(V )は多様体でない．まず，ϕ(V )の各点は孤立し
ていないから，ϕ(V )は 0次元多様体ではない．また ϕ(V )は開集合でないから ϕ(V )

は 2次元多様体でもない．ϕ(V )が 1次元多様体であるとすると，ある開区間 (−ϵ, ϵ)
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からのパラメータ付け g : (−ϵ, ϵ) → ϕ(V )であって，g(0) = (0, 0)を満たすものが存
在する．このとき (0, 0)の開近傍B ⊂ R2が存在して g : (−ϵ, ϵ) → ϕ(V )∩Bは同相写
像である．特に (−ϵ, ϵ) \ {0}と (ϕ(V )∩B) \ {(0, 0)}は同相．ところが，(−ϵ, ϵ) \ {0}
は 2つの連結成分を持つが，(ϕ(V )∩B)\{(0, 0)}は少なくとも 4つ以上の連結成分を
持つため，これは矛盾である．実際，(B∩ϕ(V ))\{(0, 0)}は x軸，y軸とは交わらな
いため，第 1象限U1 = {(x, y) | x > 0, y > 0}, 第 2象限U2 = {(x, y) | x < 0, y > 0},
第 3象限 U3 = {(x, y) | x < 0, y < 0}, 第 4象限 U4 = {(x, y) | x > 0, y < 0}
に含まれる部分に分けることができる．ここでB ∩ ϕ(V ) ∩ Uiは空集合ではないこ
とを確かめればよい．ϕ(1) = (0, 0)であることから，十分小さい ϵ > 0について
ϕ(1+ϵ) ∈ ϕ(V )∩B∩U3, ϕ(1−ϵ) ∈ ϕ(V )∩B∩U1. 同様にϕ(−1) = (0, 0)であること
から，十分小さい ϵ > 0についてϕ(−1+ϵ) ∈ ϕ(V )∩B∩U4, ϕ(−1−ϵ) ∈ ϕ(V )∩B∩U2

であることが確かめられる．

問題 9 多様体である．写像 f : {x > 0} → R2を f(x) = (x, sin(1/x))とおけばパラ
メータ付けの条件を満たしている．

問題 10 ϕ : V → ϕ(V )の逆写像 ψ = ϕ−1 : ϕ(V ) → V がC∞級であることを示せば
よい．p = ϕ(q) ∈ ϕ(V )を任意にとる．写像 ϕの成分を ϕ1, . . . , ϕN とおく．点 qでの
ヤコビ行列

Jϕq =


∂ϕ1

∂x1
(q) . . . ∂ϕ1

∂xm
(q)

∂ϕ2

∂x1
(q) ∂ϕ2

∂xm
(q)

...
. . .

...
∂ϕN

∂x1
(q) . . . ∂ϕN

∂xm
(q)


のランクはmであるから，必要なら座標の順番を入れ替えて，上のm行がなす部
分行列 

∂ϕ1

∂x1
(q) . . . ∂ϕ1

∂xm
(q)

...
. . .

...
∂ϕm

∂x1
(q) . . . ∂ϕm

∂xm
(q)


は正則であるとしてよい．逆関数定理を写像 ϕ′ = (ϕ1, . . . , ϕm) : V → Rmに適用す
ると，ある qの開近傍 V ′ ⊂ V と p1 = (ϕ1(q), . . . , ϕm(q))の開近傍W ⊂ Rmが存
在して，ϕ′|V ′ : V ′ → W は微分同相写像であることが分かる．また ϕは同相写像で
あることから，ϕ(V ′) ⊂ ϕ(V )は ϕ(V )の開集合である．特にあるRN の開集合 U が
存在して，ϕ(V ′) = U ∩ ϕ(V )と書くことができる．ここで π : RN → Rm を射影
π(y1, . . . , yN) = (y1, . . . , ym)とする．ここで pのRN における開近傍U ∩ π−1(W )上
のC∞級関数 ψ̃を

ψ̃(y1, . . . , yN) = (ϕ′|V ′)−1(y1, . . . , ym)

と定める．ψ̃|U∩π−1(W )∩ϕ(V ) = ψ|U∩π−1(W )∩ϕ(V )であることを示せばψ = ϕ−1がC∞級
であることが示される．ここで U ∩ π−1(W ) ∩ ϕ(V ) = ϕ(V ′) ∩ π−1(W )であり，こ
の元は ϕ(x), x ∈ V ′の形で書くことができるが，定義により

ψ̃(ϕ(x)) = (ϕ′|V ′)−1(ϕ′(x)) = x
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より ψ̃は U ∩ π−1(W ) ∩ ϕ(V )上で ϕの逆写像 ψと一致する．

問題 11 (1) F の Jacobi 行列はブロック三角行列

JF =



1 0 0
. . . . . .

1 0 0
∂f1
∂x1

∂f1
∂xn

∂f1
∂y1

∂f1
∂ym

. . . . . .
∂fm
∂x1

∂fm
∂xn

∂fm
∂y1

∂fm
∂ym


で与えられる．与えられた条件から点 (x0, y0)において右下のブロック ( ∂fi

∂yj
(x0, y0))

は正則行列であるから，この行列は正則行列である．
(2) x ∈ U に対して (x, z0) ∈ Dであるから，ある (x′, y′) ∈ U ′ × V が存在して

F (x′, y′) = (x, z0)．すなわち x′ = x, z0 = f(x′, y′)である．従って x = x′ ∈ U ′．す
なわち U ⊂ U ′．従って U × V ⊂ U ′ × V ⊂ W が言える．
次に，(x, y) ∈ U × V に対して，

f(x, y) = z0 ⇐⇒ F (x, y) = (x, z0)

⇐⇒ (x, y) = (F |U ′×V )
−1(x, z0)

⇐⇒ y = g(x)

であるから，

{(x, y) ∈ U × V | f(x, y) = z0} = {(x, g(x)) | x ∈ U}

が分かる．
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幾何学入門演習　No.10　 (2023年 12月 27日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．

問題 1 (⋆) S2の座標 (パラメータ付け) ϕ+, ϕ− : R2 → S2を各々，北極 (0, 0, 1)およ
び南極 (0, 0,−1)からの立体射影を用いて導入する．つまり，(x, y) ∈ R2に対して，
ϕ+(x, y)を (x, y, 0)と (0, 0, 1)を結ぶ直線と S2の交わりとし，ϕ−(x, y)を (x, y, 0)と
(0, 0,−1)を結ぶ直線と S2の交わりとする．座標変換 ϕ−1

− ◦ ϕ+の定義域およびその
具体的な形を与えよ．

問題 2 (⋆) D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}とする．S2のパラメータ付け ϕ1 : D →
S2, ϕ2 : D → S2を ϕ1(x, y) = (x, y,

√
1− x2 − y2), ϕ2(x, y) = (x,−

√
1− x2 − y2, y)

で定める．座標変換 ϕ−1
2 ◦ ϕ1，ϕ−1

1 ◦ ϕ2 の定義域およびその具体的な形を与えよ．

関数のゼロ点集合としての多様体（ヤコビ判定法）RN の部分集合M について，M

がm次元多様体であることと次は同値である．任意の点 p ∈ Mに対して pのRN に
おける開近傍W ⊂ RN および C∞級関数 f : W → RN−mが存在して，M ∩ W =

{x ∈ W | f(x) = 0}かつDfp : RN → RN−mが全射となる（つまりヤコビ行列 Jfp
のランクがN −m）．

問題 3 (⋆) 次のユークリッド空間の部分集合は多様体かどうか判定せよ．
(1) M1 = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0, x+ y + 1/(xy) = 3}.

(2) M2 = {(x, y, z, w) ∈ R4 | x2 + y2 = 1, xz + yw = 0}.

(3) M3 = {(x, y) ∈ R2 | y2 = x2(1− x)}.

問題 4 {(x, y) ∈ R2 | xy = 0}はC∞級多様体ではないことを示せ．

問題 5 (⋆) U ⊂ Rmを開集合，f : U → Rnを C∞級関数とする．f のグラフM =

{(x, g(x)) ∈ Rm × Rn | x ∈ U}について，(i) パラメータ付け，(ii) 局所平坦表示，
(iii) ヤコビ判定法を満たす関数のゼロ点としての表示，の各々を与えよ．

問題 6 (⋆) M = {(x, y, z, w) ∈ R4 | xy = zw, x2 + y2 + z2 + w2 = 1}とおく．M が
C∞級多様体であることを示せ．

問題 7 問題 6におけるM は S1 × S1と同相であることを示せ．

問題 8 多様体はハウスドルフであり，第 2可算公理を満たす（可算な開基をもつ）
ことを示せ．（これらの条件は，幾何学 Iで学ぶ抽象的な多様体について課される条
件である．）
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問題 9 多様体M の連結成分はM の相対位相に関して開かつ閉であることを示せ．
特に，演習問題No.9の問題 7の結果より，多様体の連結成分は多様体である．

問題 10 多様体が連結であれば弧状連結であることを示せ．

問題 11 (⋆) M1 ⊂ Rm1, M2 ⊂ Rm2を多様体とするとき，M1×M2 ⊂ Rm1 ×Rm2も
多様体であることを示せ．

問題 12 (⋆) U ⊂ Rn, V ⊂ Rmを各々開集合とし，f : U → V をC∞級写像とする．
また n ≥ mとする．もしある点 p ∈ U においてDfp : Rn → Rmが全射であれば，p

の開近傍U ′ ⊂ U およびU ′とRnの開集合W の間の微分同相写像 ϕ : U ′ → W ⊂ Rn

が存在して，f ◦ ϕ−1(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm)が全ての (x1, . . . , xn) ∈ W について
成立することを示せ．

問題 13 (⋆) R4 の部分集合M をM = {(x, y, z, w) ∈ R4 | x3 + y3 + z3 + w3 =

0, x2 + y2 + z2 + w2 = 1}とおく．

(1) M はC∞級多様体であることを示せ．

(2) 射影π : R4 → R2をπ(x, y, z, w) = (x, y)と定める．点 p = (0, 0,− 1√
2
, 1√

2
) ∈ M

の (M の相対位相に関する)ある開近傍 U ⊂ M 上で π|U は座標となる，つま
り，V = π(U)はR2の開集合であり，π|U : U → V は微分同相写像である（つ
まり (π|U)−1 : V → U はパラメータ付け）ことを示せ．（ヒント：陰関数定理）

問題 14 {(x, y, z, w) ∈ R4 | xy + zw = 0}は C∞ 級多様体ではないことを示せ．
{(x, y) ∈ R2 | x2 = y3}はどうか．

問題 15 f : RN → RnをC∞級写像とし，任意の点 x ∈ RN に対してDfxのランク
がある一定の値 rに等しいとする．このとき，f−1(0)はN − r次元多様体であるこ
とを示せ．

問題 16 (⋆) Mn(R)を実数係数 n次正方行列全体のなすベクトル空間とする．直交
群O(n,R) = {A ∈ Mn(R) | tA ·A = In}はC∞級多様体であることを示し，その次
元を求めよ．

問題 17 n次正方行列 B が正則行列であり，n個の相異なる固有値を持つとする．
写像 F : Mn(R) → Mn(R)を F (A) = A2で定める．F (A) = Bとなる Aに対して，
DFAは同型であることを示せ．

問題 18 0 ≤ r ≤ nとする．{A ∈ Mn(R) | rankA = r}はC∞級多様体であること
を示し，その次元を求めよ．
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幾何学入門演習　No.10 解答例　
問題 1 (0, 0,±1)からの立体射影で定義されるパラメータ付け ϕ+, ϕ− : R2 → S2は

ϕ+(x, y) =

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)
,

ϕ−(x, y) =

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
−x2 − y2 + 1

x2 + y2 + 1

)
.

で与えられる．ϕ−の逆写像は

ϕ−1
− (u, v, w) =

(
u

w + 1
,

v

w + 1

)
.

であるから，
ϕ−1
− ◦ ϕ+(x, y) =

(
x

x2 + y2
,

y

x2 + y2

)
.

これはϕ−1
+ (ϕ+(R2)∩ϕ−(R2)) = R2\{(0, 0)}からϕ−1

− (ϕ+(R2)∩ϕ−(R2)) = R2\{(0, 0)}
へのC∞級写像を定めている．

問題 2 U1 = ϕ1(D), U2 = ϕ2(D)とおくと， U1 = S2 ∩{z > 0}，U2 = S2 ∩{y < 0}
である．従って ϕ−1

2 ◦ ϕ1と ϕ−1
1 ◦ ϕ2は各々

ϕ−1
1 (U1 ∩ U2) = ϕ−1

1 (S2 ∩ {y < 0, z > 0}) = {(x, y) ∈ D | y < 0}
ϕ−1
2 (U1 ∩ U2) = ϕ−1

2 (S2 ∩ {y < 0, z > 0}) = {(x, y) ∈ D | y > 0}

で定義されている．また ϕ−1
2 (x, y, z) = (x, z), ϕ−1

1 (x, y, z) = (x, y)であることから，
座標変換は

ϕ−1
2 ◦ ϕ1(x, y) = ϕ−1

2 (x, y,
√

1− x2 − y2) = (x,
√

1− x2 − y2)

ϕ−1
1 ◦ ϕ2(x, y) = ϕ−1

1 (x,−
√

1− x2 − y2, y) = (x,−
√
1− x2 − y2)

で与えられる．

問題 3 (1) M1は関数 f1 : (R>0)
2 → R, f1(x, y) = x + y + 1/(xy) − 3のゼロ点集合

として与えられる．ヤコビ判定法より，f1の微分 (Df1)(x,y)が全ての点 (x, y) ∈ M1

で全射であることが示されればよい．(Df1)(x,y)はヤコビ行列

(Jf1)(x,y) =

(
1− 1

x2y
, 1− 1

xy2

)
で表現されるが，このランクが 0となるのは，1 = 1

x2y
= 1

xy2
となる点，つまり

x = y = 1となる点である．一方 (1, 1) ∈M1である．従って，ヤコビ判定法からは
M1が多様体であるかどうかは判定できない．
一方でM1は 1点集合 {(1, 1)}であることが初等的に示せる（関数 f1はただ一つ

の点 (1, 1)で最小値 0をとる）ため，M1は 0次元多様体であることが分かる．
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(2) f2 : R4 → R2を f2(x, y, z, w) = (x2+y2−1, xz+yw)とすると，f−1
2 (0, 0) =M2

で，Jacobi行列 (Jf2)(x,y,z,w)は

(Jf)(x,y,z,w) =

(
2x 2y 0 0

z w x y

)
.

(x, y, z, w) ∈M2ならば x = y = 0となることはないので、この行列のランクは 2で
ある．よってM2は 2次元C∞級多様体である．
(3) f3(x, y) = y2 − x2(1 − x)とおくと，与えられた部分集合はM3 = {(x, y) |

f3(x, y) = 0}と表される．f3のヤコビ行列は

Jf3 = (−2x+ 3x2, 2y)

となり，ヤコビ行列が消えているM3の点は x = y = 0のみであることが容易にわ
かる．従って原点を除くとM3は多様体になっている．一方，原点の近くでM3は
y = x

√
1− xと y = −x

√
1− xのグラフの和となっており，多様体とはならない．

正確な証明は次の通り．もし 1次元多様体になったとすると，原点の開近傍U およ
びC∞級関数 F : U → Rであって U ∩M3 = {(x, y) ∈ U | F (x, y) = 0}かつDF(0,0)

が全射，となるものが存在する．十分小さい xについて (x,±x
√
1− x) ∈ U ∩M3で

あるから，F (x,±x√1− x) = 0.　これを xで微分して x = 0とおくと，

Fx(0, 0) + Fy(0, 0) = 0, Fx(0, 0)− Fy(0, 0) = 0

が成り立つ．これは Fx(0, 0) = Fy(0, 0) = 0を意味しており，DF(0,0)が全射である
ことに矛盾する．またM3の各点は孤立していないから，M3は 0次元多様体にはな
らず，M3はR2の開集合ではないから 2次元多様体にもならない．
注M3は演習問題No.9の問題8の解答例でも現れている．そこではM3をf : R → R2,

f(t) = (1− t2, t− t3)の像として与えた．

問題 4 M = {(x, y) ∈ R2 | xy = 0}とおく．M が 1次元多様体でないことを示す．
位相的な証明：もしMが 1次元多様体であったとすると，(0, 0)の周りのパラメー

タ付け ϕ : (−ϵ, ϵ) → M がとれる．ここで ϕ(0) = (0, 0)としてよい．A := ϕ(−ϵ, ϵ)
はM の開集合であって，f : (−ϵ, ϵ) → Aは同相写像である．従って (−ϵ, ϵ) \ {0}と
A \ {(0, 0)}は同相である．A \ {(0, 0)}は開集合 {(x, y) ∈ R2 | x2 6= y2}に含まれて
いることに注意する．またこの開集合は明らかに 4つの連結成分を持っている．十
分小さい δ > 0に対して，Aは 4点 (δ, 0), (−δ, 0), (0, δ), (0,−δ)を含み，従って少な
くとも 4つの連結成分を持つ．ところが (ϵ, ϵ) \ {0}は 2つしか連結成分を持たない．
これは矛盾である．
微分幾何的な証明：もしM が 1次元多様体であったとすると，(0, 0)の開近傍 U

とU 上のC∞級関数 f : U → Rが存在してM ∩U = {(x, y) ∈ U | f(x, y) = 0}かつ
Df(0,0) : R2 → Rは全射，となる．十分小さい xに対して，f(x, 0) = f(0, x) = 0と
なるから，xで微分して fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0となる．これはDf(0,0)が全射である
ことに矛盾する．

2



問題 5 M = {(x, f(x)) | x ∈ U} ⊂ Rm+nとおく．
パラメータ付け：パラメータ付けを g : U → Rm+n, g(x) = (x, f(x))で定める．g

はパラメータ付けの条件を満たしている．まず，gの像はM全体であるから，Mの
開集合である．また g : U →M の逆写像は射影 (x, y) 7→ xで与えられ，これはC∞

級関数R2 → R2の制限であるから C∞級．従って g : U → g(U)は微分同相写像で
ある．
局所平坦表示：写像 ϕ : U × Rn → U × Rn を次で定義する．ϕ(x, y) = (x, y −

g(x))．これはC∞級である．逆写像は ϕ−1(x, y) = (x, y+ g(x))で与えられ，これも
C∞級である．従って ϕは微分同相写像．ここでM ⊂ U × Rnであって，ϕ(M) =

{(x1, . . . , xm+n) ∈ U × Rn | xm+1 = · · · = xm+n = 0}となる．
関数のゼロ点集合としての表示：写像 F : Rm+n → Rnを F (x, y) = y − g(x)と定

める．明らかにM = {(x, y) ∈ Rm × Rn | F (x, y) = 0}であり，M の各点 (x, y)に
おいて F のヤコビ行列

(JF )(x,y) =

∗ ∗ 1
. . . . . .

∗ ∗ 1


のランクは nであるから，DF(x,y) : Rm+n → Rnは全射であり，ヤコビ判定法を満た
す関数のゼロ点集合となっている．
問題 6 f : R4 → R2を f2(x, y, z, w) = (xy − zw, x2 + y2 + z2 + w2 − 1)とすると，
f−1(0, 0) =M で，Jacobi行列 (Jf)(x,y,z,w)は

(Jf)(x,y,z,w) =

(
y x −w −z
2x 2y 2z 2w

)
(x, y, z, w) ∈M のとき，この行列のランクは常に 2であることを示せばよい．まず
x2 + y2 + z2 + w2 = 1 より，2番目の行ベクトル 2(x, y, z, w) 6= 0である．もしラン
クが 1以下とすると，(y, x,−w,−z) = λ(x, y, z, w)を満たす λ ∈ Rが存在する．こ
のとき，1 = x2 + y2 + z2 + w2 = λ2(y2 + x2 + (−w)2 + (−z)2) = λ2より，λ = ±1．
λ = 1ならばx = y, z = −wであり，xy−zw = 0よりx2+z2 = 0．従ってx = z = 0

であり，x = y = z = w = 0．これは x2 + y2 + z2 + w2 = 1を満たさない．λ = −1

のときも同様である．よってM は 2次元C∞級多様体である．
問題 7 (x, y, z, w) ∈ M とする．条件 xy = zw, x2 + y2 + z2 + w2 = 1は (x + y)2 +

(z − w)2 = (x− y)2 + (z + w)2 = 1と同値である．そこで φ : M → S1 × S1を
φ(x, y, z, w) = (x+ y, z − w, x− y, z + w)

とする．ただし S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}と考えた．φは明らかに連続であ
る．逆写像 ψ : S1 × S1 →M は

ψ(x, y, z, w) =

(
x+ z

2
,
x− z

2
,
y + w

2
,
y − w

2

)
で与えられることは容易に検証できる．従って φは同相写像である．
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問題 8 M はハウスドルフ空間 RN の部分位相空間であるから，ハウスドルフであ
る（演習No.1の問題 2参照）．またRN は第 2可算公理を満たす．可算な開基は例
えば，

B = {B1/n(a) | a ∈ QN , n ∈ N}

で与えられる．(ここで，B1/n(a)は a中心の半径 1/nの開球体．）従ってその部分
位相空間であるM も第 2可算公理を満たす．実際，M の任意の開集合はM ∩ U ,

U ⊂ RN はRN の開集合，の形に書くことができるが，U は Bの元の和集合として
あらわされる．従ってM の任意の開集合は

BM = {B ∩M | B ∈ B}

に属する開集合の和集合として表される．つまり BM はM の可算開基をなし，M
は第 2可算公理を満たす．

問題 9 一般に，位相空間の連結成分（包含関係について極大な連結部分集合）は常
に閉である．（連結成分Aに対してAの閉包Aも連結であることを示せばよい．詳
細は略．）そこで多様体M に対してM の連結成分Aが開集合であることを示そう．
a ∈ Aをとるとき，多様体の定義によって，aの周りのパラメータ付け ϕ : V → M

が存在する．ここで V ⊂ Rmは開集合で，ϕ(V )は aの（M における）開近傍，ま
た ϕ : V → ϕ(V )は微分同相写像である．ϕ(x0) = aとする．必要なら V を x0を中
心とする十分小さい開球体に置き換えて V は連結としてよい．この時 ϕ(V )は aを
含むM の連結開集合である．従って ϕ(V ) ⊂ A．a ∈ Aは任意だからAは開集合で
あることが分かる．

問題 10 Mを連結多様体とする．x0 ∈Mをとり，A = {x ∈M | x0と xは道で結べる}
とおく．Aが開かつ閉であることを示せば，(Aは空集合ではないので)連結性から
M = Aであることが分かり，M は弧状連結であることが従う．
a ∈ Aに対して，前問と同様に，aの周りのパラメータ付け ϕ : V →M , a ∈ ϕ(V )

であって，V はRmの開球体となるものをとることができる．V は弧状連結よりϕ(V )

も弧状連結．従って ϕ(V ) ⊂ Aである．aは任意であったからAは開集合．
a /∈ Aに対しても同様に aの周りのパラメータ付け ϕ : V → M , a ∈ ϕ(V )であっ

て，V は Rmの開球体となるものをとることができる．このときも ϕ(V )は弧状連
結であって，ϕ(V )∩A = ∅．（もし交われば，x0と aが道で結べることになり矛盾す
る．）従ってAの補集合は開集合．

問題 11 M1 ⊂ Rm1 , M2 ⊂ Rm2 を多様体とする．任意のM1 ×M2の点 p = (p1, p2)

をとる．点 p1 ∈M1, p2 ∈M2に対して p1の開近傍U1 ⊂ Rm1，p2の開近傍U2 ⊂ Rm2

およびC∞級関数 f1 : U1 → Rm1−n1 , f2 : U2 → Rm2−n2が存在して，

M1 ∩ U1 = {x ∈ U1 | f1(x) = 0}, M2 ∩ U2 = {x ∈ U2 | f2(x) = 0}
(Df1)p1 : Rm1 → Rm1−n1 , (Df2)p2 : Rm2 → Rm2−n2は全射
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となる．U := U1 × U2とし，f : U → Rm1+m2−n1−n2 を f(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2))

と定義すると，Df(p1,p2) : Rm1+m2 → Rm1+m2−n1−n2は

Df(p1,p2)(u, v) = ((Df1)p1(u), (Df2)p2(v))

で与えられるため全射である．また明らかに

(M1 ×M2) ∩ (U1 × U2) = {(x1, x2) ∈ U1 × U2 | f(x1, x2) = 0}

よってM1 ×M2 ⊂ Rm1+m2は多様体である．

問題 12 Dpf : Rn → Rmが全射であるため，ヤコビ行列 (Jf)pのランクはmであ
る．(Jf)pのm個の行ベクトルは一次独立であるから，それに n − m個の横ベク
トル v1, . . . , vn−m ∈ Rn を付け加えて Rn の基底とすることができる．C∞ 級写像
ϕ : U → Rnを

ϕ(x) = (f1(x), . . . , fm(x), v1 · x, . . . , vn · x)

と定義する．ただし vi · xは viと xの標準内積である．このとき，ϕの点 pでのヤコ
ビ行列

(Jϕ)p =


— (Jf)p —

— v1 —
...

— vn−m —


は正則行列である．従って，逆関数定義より pの開近傍U ′ ⊂ U およびRnの開集合
W が存在して F (U ′) = W であり，ϕ : U ′ → W は微分同相写像である．このとき，
(x1, . . . , xn) ∈ W に対して y = ϕ−1(x1, . . . , xn)とおけば，

x1 = f1(y), . . . , xm = fm(y)

であるから
f ◦ ϕ−1(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm)

が成立する．

問題 13 (1) F : R4 → R2をF (x, y, z, w) = (x3+ y3+ z3+w3, x2+ y2+ z2+w2− 1)

とおく．このときM = {(x, y, z, w) ∈ R4 | F (x, y, z, w) = 0}である．M の各点
p = (x, y, z, w)においてDFpが全射，すなわち，Jacobi行列 (JF )pのランクが 2で
あることを示せばよい．

(JF )p =

(
3x2 3y2 3z2 3w2

2x 2y 2z 2w

)
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である．x2 + y2 + z2 + w2 = 1ゆえ，二つの行ベクトルはどちらもゼロではない．
従って，もしランクが 2でないとすると，

(x, y, z, w) = λ(x2, y2, z2, w2)

を満たす実数 λ 6= 0が存在する．ここで

0 = x3 + y3 + z3 + w3 = λ3(x6 + y6 + z6 + w6)

λ 6= 0より，x6+y6+z6+w6 = 0．従ってx = y = z = w = 0．これはx2+y2+z2+w2 =

1に矛盾する．従って (JF )pのランクは 2であり，M は多様体である．
(2) 点 p = (0, 0,− 1√

2
, 1√

2
)において F のヤコビ行列は

(JF )p =

(
0 0 3

2
3
2

0 0 −
√
2

√
2

)
特に後半の 2列からなる部分行列(

3
2

3
2

−
√
2

√
2

)
=

(
∂F1

∂z
(p) ∂F1

∂w
(p)

∂F2

∂z
(p) ∂F2

∂w
(p)

)

は正則行列である．陰関数定理により，(0, 0)の開近傍 V ⊂ R2および (− 1√
2
, 1√

2
)の

開近傍W ⊂ R2，C∞級写像 g : V → W が存在して，

{(v, w) ∈ V ×W | F (v, w) = 0} = {(v, g(v)) | v ∈ V }

M の開集合を U :=M ∩ (V ×W )とおく．上の等式より

U = {(v, g(v)) | v ∈ V }

であり，π(U) = V はR2の開集合．π : R4 → R2は（明らかに）C∞級写像であり，
従ってその制限 π|U : U → V もC∞級写像．さらに，π|U : U → V の逆写像は

f(v) := (v, g(v))

で与えられ，これも明らかに C∞ 級である．（この f がパラメータ付けを与える．）
従って π|U : U → V は微分同相写像である．

問題 14 X = {(x, y, z, w) ∈ R4 | xy + zw = 0} とおく．もし X が C∞ 級多
様体であれば，原点の開近傍 U ⊂ R4 と関数 f : U → Rl が存在して U ∩ X =

{x | f(x) = 0}かつ Df0 : R4 → Rl は全射となる．ここで全ての t ∈ Rについて
(t, 0, 0, 0), (0, t, 0, 0), (0, 0, t, 0), (0, 0, 0, t) ∈ Xより，十分 0に近い実数 tに対して

f(t, 0, 0, 0) = f(0, t, 0, 0) = f(0, 0, t, 0) = f(0, 0, 0, t) = 0

従って tで微分することにより，

fx(0, 0, 0, 0) = fy(0, 0, 0, 0) = fz(0, 0, 0, 0) = fw(0, 0, 0, 0) = 0
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が分かる．Df0は全射であるから，l = 0であり，X ∩ U = U でなければならない．
十分小さい ϵ > 0に対して (ϵ, ϵ, ϵ, ϵ) ∈ U であるが，(ϵ, ϵ, ϵ, ϵ) /∈ Xであるため矛盾．
次に, Y = {(x, y) ∈ R2 | x2 = y3}とおく．もし Y がC∞級多様体であれば，原点

の近傍 V とC∞級関数 g : V → Rm が存在して V ∩ Y = {(x, y) | g(x, y) = 0}かつ
Dg0 : R2 → Rmは全射，となる．任意の t ∈ Rに対して (t3, t2) ∈ Y であるから，十
分 0に近い実数 tに対して

g(t3, t2) = 0

これを tで微分して
3t2gx(t

3, t2) + 2tgy(t
3, t2) = 0

t 6= 0のとき，3tgx(t3, t2)+2gy(t
3, t2) = 0．t→ 0として gy(0, 0) = 0が分かる．もし，

さらに gx(0, 0) = 0であれば，Dg0は全射ゆえ，m = 0でなければならない．このと
き V ∩ Y = V であるが，これは任意の ϵ > 0に対して (0,−ϵ) /∈ Y に矛盾する．従っ
て gx(0, 0) 6= 0．陰関数定理より，0の開近傍W1,W2 ⊂ RとC∞級関数h : W2 → W1

が存在してW1 ×W2 ⊂ V であり，

{(x, y) ∈ W1 ×W2 | g(x, y) = 0} = {(h(y), y) | y ∈ W2}

ここで左辺は Y ∩ (W1 ×W2)に等しい．十分小さい ϵ > 0に対して−ϵ ∈ W2 である
から，(h(−ϵ),−ϵ) ∈ Y となる．一方 Y の点 (x, y)は y3 = x2 ≥ 0ゆえ，y ≥ 0を満
たす．(h(−ϵ),−ϵ)の y成分は負であり，これは矛盾である．

問題 15 p ∈ f−1(0)をとる．Dfp : RN → Rnのランクが rであるから，必要ならRN

の座標 (x1, . . . , xN)および f = (f1, . . . , fn)の順番を入れ替えて，f の最初の r個の
成分と最初の r個の座標 (x1, . . . , xr)に関する Jacobi行列(

∂fi
∂xj

(p)

)
1≤i,j≤r

のランクが rと仮定してよい．このとき，行列(
∂fi
∂xj

(x)

)
1≤i,j≤r

は x = pのある開近傍 U で正則である．（この行列の行列式は x = pでゼロでなく，
xの連続関数となるから．) ここで F : U → Rrを

F (x) = (f1(x), . . . , fr(x))

と定める．上の仮定から，任意の x ∈ U に対してDFxは全射である．従って

M = {x ∈ U | F (x) = 0}

は点 pを含むN − r次元多様体となる．M ⊃ f−1(0) ∩ U であることは明らか．十
分小さい pの開近傍 U ′ ⊂ U に対して，M ∩ U ′ = f−1(0) ∩ U ′であることを示せば
よい．
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Mは多様体であるから，点 pの周りのパラメータ付け g : V →Mが存在する．こ
こで V ⊂ RN−rは 0を中心とする開球体で，g(0) = pと仮定してよい．F ◦ g = 0で
あるから，chain rule よりDFg(x) ◦Dgx = 0，つまり

KerDFg(x) ⊃ ImDgx, x ∈ V

また明らかに
KerDFg(x) ⊃ KerDfg(x)

である．rankDfg(x) = rankDFg(x) = rであるから，KerDFg(x)とKerDfg(x)の次
元はN − rに等しい．従って

KerDfg(x) = KerDFg(x) ⊃ ImDgx

従ってD(f ◦g)x = Dfg(x) ◦Dgx = 0．V の連結性から f ◦gはV 上の定数関数であり，
f(g(0)) = f(p) = 0であるから，V 上で f ◦ g = 0である．従って g(V ) ⊂ f−1(0)．パ
ラメータ付け gは同相写像であることから，RN の開集合 U ′ ⊂ U を用いて g(V ) =

M ∩ U ′の形に書ける．U ′は g(0) = pを含んでいる．ここで，

M ∩ U ′ = g(V ) ⊂ f−1(0) ∩ U ′

逆向きの包含関係は明らかであるから，M ∩ U ′ = f−1(0) ∩ U ′．これが示すべきこ
とであった．

問題 16 Sn(R) = {A ∈Mn(R) | tA = A}をn次対称行列全体の集合とする．これは
n(n+ 1)/2次元の実ベクトル空間である．関数 F : Mn(R) → Sn(R), F (A) = tA ·A
を考える．F はC∞級写像で，その微分は

DFA(V ) = lim
t→0

t(A+ tV ) · (A+ tV )− tA · A
t

= lim
t→0

(tA · V + tV · A+ ttV · V )

= tA · V + tV · A

で与えられる．ここで V ∈ Mn(R)．A ∈ O(n,R)に対して微分 DFA : Mn(R) →
Sn(R)が全射であることを示そう．任意の対称行列 Y に対して，V = 1

2
tA−1Y とお

く．このとき

dAF (V ) = tA · 1
2
tA−1Y +

1

2
tY A−1 · A =

1

2
Y +

1

2
tY = Y

である．従ってDFAは全射であり，

O(n,R) = F−1(In)

は n2 − n(n+1)
2

= n(n−1)
2
次元の多様体である．
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問題 17 (略解) 演習No.8の問題8の解答と同様の方針により，DFA(V ) = AV +V A

であり，また λ1, . . . , λnをAの（重複度1を込めた）固有値とするとき，

detDFA =
n∏

i=1

(2λi) ·
∏
i<j

(λi + λj)
2

であることが分かる．A2 = Bとするとき，Aの（重複度を込めた）固有値がλ1, . . . , λn

であれば，Bの（重複度を込めた）固有値は λ21, . . . , λ
2
nとなる．従って，もしBが

n個の互いに異なるゼロでない固有値を持つならば，i 6= jに対して λi + λj 6= 0で
あり，全ての iについて λi 6= 0であるから， detDFA 6= 0である．
問題 18 I = (i1, . . . , ir), J = (j1, . . . , jr)を 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n, 1 ≤ j1 < · · · <
jr ≤ nを満たす自然数列とする．このとき

UI,J =

{
A ∈Mn(R)

∣∣∣ Aの i1, . . . , ir行，j1, . . . , jr列を
抜き出して得られる行列の行列式 6= 0

}
とおく．UI,J は明らかにMn(R)の開集合である．

M = {A ∈Mn(R) | rankA = r}

とおくとき，M の元はどれかの UI,J に属する．
M ∩ UI,J のパラメータ付けを構成する．簡単のため I = J = {1, . . . , r}とする．

（それ以外の時も行・列の入れ替えにより同様に構成できる．）M ∩ UI,J の元Aは

A =

(
X Y

BX BY

)
の形に書ける．ここでX ∈ Mr(R)は r次正則行列，Y ∈ Mr,n−r(R)は (r, n − r)行
列，B ∈ Mn−r,r(R)は (n − r, r)行列である．実際，A ∈ UI,J であるから，Aから
1, . . . , r行と 1, . . . , r列を抜き出して得られる行列Xは正則である．また，Aの r+1

行から n行までは 1行から r行までの一次結合として表されるから 1行から r行ま
での行列 (X,Y )に左から (n − r, r)行列 Bを書けたものとして得られる．従って，
M ∩ UI,J のパラメータ付けが

ϕ : GLr(R)×Mr,n−r(R)×Mn−r,r(R) →M ∩ UI,J , ϕ(X,Y,B) =

(
X Y

BX BY

)
で与えられる．ここでV := GLr(R)×Mr,n−r(R)×Mn−r,r(R)はMr(R)×Mr,n−r(R)×
Mn−r,r(R) ∼= Rr2+r(n−r)+(n−r)r = Rr(2n−r)の開部分集合である．ϕの逆写像は

ϕ−1

(
X Y

Z W

)
= (X,Y, ZX−1)

で与えられる．ϕ−1はある C∞級写像 g : UI,J → V の制限として得られていること
に注意する．(gを ϕ−1と同じ式で定義すればよい．) 従って ϕ, ϕ−1は共にC∞級で
あり，ϕ : V →M ∩UI,J は微分同相写像．従ってM は r(2n− r)次元多様体である．

1ここでの重複度は固有方程式における根の重複度を意味する
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幾何学入門演習　No.11　 (2024年 1月 10日)

以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．
今日の授業での重要な定義と命題を以下にまとめる．

定義　M ⊂ RN をm次元C∞級多様体．p ∈ Mに対して，pのまわりのパラメータ
付け ϕ : V

∼=−→ U ⊂ M をとる．ここで V はRmの開集合，U はM の開集合である．
f(x0) = pを満たす点 x0 ∈ V をとる．点 pでの接空間 TpM とは次で与えられるRN

のm次元部分ベクトル空間である．

TpM = Im(Dfx0 : Rm → RN)

命題　M ⊂ RNをC∞級多様体，p ∈ Mとする．pの開近傍W ⊂ RNとW上のC∞級
関数 f : W → RN−mが存在して，M ∩W = {x ∈ W | f(x) = 0}, Dfp : RN → RN−m

は全射，となるとき，TpM = Ker(Dfp : RN → RN−m)である．
定義　C∞級写像F : M1 → M2およびパラメータ付けϕ1 : V1

∼=−→ U1 ⊂ M1, ϕ2 : V2

∼=−→
U2 ⊂ M2が与えられたとする．このとき ϕ−1

2 ◦ F ◦ ϕ1 : ϕ
−1
1 (F−1(U2)) → V2を F の

座標表示という．F の座標表示はC∞級である．

問題 1 (⋆) 次の空間が多様体であることを示し，各点での接空間を求めよ．
(1) X1 = {(x, y, z) ∈ R3 | cos x+ cos y + cos z = 0}．

(2) X2 = {(y3, xy2, x2y, x3) ∈ R4 | (x, y) ∈ R2, (x, y) ̸= (0, 0)}.

(3) X3 = {(x, y, z, w) ∈ R4 | xyzw = 1, x2 + y2 + z2 + w2 = 8}

問題 2 (⋆) Mn(R)を実数係数n次正方行列全体のなすベクトル空間とし，GLn(R) =
{A ∈ Mn(R) | det(A) ̸= 0}とする．GLn(R)が多様体であることを示し，単位行列
In ∈ GLn(R)での接空間を求めよ．

問題 3 (⋆) 部分ベクトル空間 V ⊂ RN は多様体であり，その任意の点での接空間は
V と一致することを示せ．

問題 4 写像 F : S2 → R6を F (x, y, z) = (x2, y2, z2, xy, yz, zx)と定める．この写像
の像M = F (S2)は S2/∼と同相であることを示せ．ここで∼は S2上の同値関係
で，p ∼ q ⇔ p = qまたは p = −qである．M を実射影平面という（これはR3に埋
め込むことができず，また向き付け可能ではない曲面の例である．）

問題 5 問題 4における部分集合M ⊂ R6 は C∞ 級多様体であることを示し，点
F (x, y, z) ∈ M でのM の接空間を求めよ．
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問題 6 (⋆) 任意の実 n次正方行列 V ∈ Mn(R)に対して

lim
t→0

det(In + tV )− 1

t
= tr(V )

を示せ．ここで Inは単位行列．
問題 7 (⋆) 前問を用いて，SLn(R) = {A ∈ Mn(R) | detA = 1}は多様体であるこ
とを示し，単位行列 In ∈ SLn(R)における接空間を求めよ．
問題 8 (⋆) P (z) = a0z

n+a1z
n−1+ · · ·+an ∈ C[z]を複素数係数の多項式で，n ≥ 1,

a0 ̸= 0とする．P を写像 P : C → Cとみなす．π± : S
2 \ {(0, 0,±1)} → R2 ∼= Cを

(0, 0,±1)からの立体射影とする．つまり π±(x, y, z) = (x+ iy)/(1∓ z)と定める（複
号同順）．ここで写像 FP : S

2 → S2を

FP (x, y, z) =

{
(π−1

+ ◦ P ◦ π+)(x, y, z) (x, y, z) ̸= (0, 0, 1)のとき
(0, 0, 1) (x, y, z) = (0, 0, 1)のとき

と定める．FP の (0, 0, 1)の周りでの座標表示 π− ◦ FP ◦ π−1
− が

{z ∈ C | a0 + a1z + · · ·+ anz
n ̸= 0}

上で定義されることを確認し，π− ◦ FP ◦ π−1
− を具体的に計算せよ．

定義　 i ∈ {1, 2}に対してMi ⊂ RNiをmi次元多様体とする．C∞級写像 F : M1 →
M2の点 p1 ∈ M1での微分（接写像）dFp1 : Tp1M1 → Tp2M2は以下の可換図式を満
たす線形写像である．ただし p2 = F (p1)であり，ϕi : Vi

∼=−→ Ui ⊂ Miは ϕi(xi) = pi
を満たすパラメータ付け．

Tp1M1
dpF // Tp2M2

Rm1

(Dϕ1)x1
∼=
OO

D(ϕ−1
2 ◦F◦ϕ1)x1

// Rm2

(Dϕ2)x2
∼=
OO

問題 9 (⋆) 上の定義においてM1がRN1の開集合であるとき，dFp1は方向微分DFp1

と一致することを確かめよ．
問題 10 (⋆) 開区間 (a, b)から多様体M ⊂ RN への C∞級写像 c : (a, b) → M をM

上の C∞級曲線という．cの微分 dct : R = Tt(a, b) → Tc(t)M による 1 ∈ Rの像は
dc
dt
(t)に一致することを確かめよ．これを速度ベクトルという．さらに任意の接ベク
トル v ∈ TpM は点 pを通る C∞級曲線の速度ベクトルとして得られることを示せ．
つまり，あるC∞写像 cv : (−ϵ, ϵ) → Mが存在して cv(0) = p, dcv

dt
(0) = vが成立する．

問題 11 M ⊂ RN を多様体とする．TM = {(p, v) ∈ RN × RN | p ∈ M, v ∈ TpM}
は多様体であることを示せ．TM を接ベクトル束という．
問題 12 M1,M2 ⊂ RN を多様体とする．任意の点 p ∈ M1 ∩ M2について TpM1 +

TpM2 = RN が成り立つとき，M1 ∩M2は多様体であることを示せ．
問題 13 M = {N ∈ Mn(R) | Nn−1 ̸= 0, Nn = 0}は多様体であることを示し，M に
属する Jordan標準形の行列N0（ただ一つある）での接空間を求めよ．
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幾何学入門演習　No.11 解答例　
問題 1 (1) F (x, y, z) = cos x + cos y + cos z とおくとき，X1 = {(x, y, z) ∈ R3 |
F (x, y, z) = 0}である．多様体であることを示すには任意の (x, y, z) ∈ X1に対して
DF(x,y,z) 6= 0を示せばよい．もしDF(x,y,z) = 0であれば，

(JF )(x,y,z) = (− sin x,− sin y,− sin z) = (0, 0, 0)

であるから，x = n1π, y = n2π, z = n3πを満たす ni ∈ Zが存在する．このとき
F (x, y, z) = (−1)n1 + (−1)n2 + (−1)n3であり，これは奇数であるから 0にはならな
い．従って (x, y, z) /∈ X1. 以上よりX1は多様体である．
(x, y, z) ∈ X1での接空間はKer(DF(x,y,z))で与えられるから，

T(x,y,z)X1 = {(u, v, w) ∈ R3 | u sin x+ v sin y + w sin z = 0}

(2) 写像 ϕ : R2 \ {(0, 0)} → X2を ϕ(x, y) = (y3, xy2, x2y, x3)と定める．ϕがパラ
メータ付けの条件を満たすことを示そう．まず，ϕ : R2 \ {(0, 0)} → X2が全単射で
あることは容易にわかる．次に ϕの逆写像 ϕ−1 : X2 → R2 \ {(0, 0)}がC∞級である
ことを示そう．開集合Ui = {(a1, a2, a3, a4) ∈ R4 : ai 6= 0}を考えると．X2の定義よ
りX2 ⊂ U1 ∪ U4である．ここで写像 ψi : Ui → R2 \ {(0, 0)}, i ∈ {1, 4}を

ψ1(a1, a2, a3, a4) = (a
− 2

3
1 a2, a

1
3
1 ) a1 6= 0

ψ4(a1, a2, a3, a4) = (a
1
3
4 , a3a

− 2
3

4 ) a4 6= 0

と定めるとこれはC∞級関数であり，(x, y) ∈ ϕ−1(Ui)のときに ψi(ϕ(x, y)) = (x, y)

であることは容易に確かめられる．従ってX2 ∩ U1上では ϕ−1は ψ1の制限であり，
X2 ∩ U4上では ϕ−1は ψ2の制限となっている．従って ϕ−1はC∞級であり，ϕは微
分同相写像である．
写像 ϕの微分Dϕ(x,y)は次のヤコビ行列で表現される．

(Jϕ)(x,y) =


0 3y2

y2 2xy

2xy x2

3x2 0


点 (y3, xy2, x2y, x3) ∈ X2での接空間はDϕ(x,y) : R2 → R4の像で与えられるから，

T(y3,xy2,x2y,x3)X2 =

a


0

y2

2xy

3x2

+ b


3y2

2xy

x2

0


∣∣∣∣∣ a, b ∈ R


(3) F : R4 → R2をF (x, y, z, w) = (xyzw− 1, x2 + y2 + z2 +w2 − 8)とおく．この

ときX3 = {(x, y, z, w) ∈ R4 | F (x, y, z, w) = 0}である．(x, y, z, w) ∈ X3に対して
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DF(x,y,z,w) : R4 → R2が全射であることを示せばよい．つまり，

(JF )(x,y,z,w) =

(
yzw xzw xyw xyz

2x 2y 2z 2w

)

のランクが 2であることを示せばよい．x2 + y2 + z2 + w2 = 8より第 2行はゼロで
はない．従ってもしランクが 1以下であれば

(yzw, xzw, xyw, xyz) = λ(x, y, z, w)

を満たす λ ∈ Rが存在する．このとき

1 = xyzw = λx2 = λy2 = λz2 = λw2

であるから
8λ = λ(x2 + y2 + z2 + w2) = 4

従って λ = 1/2．これから x2 = y2 = z2 = w2 = 2．このとき，1 = x2y2z2w2 = 24と
なって矛盾である．従ってX3は多様体である．
点 (x, y, z, w) ∈ X3での接空間はKerDF(x,y,z,w)で与えられるから，

T(x,y,z,w)X3 =



a

b

c

d


∣∣∣∣∣
(
yzw xzw xyw xyz

2x 2y 2z 2w

)
a

b

c

d

 =

(
0

0

)
問題 2 GL(n,R) ⊂Mn(R)はMn(R)上の連続関数A 7→ det(A)が消えない点の集合
であるから，Mn(R)の開集合である．従って n2次元多様体である．実際，そのパラ
メータ付けは恒等写像 id : GL(n,R) → GL(n,R)で与えられる．また In ∈ GL(n,R)
での接空間はD idIn = idMn(R) : Mn(R) →Mn(R)の像，すなわちMn(R)全体である．

問題 3 V ⊂ RN をm次元部分ベクトル空間とする．v1, . . . , vmを V の基底とする．
写像 ϕ : Rm → V を ϕ(x1, . . . , xm) = x1v1 + · · ·+ xmvmと定める．ϕがパラメータ付
けの条件を満たすことを示そう．行列 (v1, . . . , vm)のランクはmなので，必要なら
RN の座標の順番を入れ替えて，この行列の最初のm行からなる部分行列

A =

v1,1 vm,1

. . .

v1,m vm,m


は正則行列であるとしてよい．但し vi =

t(vi,1, . . . , vi,N)とした．ϕの逆写像 g : V →
Rmは

g(x1, . . . , xN) = A−1

x1
...

xm


2



で与えられる．これは明らかにRN からRmへの線形写像の V への制限となってい
るから，gは C∞級である．以上より ϕは微分同相写像であるから，パラメータ付
けの条件を満たし，V は多様体となる．最後に p ∈ V での接空間は ϕ(x) = pとなる
x ∈ Rmをとるとき，

TpV = Im(Dϕx : Rm → RN) = Im(ϕ : Rm → RN) = V

で与えられる．

問題 4 写像F : S2 → R6はF (p) = F (−p)を満たすため，連続写像F : S2/ ∼→ R6

を誘導する．F は単射であることを示す．F (x, y, z) = F (x′, y′, z′)であるとする．
x2 = x′2, y2 = y′2, z2 = z′2より ϵ1, ϵ2, ϵ3 ∈ {−1, 1}が存在して

x′ = ϵ1x, y′ = ϵ2y, z′ = ϵ3z.

(x, y, z) ∈ S2より x, y, zのうち少なくとも一つはゼロではない．もし x 6= 0とする
と，xy = x′y′, xz = x′z′より ϵ1ϵ2 = 1, ϵ1ϵ3 = 1が分かる．従って ϵ1 = ϵ2 = ϵ3であ
り，(x, y, z) ∼ (x′, y′, z′)．y 6= 0, z 6= 0のときも同様である．以上より F は単射で
あることが分かった．F : S2/ ∼→M = F (S2)は全単射連続写像であり，S2/ ∼は
コンパクト，M = F (S2)はハウスドルフであるから，同相写像である．

問題 5 π : S2 → S2/ ∼は開写像である．実際，任意の開集合 U ⊂ S2 に対して
π−1(π(U)) = U∪(−U)は開集合なのでπ(U)は開集合である．従ってF = F ◦π : S2 →
M も開写像となる．ただし，F : S2/∼

∼=−→ M は前問の解答で得られた同相写像で
ある．
S2 の座標（パラメータ付け）ϕ : V → S2, V := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1},

ϕ(x, y) = (x, y,
√

1− x2 − y2)を考える．このときF ◦ϕ : V →MはM = F (S2)のパ
ラメータ付けを与えることを示そう．まず，U := ϕ(V ) ⊂ S2は開集合で，Fは開写像
であることからF ◦ϕ(V ) = F (U)はMの開集合である．またF ◦ϕ(x, y) = F ◦ϕ(x′, y′)
であれば，F ◦ ϕ = F ◦ π ◦ ϕであり F は全単射であることから，π(ϕ(x, y)) =

π(ϕ(x′, y′))．ϕ(x, y)と ϕ(x′, y′)の z 成分は正であるから ϕ(x, y) = ϕ(x′, y′)となり
(x, y) = (x′, y′)．従って F ◦ ϕは単射である．最後に，F ◦ ϕの逆写像がC∞級であ
ることを示せばよい．写像 ψ : {(a1, a2, a3, a4, a5, a6) ∈ R6 | a3 6= 0} → R2を

ψ(a1, a2, a3, a4, a5, a6) = (a6a
− 1

2
3 , a5a

− 1
2

3 )

と定めるとこれは明らかに C∞級．また ψの定義域は F ◦ ϕ(U)を含み，ψ ◦ (F ◦
ϕ)(x, y) = (x, y) であることは容易に確かめられる．従って F ◦ ϕの逆写像は ψの
制限であり，(F ◦ ϕ)−1 : F ◦ ϕ(V ) → V は C∞級写像である．以上によって F ◦ ϕ
はパラメータ付けを与える．同様に S2の他の座標 ϕ′(y, z) = (

√
1− y2 − z2, y, z),

ϕ′′(x, z) = (x,
√
1− x2 − z2, z)を考えることにより，パラメータ付け F ◦ ϕ′, F ◦ ϕ′′

が得られる．これらのパラメータ付けはM を覆うため，M はC∞級多様体である．
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最後に接空間を計算する．(x, y, z) ∈ S2とし，z > 0とするとき，点 F (x, y, z) =

F (ϕ(x, y))での接空間はD(F ◦ ϕ)(x,y) : R2 → R6の像で与えられる．それは

(2xz, 0,−2xz, yz,−xy, z2 − x2), (0, 2yz,−2yz, xz, z2 − y2,−xy)

で張られる 2次元部分空間である．このベクトル空間は

(2xy,−2xy, 0, y2 − x2,−xz, yz)

も含んでいる．一般の点 (x, y, z) ∈ S2に対しては，F (x, y, z)での接空間はこれら 3

つのベクトルで生成される 2次元部分空間となる（詳細略）．

問題 6 P−1V P が上三角行列になる複素係数行列 P ∈ GL(n,C)をとる．

P−1V P =

λ1 ∗ ∗
. . . ∗

λn


このとき，

lim
t→0

det(In + tV )− 1

t
= lim

t→0

det(P−1(In + tV )P )− 1

t

= lim
t→0

det(In + tP−1V P )− 1

t

= lim
t→0

(1 + λ1t)(1 + λ2t) · · · (1 + λnt)− 1

t

=λ1 + · · ·+ λn

=tr(P−1V P ) = tr(V )

(別解)　 det(In + tV )を tの多項式に展開したときの tの 1次の項の係数が tr(V )に
なることを観察する．

問題 7 関数 F : Mn(R) → Rを F (A) = detA − 1とすると，F は C∞ 級関数で
SL(n,R) = {A ∈Mn(R) | F (A) = 0}. A ∈ SL(n,R)に対して，

F (A+ tV ) = det(A+ tV ) = detA · det(In + tA−1V ) = det(In + tA−1V )

が成立する．これを tで微分することにより，前問の結果を用いると，

DFA(V ) = tr(A−1V )

が得られる．特にDFA(A) = n 6= 0より，DFAは全射である．従って SL(n,R)は
多様体である．また Inでの接空間は TInSL(n,R) = Ker(DFIn) = {A ∈ Mn(R) |
tr(A) = 0}．
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問題 8 π± : S
2 \ {(0, 0,±1)} → Cは全単射であり，その逆写像は

π−1
± (x+ iy) =

(
2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
,±x

2 + y2 − 1

1 + x2 + y2

)
で与えられる．π±の間の座標変換は z 6= 0に対して

π+π
−1
− (z) = π+

(
2x

1 + |z|2
,

2y

1 + |z|2
,
1− |z|2

1 + |z|2

)
=
x+ iy

|z|2
=

1

z

π−π
−1
+ (z) =

1

z

となる．これらを使って問題の写像 (π− ◦ FP ◦ π−1
− )(x + iy)を計算する．まず z =

x+ iy 6= 0のとき，π−1
− (z) 6= (0, 0, 1)であるから FP の定義の前半が適用できて，

FP (π
−1
− (z)) = (π−1

+ ◦ P ◦ π+)(π−1
− (z))

= π−1
+ P (1/z)

= π−1
+

(
1

zn
(a0 + a1z + · · ·+ anz

n)

)
となる．従って a0 + a1z + · · · + anz

n 6= 0のとき，FP (π
−1
− (z)) 6= (0, 0,−1)であり，

これは π−の定義域に入る．このとき，

(π− ◦ FP ◦ π−1
− )(z) = π−1

− π+

(
1

zn
(a0 + a1z + · · ·+ anz

n)

)
=

zn

a0 + a1z + · · ·+ anzn

となる．また z = 0のとき，π−1
− (z) = (0, 0, 1)より，FP の後半の定義を適用して

FP (π
−1
− (0)) = (0, 0, 1)

これはπ−の定義域に入り，(π−◦FP ◦π−1
− )(0) = 0. 以上から，a0+a1z+· · ·+anzn 6= 0

を満たす任意の z ∈ Cに対して

(π− ◦ FP ◦ π−1
− )(z) =

zn

a0 + a1z + · · ·+ anzn

問題 9 M1 ⊂ RN1 が開集合のとき，M1の恒等写像 idM1 : M1 → M1がパラメータ
付けを与え，TpM1 = Im((D idM1)p) = RN1 となる．定義より dFp ◦ (D idM1)p は
F = F ◦ idM1の方向微分に等しい．つまり，dFpは方向微分DFpと等しい．

問題 10 前問より，c : (a, b) →M の微分は cの方向微分に等しく，それは 1 ∈ R =

Tt(a, b)を dc
dt
(t)に写す．

任意の接ベクトルv ∈ TpMをとる．pの周りのパラメータ付けϕ : V →M , x0 ∈ V ,

ϕ(x0) = pをとる．ここで V は Rm の開集合である．接空間の定義により，ある
(w1, . . . , wm) ∈ Rmが存在して，v = Dϕx0(w1, . . . , wm)の形に書くことができる．曲
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線 c : (−ϵ, ϵ) →Mを c(t) = ϕ(a+ t(w1, . . . , wm))とおく．ϵが十分小さければ c(t)は
定義されており，C∞級である．合成関数の微分法より，

dc

dt
(0) =

m∑
i=1

∂ϕ

∂xi
(x0)wi = Dϕx0(w1, . . . , wm) = v

以上より示された．

問題 11 m次元多様体M の各点 p ∈ M に対して，pの開近傍W ⊂ RN とW 上
の C∞ 級関数 f : U → RN−m が存在してM ∩ W = {x ∈ W | f(x) = 0}かつ
Dfp : RN → RN−mは全射となる．必要ならW を小さく取り直して任意の x ∈ W に
対してDfxが全射であると仮定してよい（何故か？）．このとき，任意のx ∈M ∩W
に対して

TxM = Ker(Dfx : RN → RN−m)

となる．従って

TM ∩ (W × RN) = {(x, v) ∈ W × RN | F (x, v) = 0}

となる．ここで F : W × RN → RN−m × RN−mを F (x, v) = (f(x), Dfx(v))とおい
た．F のヤコビ行列は

(JF )(x,v) =

(
(Jf)x 0

∗ (Jf)x

)
の形をしており，(Jf)xのランクはN −mであるから，このランクは 2(N −m)と
なる．従ってDF(x,v) : R2N → R2(N−m)は全射であり，TM は 2m次元の多様体であ
ることが分かる．

問題 12 まず次の補題から始める．
補題：線形写像 F1 : W → V1, F2 : W → V2は全射でKer(F1) + Ker(F2) = W なら，

(F1, F2) : W → V1 ⊕ V2, w 7→ (F1(w), F2(w))

も全射である．
(補題の証明)：任意の (v1, v2) ∈ V1⊕V2をとる．Fiは全射なので，あるwi ∈ W が存
在して，Fi(wi) = viが満たされる．ここでw1 −w2 ∈ W = Ker(F1) +Ker(F2)より，
w1−w2 = u1−u2を満たすui ∈ Ker(Fi)が存在する．ここでw := w1−u1 = w2−u2
とおくとき，

F1(w) = F1(w1 − u1) = F1(w1) = v1, F2(w) = F2(w2 − u2) = F2(w2) = v2

が成り立つ．従って (F1, F2)(w) = (v1, v2)である．
以下，問題の解答に入る．M1,M2 ⊂ RNは多様体であるから，任意の点p ∈M1∩M2

に対して pの開近傍 U ⊂ RN 及び C∞級関数 fi : U → RN−mi , i = 1, 2が存在して，
Mi ∩ U = {x ∈ U | fi(x) = 0}および dpfi : RN → RN−mi は全射，が成立する．こ
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のとき，TpMi = Ker((Dfi)p : RN → RN−mi)である．f = (f1, f2) : U → R2N−m1−m2

と定義すると，
M1 ∩M2 ∩ U = {x ∈ U | f(x) = 0}

であり，Dfp = ((Df1)p, (Df2)p)，Ker(Df1)p +Ker(Df2)p = TpM1 + TpM2 = RN ゆ
え，補題からDfp : RN → R2N−m1−m2 は全射．従ってM1 ∩M2はm1 +m2 −N 次
元多様体である．

問題 13 M に属する行列の Jordan標準形は全て

N0 =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
. . . . . .

0 0 1

0 · · · 0


であることは容易に分かる．

M = {N ∈Mn(R) | tr(N) = tr(N2) = · · · = tr(Nn) = 0, Nn−1 6= 0}

であることを示そう．M の元の Jordan標準形がN0であり，トレースは共役で変わ
らないことから，Mの元が右辺に含まれることは明らかである．一方，右辺の元N

に対して，N の固有多項式を∏n
i=1(x− λi)とするとき，N の三角化を行うことによ

り，0 = tr(Nk) = λk1 + · · · + λkn, 1 ≤ k ≤ nであることが分かる．従って λ1, . . . , λn

の基本対象式も全て消えており，固有多項式は xn．つまりNの固有値は 0のみ．条
件Nn−1 6= 0からN の Jordan標準形はN0であり，N はM に属する．
Mn(R)の開集合を U = {X ∈ Mn(R) | Xn−1 6= 0}と定める．ここで f : U → Rn

を f(X) = (tr(X), . . . , tr(Xn))と定める．M = {X ∈ U | f(X) = 0}である．M が
多様体であることを示すには，X ∈M に対してDfX が全射であることを示せば十
分である．直接計算より

DfX(V ) = (tr(V ), 2 tr(XV ), . . . , n tr(Xn−1V ))

であることが分かる．Mn(R)上の 2次形式

(A,B) = tr(tAB)

は正定値内積であって，DfX(V )は In, 2 · tX, . . . , n · t(Xn−1)と V との内積として与
えられる．従ってこれらの行列がR上一次独立であることを示せば十分である．X
は Jordan標準形N0と共役であるから，In, 2 · tN0, . . . , n · t(Nn−1

0 )が 1次独立である
ことを示せば十分である．しかしこれは明らか．以上によりM は n2 − n次元多様
体であることが分かった．
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最後に TN0M = Ker(DfN0)を計算すると，

TN0M = {V ∈Mn(R) | tr(V ) = tr(V N0) = · · · = tr(V Nn−1
0 ) = 0}

=




v11 ∗ ∗ · · · ∗
v21 v22 ∗ ∗
v31 v32 v33 ∗

. . .
...

vn1 vn2 · · · vnn



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v11 + v22 + · · ·+ vnn = 0,

v21 + v32 + · · ·+ vn,n−1 = 0,
...

vn1 = 0


となる．
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以下の問題を解いて，授業終了時に演習用紙を提出してください．問題が解けな
いときは，授業内容のまとめや復習，授業や問題についての質問を書いてもかまい
ません．本演習の TAが採点と添削を行います．真面目に取り組んでいると判断で
きる場合は点数（1点）をつけます．また，授業中に黒板で解答を発表することも
できます．(⋆)は基本的な問題です．

問題 1 (⋆) 多様体M1 ⊂ RN1 , M2 ⊂ RN2に対してM1 ×M2 ⊂ RN1 × RN2も多様体
である（演習問題No.10の問題 11）．点 (p1, p2) ∈ M1 ×M2での接空間は Tp1M1 ×
Tp2M2 ⊂ RN1 × RN2に等しいことを示せ．

問題 2 (⋆) M ⊂ RN を多様体とする．包含写像 i : M → RN はC∞級写像であるこ
とを示し，任意の点 p ∈ M に対して，dip : TpM → TpRN = RN も包含写像である
ことを示せ．（この授業では TpMはRN の部分ベクトル空間として定義されていた．）

問題 3 (⋆) 2次元球面 S2の点 p = ( 1√
2
,− 1√

2
, 0)での接ベクトル (u, v, w)に対して

C∞級曲線 c : (−ϵ, ϵ) → S2で c(0) = p, dc
dt
(0) = (u, v, w)となるものを一つ与えよ．

問題 4 (⋆) S1 ⊂ Cを絶対値 1の複素数全体の集合とする．これは多様体である．写
像 F : S1 → S1を F (z) = zmと定義する．Cの部分空間として T1S

1 = iRであるこ
とを示し，写像 dF1 : T1S

1 → T1S
1を求めよ．

問題 5 (⋆) C∞ 級多様体の間の写像 F : M1 → M2 が C∞ 級微分同相（diffeomor-

phism）であるとは，F が C∞級写像であって，全単射であり，F−1 : M2 → M1も
C∞級であることをいう．F が微分同相であれば，dFp : TpM1 → TF (p)M2は同型で
あることを示せ．このことから微分同相な多様体の次元が等しいことを導け．

問題 6 (多様体に対する逆関数定理 ⋆) 多様体の間の写像F : M1 → M2が点 p ∈ M1

の近傍で C∞ 級であり，dFp : M1 → M2 が同型であるとする．このとき点 pの開
近傍 U ⊂ M1 と点 F (p)の開近傍 V ⊂ M2 が存在して，F (U) ⊂ V であり，写像
F |U : U → V は微分同相写像となることを示せ．

問題 7 (⋆) S2 ⊂ R3上の関数 f : S2 → R, f(x, y, z) = z2の臨界点を全て求めよ．

問題 8 (⋆) S2 ⊂ R3上の関数 f : S2 → R, f(x, y, z) = xyzの臨界点を全て求めよ．

問題 9 (⋆) M1 ⊂ RN1, M2 ⊂ RN2 を多様体とする．F : M1 → M2を C∞級写像と
する．点 p ∈ M1のRN1 における開近傍 U 上で F |U∩M1 が C∞級写像 F̃ : U → RN2

に拡張されるとする（C∞級写像の定義によりそのような拡張が十分小さなU 上で
存在する）．このとき dFp = DF̃p|TpM1を示せ．

問題 10 (⋆) A ∈ O3(R)を 3次直交行列とする．Aの定める写像 fA : S
2 → S2,

fA(x) = Ax の点 p ∈ S2での微分 (dfA)p : TpS
2 → TfA(p)S

2を求めよ．
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問題 11 (⋆) 写像 F : S2 × S2 → R3を F (x, y) = x × yと定める．ここで×は 3次
元ベクトルの外積である．この写像の臨界値を全て求めよ．

問題 12 直交群On(R)上の関数 f(A) = tr(A)は C∞級であることを示し，その臨
界点を全て求めよ．

問題 13 (⋆) 多様体M 上のC∞級関数の臨界点の集合は（M の相対位相に関して）
閉集合であることを示せ．

問題 14 (⋆) C∞級写像 S2 → R2は必ず臨界点を持つことを示せ．

問題 15 M1, M2をm次元コンパクト多様体，F : M1 → M2をC∞級写像とする．F
の正則値の集合をU ⊂ M2とする．UはM2の開集合であって，F |F−1(U) : F

−1(U) →
U は被覆写像であることを示せ．

問題 16 (代数学の基本定理) P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · · + an ∈ C[z]を複素数係
数の多項式，n ≥ 2, a0 ̸= 0とする．演習 No.11の問題 8より，P は C∞ 級写像
FP : S

2 → S2を定める．FP の正則値の集合を U ⊂ S2とする．

(a) FP の臨界点の集合を決定し，それが有限集合であることを示せ．

(b) q ∈ U に対して F−1
P (q)は有限集合であり，その個数は qによらないことを示

せ（前問の結果を用いる）．

(c) P (z) = 0を満たす z ∈ Cが存在することを示せ．

問題 17 (正則値定理 ⋆) F : M1 → M2を C∞級多様体の間の C∞級写像とし，q ∈
M2をF の正則値とする．F−1(q)は空でなければm1 −m2次元の多様体であること
を示せ．ここでmiはMiの次元である．

問題 18 M ⊂ RN をC∞級多様体とする．Sardの定理を用いて，ほとんどすべての
a ∈ RN に対してM ∩ {x ∈ RN | a · x = 0}は多様体であることを示せ．
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幾何学入門演習　No.12 解答例　
問題 1 ϕi : Vi

∼=−→ Ui ⊂ Miを点 pi ∈ Miの周りのパラメータ付けとする．ここで Vi

はRmiの開集合で，ϕi(xi) = piとする．このときϕ := ϕ1×ϕ2 : V1×V2 → U1×U2 ⊂
M1×M2はM1×M2のパラメータ付けを与える．（このことは簡単に証明できるため
ここでは省略する．ϕ1×ϕ2とその逆写像がC∞級であることを示せばよい．）従って

T(p1,p2)(M1 ×M2) = Im(Dϕ(x1,x2) : Rm1 × Rm2 → RN1 × RN2)

= Im((Dϕ1)x1 × (Dϕ2)x2 : Rm1 × Rm2 → RN1 × RN2)

= Tp1M1 × Tp2M2.

問題 2 i : M → RN はC∞級写像 id : RN → RN のM への制限であるからC∞級で
ある．
ϕ : V → M を ϕ(x0) = pを満たすパラメータ付けとする．ここで x0 ∈ V であり，

V はRmの開集合．dipは次の可換図式によって定義されていた．

TpM
dip // TpRN = RN

Rm

Dϕx0

OO

D(i◦ϕ)x0

55lllllllllllllll

ここで i ◦ ϕ = ϕであるから，明らかにDϕx0(v) = D(i ◦ ϕ)x0(v), ∀v ∈ Rmである．
Dϕx0 : Rm → TpM は同型写像なので，dip : TpM → RN は包含写像である．

問題 3 点p = ( 1√
2
,− 1√

2
, 0) ∈ S2の近傍のパラメータ付けをϕ(y, z) = (

√
1− y2 − z2, y, z)

で定めよう．曲線 c(t)を

c(t) = ϕ

(
− 1√

2
+ vt, wt

)
と定める．十分小さい ϵ > 0に対して，c(t)は (−ϵ, ϵ)上でwell-definedであり，C∞

級曲線を定める．また c(0) = pは明らかであり，
dc

dt
(0) = (v, v, w)

となる．また (u, v, w)は点p = ( 1√
2
,− 1√

2
, 0)での接ベクトルであるから，p ⊥ (u, v, w)．

従って u = vであり，上のベクトルは (u, v, w)に等しい．

問題 4 1 ∈ S1の周りでのパラメータ付けをϕ : (−π
2
, π
2
) → S1, ϕ(θ) = eiθ = (cos θ, sin θ)

で定める．パラメータ付けの微分は

Dϕθ(v) = v
d

dθ
eiθ = iveiθ

で与えられる．従ってDϕ0(v) = ivであり，T1S
1 = Im(Dϕ0) = iRであることが分

かる．また，F (z) = zmの座標表示は θ = 0の近くで定義され，

F̂ (θ) = ϕ−1 ◦ F ◦ ϕ(θ) = mθ

1



で与えられる．この写像の方向微分はDF̂θ(v) = mvで与えられる．可換図式

T1S
1 dF1 // T1S

1

R

Dϕ0 ∼=

OO

DF̂0 // R

Dϕ0∼=

OO

およびDϕ0(v) = ivより，dF1(iv) = imvとなることが分かる．

問題 5 多様体の間の写像に関する chain ruleより，

dFp ◦ d(F−1)F (p) = d(F ◦ F−1)F (p) = id

d(F−1)F (p) ◦ dFp = d(F−1 ◦ F )p = id

つまりd(F−1)F (p) : TF (p)M2 → TpM1はdFp : TpM1 → TF (p)M2の逆写像である．従っ
て dFp : TpM1 → TF (p)M2は同型であり，ベクトル空間 TpM1, TF (p)M2は同じ次元を
持つ．よって dimM1 = dimTpM1 = dimTF (p)M2 = dimM2.

問題 6 点 pとF (p)の周りのパラメータ付けϕ1 : V1

∼=−→ U1 ⊂ M1, ϕ2 : V2

∼=−→ U2 ⊂ M2

をとる．ここで，a1 ∈ V1に対して ϕ1(a1) = p，a2 ∈ V2に対して ϕ2(a2) = F (p)とす
る．F は点 pの近傍でC∞級であるから，必要なら pの近傍U1を小さく取り直して
F (U1) ⊂ U2であり，F̂ = ϕ−1

2 ◦F ◦ϕ1 : V1 → V2はC∞級としてよい．dFp : M1 → M2

が同型であるから，
DF̂a1 : Rm1 → Rm2

も同型である．逆写像定理より点a1の開近傍V ′
1 ⊂ V1と点a2の開近傍V ′

2 ⊂ V2が存在
して，F̂ (V ′

1) = V ′
2かつ F̂ : V ′

1 → V ′
2は微分同相写像となる．U = ϕ1(V

′
1), V = ϕ2(V

′
2)

とすればこれらは各々M1,M2の開集合であって，F |U : U → V は微分同相写像の
合成

F |U = (ϕ2|V ′
2
) ◦ (F̂ |V ′

1
) ◦ (ϕ1|V ′

1
)−1

で与えられるため，微分同相写像である．

問題 7 p = (x, y, z) ∈ S2をとる．z > 0なら，pの周りのパラメータ付けϕ : {(x, y) ∈
R2 | x2 + y2 < 1} → S2，f(x, y) = (x, y,

√
1− x2 − y2)を考える．

f ◦ ϕ(x, y) = 1− x2 − y2, J(f ◦ ϕ)(x,y) = (−2x,−2y)

であり，rank(J(f ◦ ϕ)(x,y)) = 0なら x = y = 0となる．従って z > 0の範囲で f の
臨界点は (0, 0, 1)だけである．z < 0のときも同じ計算により臨界点は (0, 0,−1)だ
けであることが分かる．
次に z = 0の場合を考える．x > 0と仮定する．pの周りのパラメータ付けを

ϕ : {(y, z) ∈ R2 | y2 + z2 < 1} → S2，ϕ(y, z) = (
√

1− y2 − z2, y, z)とする．この
とき

f ◦ ϕ(y, z) = z2, J(f ◦ ϕ)(y,z) = (0, 2z)

2



であるから，z = 0のとき rank(J(f ◦ ϕ)(y,z)) = 0．つまりすべての点 (x, y, 0) ∈ S2,

x > 0は f の臨界点である．x < 0, y > 0, y < 0の場合も同じ計算をすればす
べての点 (x, y, 0) ∈ S2は f の臨界点である．よって f の臨界点全体は {(x, y, 0) ∈
S2} ∪ {(0, 0, 1), (0, 0,−1)}
（別解） 立体射影の逆写像 π−1

± : R2 → S2を S2のパラメーター付けとする．こ
こで

π−1
± (x, y) =

(
2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
,±x2 + y2 − 1

1 + x2 + y2

)
であった．f(x, y, z) = z2のS2\{(0, 0, 1)}における臨界点を探す．これは，g : R2 →
R, g(x, y) = f ◦ π−1

+ (x, y) =
(

x2+y2−1
x2+y2+1

)2
の臨界点を探すことに等しい．つまり臨界

点は
∂g

∂x
=

8x(x2 + y2 − 1)

(x2 + y2 + 1)3
= 0,

∂g

∂y
=

8y(x2 + y2 − 1)

(x2 + y2 + 1)3
= 0

を解いて得られる．これを満たす (x, y)は (x, y) = (0, 0)および x2 + y2 = 1となる
点である．これを π+で引き戻すと，臨界点は (0, 0,−1)および赤道 z = 0．
S2\{(0, 0,−1)}でも同様に考えて，fの臨界点は (0, 0, 1), (0, 0,−1), {(x, y, z) ∈ S2 |

z = 0}である．

問題 8 S2 ∩ {z > 0}のパラメータ付け ϕ : {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} → S2，
ϕ(x, y) = (x, y,

√
1− x2 − y2)をとる．f ◦ ϕ(x, y) = xy

√
1− x2 − y2の臨界点を求

める．方程式
∂(f ◦ ϕ)

∂x
=

y(1− 2x2 − y2)√
1− x2 − y2

= 0,
∂(f ◦ ϕ)

∂y
=

x(1− x2 − 2y2)√
1− x2 − y2

= 0

を x2 + y2 < 1の範囲で解いて (x, y) = (0, 0), (±
√
3
3
,±

√
3
3
)を得る．これらは S2上の

臨界点 (0, 0, 1), (±
√
3
3
,±

√
3
3
,
√
3
3
)を与える．他のチャートでも同様に考えると，f の

臨界点全体は {(0, 0,±1), (0,±1, 0), (±1, 0, 0), (±
√
3
3
,±

√
3
3
,±

√
3
3
)}（複号任意）となる

ことが分かる．
（別解）関数 f : S2 → RはR3上の関数 F : R3 → R, F (x, y, z) = xyzに拡張され
る．i : S2 → R3を包含写像とするとき，f = F ◦ iであるから，各点 p ∈ S2につい
て dfp = dFp ◦ dip．ここで dip : TpS

2 → R3は包含写像であったから，dfp = dFp|TpS2

であることが分かる．また F はユークリッド空間上の関数なので dFp = DFpであ
ることにも注意しておく．従って，p = (x, y, z) ∈ S2に対して

Ker(dfp) = (KerDFp) ∩ TpS
2

= Ker((yz, zx, xy) : R3 → R) ∩ p⊥

= Ker

((
yz zx xy

x y z

)
: R3 → R2

)

3



途中で TpS
2 = p⊥であることを用いた．従って

pは f の臨界点⇐⇒ rank(dfp) < 1

⇐⇒ dimKer(dfp) > 1

⇐⇒ dimKer

((
yz zx xy

x y z

)
: R3 → R2

)
> 1

⇐⇒ rank

((
yz zx xy

x y z

)
: R3 → R2

)
< 2

⇐⇒ ∃λ ∈ R s.t. (yz, zx, xy) = λ(x, y, z).

これが成り立つとき，λx2 = λy2 = λz2 = xyzである．λ ̸= 0ならば x2 = y2 = z2．
x2 + y2 + z2 = 1より x2 = y2 = z2 = 1

3
であり，(x, y, z) = (±

√
3
3
,±

√
3
3
,±

√
3
3
)

（複号任意）のいずれかとなる（またこの時 λ = xyz/x2 = xyz/y2 = xyz/z2 に
対して上の条件が成り立つ）．また λ = 0 のとき，xy = yz = zx = 0 であ
る．x ̸= 0ならば y = z = 0より (x, y, z) = (±1, 0, 0)．同様に y ̸= 0ならば
(x, y, z) = (0,±1, 0), z ̸= 0ならば (x, y, z) = (0, 0,±1). 以上により臨界点の集
合は {(0, 0,±1), (0,±1, 0), (±1, 0, 0), (±

√
3
3
,±

√
3
3
,±

√
3
3
)}（複号任意）となる．

（注意）上の計算は xyz−λ(x2+ y2+ z2− 1)/2の臨界点を求めること（Lagrange

の未定乗数法）と同じである．

問題 9 ϕi : Vi

∼=−→ Ui ⊂ Miを p ∈ U1, F (p) ∈ U2を満たすパラメータ付けとする．
ここで Vi は Rmi の開集合である．ϕ1(x1) = p, ϕ2(x2) = F (p)としておく．微分
dFp : TpM1 → TF (p)M2は次の図式を可換にするただ一つの写像として定義された．

TpM1
dFp // TF (p)M2

Rm1

(Dϕ1)x1

OO

DF̂x1 // Rm2

(Dϕ2)x2

OO

ただし，F̂ = ϕ−1
2 ◦F ◦ϕ1は x1 ∈ V1の開近傍で定義されるF の座標表示である．こ

こで
F̃ ◦ ϕ1 = F ◦ ϕ1 = ϕ2 ◦ (ϕ−1

2 ◦ F ◦ ϕ1) = ϕ2 ◦ F̂

であることに注意すると，chain rule から

DF̃p ◦ (Dϕ1)x1 = (Dϕ2)x2 ◦DF̂x1

が分かる．（ここで F̃ がユークリッド空間の開集合上定義される関数であることを
使って，方向微分に対する従来の chain rule を用いた．）従って，可換図式

RN1
DF̃p // RN2

Rm1

(Dϕ1)x1

OO

DF̂x1 // Rm2

(Dϕ2)x2

OO

4



が成立している．このことから dFp = DF̃p|TpM1が従う．
（別解）i : M1 → RN1を包含写像とする．等式

F̃ ◦ i = F

がM1の開集合U ∩M1上成り立つことから，（多様体の間の写像の微分の）chain rule

により
dF̃p ◦ dip = dFp

dip : TpM1 → RN1は包含写像と一致する（問題 2）から，これは dF̃p = dFp|TpM1を
意味する．また dF̃p = DF̃pであることは以前に見た（演習No.11問題 9）．よって
DF̃p = dFp|TpM1である．
問題 10 写像 f̃A : R3 → R3を f̃A(x) = Axで定めると，これは fAの拡張になってい
る．f̃Aは線形写像であるから，Df̃A = f̃Aである．問題 9より，

(dfA)p(v) = (Df̃A)p(v) = f̃A(v) = Av.

問題 11 写像 F は F̃ : R3 ×R3 → R3, F̃ (x, y) = x× yの制限であることに注意する
と，問題 1と問題 9より dF(p1,p2) = DF̃(p1,p2)|T(p1,p2)

(S2×S2) = DF̃(p1,p2)|Tp1S
2×Tp2S

2 で
ある．また u, v ∈ R3に対して

DF̃(p1,p2)(u, v) = u× p2 + p1 × v

であることは容易に分かる．従って (u, v) ∈ R3 × R3と p = (p1, p2) ∈ S2 × S2に対
して

(u, v) ∈ Ker(dFp) ⇐⇒ u ∈ Tp1S
2, v ∈ Tp2S

2, DF̃(p1,p2)(u, v) = 0

⇐⇒ u ⊥ p1, v ⊥ p2, u× p2 + p1 × v = 0

である．R3の正規直交基底 e1, e2, e3を e1 = p1, p2 = ae1 + be2, e3 = e1 × e2となる
ように取る（ここで a2 + b2 = 1）．このとき上の式から (u, v) ∈ Ker(dFp)に対して

u = λe2 + µe3, v = ρ(−be1 + ae2) + δe3

を満たす実数 λ, µ, ρ, δが存在して，
0 = u× p2 + p1 × v = −bµe1 + (aµ− δ)e2 + a(ρ− λ)e3

従って bµ = 0, δ = aµ, a(ρ− λ) = 0となる．以上から

Ker(dFp) =


{(λe2, λ(−be1 + ae2)) | λ ∈ R} a ̸= 0, b ̸= 0のとき
{(λe2, ρ(−be1 + ae2)) | λ, ρ ∈ R} a = 0, b ̸= 0のとき
{(λe2 + µe3, λ(−be1 + ae2) + aµe3) | λ, µ ∈ R} a ̸= 0, b = 0のとき

=


{λ(e2,−be1 + ae2) | λ ∈ R} a ̸= 0, b ̸= 0のとき
{(λe2, ρe1) | λ, ρ ∈ R} a = 0, b ̸= 0のとき
{(λe2 + µe3, a(λe2 + µe3)) | λ, µ ∈ R} a ̸= 0, b = 0のとき

5



と計算できる．dFpは 4次元空間から 3次元空間への線形写像であるから，これが
全射であることとKer dFpの次元が 1であることは同値．従って

dFpが全射でない⇐⇒ p1, p2は平行あるいは直交する．
そのような点 p = (p1, p2)のF による像は S2 ∪ {0} ⊂ R3となる．これが臨界値の集
合である．
問題 12 f : On(R) → Rは線形関数 tr : Mn(R) → Rと包含写像 i : On(R) → Mn(R)
の合成 tr ◦iであるからC∞級である．A ∈ O(n,R)についてAが fの臨界点であるこ
とは，dfA = 0と同値である．dfA = d trA ◦diA = tr ◦diAであるから（ここで trは線
形写像なので d trA = trであることを用いた），これはKer(tr) ⊃ Im diA = TAOn(R)
と同値．On(R)のAでの接空間は授業で見たように（演習No.10の問題 16も見よ）

TAOn(R) = {X ∈ Mn(R) | XTA+ ATX = 0}

で与えられる1．X ∈ TAO(n,R)に対して Y = A−1X = ATXとおくと，Y T + Y =

XTA+ATX = 0であるから，Y は反対称行列である．逆に反対称行列 Y に対して
X = AY とおくとXTA+ ATX = 0を満たすこともわかるから，

TAOn(R) = {AY | Y T + Y = 0}

つまりAが f の臨界点⇔任意の反対称行列 Y に対して tr(AY ) = 0．反対称行列の
空間の基底（(i, j)成分が 1, (j, i)成分が−1，それ以外の成分はゼロ）

Yi,j =

 −1

1


を考える．A = (ai,j)とおくとき tr(AYi,j) = 0 ⇔ aij = ajiゆえ，Aが臨界点である
こととAが対称行列であることとは同値．このときA2 = AAT = Inであるから，A

の固有値は±1のみ．Aは（対称行列なので）R上対角化可能で，固有値±1の固有
空間W±は互いに直交補空間となる．以上より臨界点は次のような記述を持つ．

{A ∈ On(R) | A = AT} = {A ∈ On(R) | A2 = In}

∼=
n⊔

k=0

{W+ ⊂ Rn | dimW+ = k}

問題 13 F : M → RをC∞級関数とする．F の臨界点の集合をC ⊂ M とする．C

の補集合が（相対位相に関して）開集合であることを示そう．そのためには任意の
パラメータ付け f : V → M（ここで V はRmの開集合）に対して，f(V ) \Cが開集
合であること，つまり f−1(M \ C)が開集合であることを示せばよい．ここで

f−1(M \ C) =

{
x ∈ V

∣∣∣ (∂(F ◦ f)
∂x1

(x), . . . ,
∂(F ◦ f)

∂xn

(x)

)
̸= 0

}
であるからこれは V の開集合である．

1ここでは行列X の転置行列をXT という記号で表している．
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問題 14 F : S2 → R2をC∞級関数とする．Fの成分を (F1, F2)と書くとき，Fi : S
2 →

Rは連続関数である．S2のコンパクト性から F1はある点 p ∈ S2で最大値を持つ．
このとき pの周りのパラメータ付け f : V → S2に対して f(a) = pとすると，

J(F ◦ f)a =

(
0 0

∗ ∗

)
の形をしているから，p = f(a)は F の臨界点である．

問題 15 M1はコンパクト，M2はハウスドルフであるから，連続写像F : M1 → M2

は固有 (proper)である．実際，任意のコンパクト集合K ⊂ M2は閉であり，F−1(K)

はM1の閉集合，従ってコンパクトである．
またF の臨界点の集合C ⊂ M1は閉であることが問題 13と同様の議論により分か

る（詳細は略する）．従ってC ⊂ M1はコンパクトであり，その像F (C)はコンパク
ト．M2のハウスドルフ性からF (C)は閉である．従って正則値の集合U = M2\F (C)

は開集合である．
固有写像F をF−1(U)に制限した写像F |F−1(U) : F

−1(U) → Uは固有である．演習
No.5の問題 6から，（多様体は局所コンパクトハウスドルフ空間であるから）Fが局所
同相であることが分かればよい．任意の点 x ∈ F−1(U)において，dimM1 = dimM2

であるから，微分 dFx : TxM1 → TF (x)M2は同型写像である．従って逆関数定理（問
題 6）から F は xの開近傍 U と F (x)の開近傍 V の間の微分同相写像を導く．特に
F は局所同相写像である．

問題 16 演習No.11の問題 8にある通り立体射影 π± : S
2 \ {(0, 0,±1)} → R2 = Cを

定める．
(a) FP の S2 \ {(0, 0, 1)}上での座標表示は P (z) = (π+ ◦ FP ◦ π−1

+ )(z)で与えられ
る．従って S2 \ {(0, 0, 1)}上での FP の臨界点は P (z)の臨界点の π−1

+ による像とな
る．また (0, 0, 1)の周りの座標表示は

(π− ◦ FP ◦ π−1
− )(z) =

zn

a0 + a1z + · · ·+ anzn

で与えられた．n ≥ 2, a0 ̸= 0より，この関数の z = 0での微分は 0であるから，対
応する点 π−1

− (0) = (0, 0, 1)は臨界点となる．以上より臨界点は

C = {π−1
+ (z) | P ′(z) = 0} ∪ {(0, 0, 1)}

となり有限集合である．（P ′(z) = 0を満たす zが有限個，という事実の証明には代
数学の基本定理は必要ない．）
(b) FP : S

2 → S2はコンパクト多様体の間のC∞級写像であり，問題 15より，FP

を F−1
P (U)に制限した写像 FP |F−1

P (U) : F
−1
P (U) → U は固有な被覆写像である．特に

q ∈ U に対して F−1
P (q)は（コンパクト離散位相空間なので）有限集合である．(a)

から臨界値の集合も有限であるため，U は S2から有限個の点を除いた集合である．
従って U は連結であり，演習No.5の問題 8より，F−1

P (q)の個数は q ∈ U の取り方
によらない．
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(c) もし π−1
+ (0) = (0, 0,−1) ∈ S2が FP の臨界値であれば，臨界値の定義により

P (z) = 0を満たす zが存在する．q0 = π−1
+ (0)が正則値であるとする．F−1

P (q0) ̸= ∅
を示せばよい．もしF−1

P (q0) = ∅であれば，(b)で示したことから任意の q ∈ Uにつ
いて F−1

P (q) = ∅でなければならない．このとき FP の像は全て臨界値であるから，
有限集合となる．S2は連結なので FP (S

2)は 1点集合となり，従って P は定数関数
となる．これは n ≥ 2, a0 ̸= 0という仮定に反している．

問題 17 q ∈ M2を F : M1 → M2の正則値とする．任意の点 p ∈ F−1(q)に対して p

の開近傍U ⊂ F−1(q)であってRm1−m2の開近傍と微分同相であるものが存在するこ
とを示せばよい．pの周りのパラメータ付けϕ1 : V1

∼=−→ U1 ⊂ M1, qの周りのパラメー
タ付け ϕ2 : V2

∼=−→ U2 ⊂ M2をとる．ここで p ∈ U1, q ∈ U2である．また ϕ1(x1) = p,

ϕ2(x2) = qとする．必要なら U1を小さく取り直して F (U1) ⊂ U2と仮定してよい．
このとき F の座標表示は

F̂ = ϕ−1
2 ◦ F ◦ ϕ1 : V1 → V2

によって与えられる．このときF の微分の定義から，x2 ∈ V2は F̂ の正則値である．
ヤコビ判定法により，F̂−1(x2)はm1 −m2次元多様体である．また

ϕ1|F̂−1(x2)
: F̂−1(x2) → F−1(q) ∩ U1

は全単射であって，微分同相写像の制限であるから微分同相写像となる．特に p ∈
F−1(q) ∩ U1の開近傍であって Rm1−m2 の開近傍と微分同相であるものが存在する．
従って F−1(q)は多様体である．

問題 18 (略解) まず 0 /∈ M のときを考える．N = {(x, a) ∈ M × RN | x · a = 0}
とおくと，これが多様体になることはヤコビ判定法から容易にチェックできる．第
2成分への射影 π2 : N → RN , π2(x, a) = a の正則値 aをとればよい．
次に 0 ∈ M のときは，N ′ = {(x, a) ∈ M × (RN \ T0M

⊥) | x · a = 0}を考え，
π2 : N

′ → RN \ T0M
⊥の正則値をとればよい．
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