
位相幾何学　期末試験
2025年 7月 29日　 10:30 – 12:00

持ち込み不可．携帯電話はかばんに入れ，かばんの口はしっかり閉じること．
問題 1. p : E → Xを位相空間の間の連続写像とする．
(1) pが位相空間 F をファイバーとするファイバー束であることの定義を述べよ．

(2) pが位相空間 F をファイバーとするファイバー束であるとき，pは開写像であ
ることを示せ．

問題 2. p : E → Xを主 S1束とする．
(1) この主 S1束が切断 s : X → Eを持つとする．このとき p : E → X の主 S1束
としての自明化を構成せよ．構成した自明化が主 S1束の同型であることの証
明は不要．

(2) 主 S1束の引き戻し p∗E → Eの Euler類はゼロであることを示せ．（X が多様
体で p : E → X が滑らかな主 S1束のときに de Rham コホモロジーで示して
もよい．）

問題 3. E → S2をランク 2の複素ベクトル束とする．
(1) E → S2は至る所ゼロでない切断を持つ．その理由を説明せよ．（ヒント：例え
ば障害理論を使う．）

(2) c1(E) = 0ならば，Eは自明束であることを示せ．
問題 4. L → CP2を同語反復的複素直線束 (tautological complex line bundle)とす
る．LのファイバーはC3の 1次元部分空間であるから，LはC3をファイバーとす
る自明束C3の部分束とみなせる．Q = C3/Lを商ベクトル束とする．
(1) Qの全Chern類 c(Q)を超平面類 x = −c1(L)の多項式として表せ．

(2) ランク 4の複素ベクトル束 End(Q) = Hom(Q,Q)について，∫
CP2 c2(End(Q))

を計算せよ．

(3) ベクトル束Qは 2つの直線束の和と同型ではないことを示せ．

(4) 射影束 P(Q) → CP2は切断を持たないことを示せ．
問題 5. n ≥ 2とし，k, lを正の整数とする．複素射影空間CPn内の k次の超曲面と
l次の超曲面は必ず交わることを示せ．
ただし，k次の超曲面とは斉次 k次多項式F (x0, . . . , xn) ∈ C[x0, . . . , xn]を用いて，

{[x0, . . . , xn] ∈ CPn | F (x0, . . . , xn) = 0}

の形に書ける部分集合である．



期末試験　解答例と採点基準
配点 問題 5（20点）を除き，各小問 15点で，170点満点．
問題 1: 30点，問題 2: 30点，問題 3: 30点，問題 4: 60点，問題 5: 20点
平均点：90点，中央値（メディアン）：95点

問題 1. (1) 各点 x ∈ Xに対して，xの開近傍 V と同相写像

ϕ : p−1(V ) → V × F

が存在して，π1 ◦ϕ = pが成り立つこと．ただし，π1 : V ×F → V は第 1射影．

(2) U ⊂ Eを開集合とする．全ての y ∈ Uに対して p(y)が p(U)の内点であること
を示せばよい．p(y)の開近傍 V と局所自明化 ϕ : p−1(V ) ∼= V ×F が存在する．
ϕ(U ∩ p−1(V ))は ϕ(y)を含む開集合であるから，ある開集合 V ′ ⊂ V , W ⊂ F

が存在して
ϕ(y) ∈ V ′ ×W ⊂ ϕ(U ∩ p−1(V ))

従って π1 : V × F → V を第 1射影とするとき，p = π1 ◦ ϕを使って

p(y) = π1(ϕ(y)) ∈ V ′ ⊂ π1(ϕ(U ∩ p−1(V ))) = p(U ∩ p−1(V )) ⊂ p(U).

これは p(y)が p(U)の内点であることを示している．
採点基準等 (1) ほとんどの人ができていた．授業ノートでは pの全射性も要求して
いたが，それはあってもなくてもよい．（F ̸= ∅なら自動的に全射になる．）
(2) これも多くの人ができていた．射影 π1 : V × F → V が開写像であることに帰

着していればOK．積の射影が開であることの証明までは要求しない．大域的に積
（自明束）と考えている解答は 5点，局所自明化で覆って議論しているが，積射影が
開であることを使っているのかどうか判定できない答案について，10点としたもの
がある．
問題 2. (1) 切断 s : X → Eに対して，自明化 f : X × S1 → Eを次で定めること

ができる．
f(x, z) = s(x)z

（逆向きの自明化）自明化 g : E → X×S1を次のように定める．e ∈ Eに対し
て e = s(p(e))zを満たす z ∈ S1がただ一つ存在する．このとき g(e) = (p(e), z)

とする．

(2) p∗E = E ×X Eであることに注意する．ここで p∗E → Eは s(e) = (e, e)で与
えられる切断を持つ．従って p∗Eは自明束であり，そのEuler類はゼロである．
(別解): Xを多様体とし，p : E → Xを滑らかな主 S1束とする．Euler類の自
然性から e(p∗E) = p∗e(E)である．一方 ψをE上の接続 1形式，eをE → X

の Euler form とするとき，dψ = −2πp∗e を満たす．従って p∗e(E) = [p∗e]は
de Rham コホモロジーにおいてゼロである．
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採点基準等 (1)はX × S1 → EあるいはE → X × S1のどちらかが構成できてい
ればよい．
問題 3. (1) S2を 3次元単体の境界と同一視して，単体分割しておく．各単体上

ではEは自明であることに注意する．各 0単体 x ∈ S2に対してゼロでない元
ex ∈ Exを選んでおく．これは 0-skeleton上の至る所消えない切断を与える．
C2 \ {0}は弧状連結であることから，この切断は 1-skeleton上の至る所消えな
い切断に拡張できる．さらに π1(C2 \{0}) = π1(S

3) = {1}であることから，こ
の切断は 2-skeleton上の至る所消えない切断に拡張される．従ってE → S2は
至る所消えない切断を持つ．
(同じことの別の説明) S2を二つの円盤D2

+とD2
−を境界に沿って張り合わせ

たものと考える．各円盤の上では Eは自明である．D2
+上での Eの至る所消

えない切断 s+をとる．s+|∂D2
+
= s+|∂D2

−
をD2

−上の自明化について表示する
と，写像 S1 → C2 \ {0}とみなせる．これは定値写像とホモトピックであるか
ら，s+は S2全体の至る所消えない切断に拡張される．

(2) Eは至る所消えない切断を持つので，自明束Cを部分束として持つ．このと
きE ∼= C⊕ (E/C)であり，

c(E) = c(C)c(E/C) = 1 + c1(E/C)

従って，もし c1(E) = 0ならば c1(E/C) = 0．第 1Chern類は複素直線束の同
型類と一対一に対応するから，E/Cは自明束である．すなわちEも自明束で
ある．

採点基準等 (1) 2骨格に切断を拡張するとき，π1(C2 \ {0}) = {1}（に相当する事
実）に言及がない答案は 5点．「Euler類がゼロだから，至る所ゼロでない切断が存
在する」と議論している答案は 0点．（至る所ゼロでない切断があれば Euler類は消
えるが，その逆は言えない．）
問題 4. (1) 完全列

0 → L→ C3 → Q→ 0

より c(L)c(Q) = 1である．従って
c(Q) =

1

c(L)
=

1

1− x
= 1 + x+ x2

(2) まず c(End(Q))を計算する．分裂原理より，Qが直線束の和 Q = L1 ⊕ L2

と仮定して計算してよい．End(Q) =
⊕

i,j Hom(Li, Lj)である．Chern根を
δ1 = c1(L1), δ2 = c1(L2)とおくとき，
c(End(Q)) = c(Hom(L1, L1)⊕ Hom(L1, L2)⊕ Hom(L2, L1)⊕ Hom(L2, L2))

= c(Hom(L1, L2))c(Hom(L2, L1))

= (1 + δ2 − δ1)(1 + δ1 − δ2)

= 1− (δ1 − δ2)
2 = 1− (δ1 + δ2)

2 + 4δ1δ2

= 1− c1(Q)
2 + 4c2(Q) = 1− x2 + 4x2 = 1 + 3x2
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従って c2(End(Q)) = 3x2．よって ∫
CP2 c2(End(Q)) =

∫
CP2 3x

2 = 3.

(3) 2つの直線束E1, E2の和になったと仮定して矛盾を導く．Q = E1⊕E2, c(Ei) =

1 + aix (ai ∈ Z)とおくとき，

c(Q) = c(E1)c(E2)

すなわち
1 + x+ x2 = (1 + a1x)(1 + a2x)

よって a1 + a2 = 1, a1a2 = 1．これは実根を持たないため矛盾．

(4) π : P(Q) → CP2を射影とする．L → P(Q)を tautological line bundle とする
とき，P(Q)上のベクトル束の完全列 0 → L → π∗Q → π∗Q/L → 0があるか
ら，π∗Qは直線束の和H1⊕H2と同型になる（ここでH1 = L, H2 = π∗Q/L）．
もし射影束の切断 sがあれば，

Q ∼= s∗π∗Q ∼= s∗(H1 ⊕H2) ∼= s∗H1 ⊕ s∗H2

である．これは (3)に矛盾する．

採点基準等 この問題もよくできていた（特に (1)と (2)）．
(1) c1(L) = xとして解答したものは減点なし．また 1/(1 − x) = 1 + x − x2や

1/(1− x) = 1− x+ x2などの間違いは 10点．
(2) splitting principle をどう使ったか説明がない答案は 5点～10点の範囲で減点

した．c2(End(Q))は求めたが，その積分が求まっていない答案は 10点．
(3) (1)が間違っていても，正しい議論が書かれている場合は点を与えた．

問題 5. CPn上の直線束O(i) → CPnを思い出そう．k次超曲面はO(k)の切断 sのゼ
ロ点集合，l次超曲面はO(l)の切断 tのゼロ点集合である．もし k次超曲面と l次超
曲面が交わりを持たないとすると，(s, t)はO(k)⊕O(l)の至る所消えない切断を与
える．従ってO(k)⊕O(l)のEuler類は消えなければならない：e(O(k)⊕O(l)) = 0．
一方で

e(O(k)⊕O(l)) = e(O(k))e(O(l)) = klx2 ̸= 0

ここでx = c1(O(1))は超平面類である．e(O(i)) = ixであること，また，CPn (n ≥ 2)

において x2 ̸= 0であることを用いた．これは矛盾である．

採点基準等 代数幾何による議論でも，正しく議論されている場合は点を与えてい
る．また超曲面が滑らかで，また超曲面の交わりが横断的である，と仮定して解答
した答案も減点していない．
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