
1 ベクトル束，ファイバー束，主G束
1.1 ベクトル束の定義
参考文献：[Bott-Tu, §6], [服部, 第 3章, §1] 位相空間の記号としてここ

では M を使っているが，
後ほど X に変更する．

定義 1.1. p : E →Mがランクnの（位相的）複素ベクトル束 (complex vector bundle)

であるとは，

(0) EとM は位相空間で pは連続全射

(1) ∀x ∈ M に対してEx := p−1(x)には n次元Cベクトル空間の構造が与えられ
ている．（Exをファイバー (fiber)という．）

(2) ∀x ∈ M , ∃U : xの開近傍, 同相写像 ∃ϕ : E|U ∼= U × Cn (局所自明化, local

trivialization という)　

E|U := p−1(U)
∼=
φ

//

p
&&

U × Cn

π1
{{

U

s.t.

– p = π1 ◦ ϕ,

– ϕがファイバーに誘導する写像 ϕx : Ex → CnはCベクトル空間の同型．

ここで π1(x, v) = xは第一射影．

注 1.2. 実ベクトル束も同様に定義される．

注 1.3. M が C∞級多様体のとき，p : E → M が C∞級複素ベクトル束 def⇐⇒ Eは
C∞級多様体，pはC∞級写像であって，上の (1), (2) を満たす．ただし，(2) にお
いて局所自明化 ϕは diffeo であることを要求する．

問 1.4. C∞級複素ベクトル束 p : E →M は沈めこみであることを示せ．

注 1.5. p : E → M をベクトル束とする．N ⊂ M を部分位相空間とするとき，
E|N = p−1(N)→ N はベクトル束になる．

例 1.6 (自明なベクトル束). p : E =M ×Cn →M , p(x, v) = xはランク nのベクト
ル束．これを自明なベクトル束（あるいは単に自明束）という．

例 1.7 (接ベクトル束，あるいは接束). M : C∞級多様体．

TM =
⊔
x∈M

TxM
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にはC∞級多様体の構造が自然に入る (演習)．p : TM → M を p(TxM) = {x}とな
るように定める．局所座標系 (U ; x1, . . . , xm)に対して局所自明化が

TM |U
∼=−→ U × Rm(

∂

∂xi

)
p

7−→ (p, ei)

により定まり，TM は実ベクトル束の構造を持つ．

例 1.8. M を複素多様体とする．（局所的にCnの開集合と同相で，座標変換が双正
則）このとき TM は複素ベクトル束の構造を持つ．（さらに正則ベクトル束の構造を
持っている．）

定義 1.9. rank 1 のベクトル束を直線束（line bundle）という．

定義 1.10 (ベクトル束の同型). ベクトル束 p : E →M , q : F →M が同型であると
は，同相写像 ϕ : E → F が存在して，次が成り立つこと．

(1) q ◦ ϕ = p, i.e.

E ∼=
φ //

p   

F

q~~
M

(2) ∀x ∈M , ϕx : Ex → FxはCベクトル空間の同型．

ベクトル束E →M が自明 ⇐⇒ Eは自明なベクトル束M × Cn →M と同型．

例 1.11 (Möbius の帯). 自明でない直線束の例を挙げよう．

R× [0, 1]/(x, 0) ∼ (−x, 1)

��
([0, 1]/0 ∼ 1) ∼= S1

は自明でない実直線束（何故か？）．もし，RをCに変えたらどうなるか？

例 1.12 (tautological line bundle). 複素射影空間

CPn = {` ⊂ Cn+1 : `は 1次元C部分空間 }

上の tautological line bundle とは

L := {(`, v) ∈ CPn × Cn+1 : v ∈ `}
p

��
CPn

, p(`, v) = `

• Lℓ = {(`, v) : v ∈ `} ∼= ` がファイバーになっている．
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• 局所自明化は U0 = {[1, z1, . . . , zn] : (z1, . . . , zn) ∈ Cn}上で
L|U0 −→ U0 × C
(`, v) 7−→ (`, v0)

により与えられる．ただし v = (v0, v1, . . . , vn)とした．` = [1, z1, . . . , zn]とす
るとき，v ∈ `より，v = (v0, v0z1, . . . , v0zn)に注意する．

これが複素直線束になっていることは演習とする．
例 1.13. 実射影空間 RPn上の tautological line bundle も同様に定義される（実直
線束になる）．RP1 = S1上の tautological line bundle は実は先ほどのMöbiusの帯
である（checkせよ）．
ベクトル束より一般の構造として，fiber束がある．

定義 1.14 (ファイバー束). p : E → M が F をファイバーとするファイバー束であ
るとは，
(0) E,F,M は位相空間で pは連続全射．

(1) ∀x ∈ M , ∃U : xの開近傍，同相写像 ∃ϕ : E|U ∼= U × F (局所自明化, local

trivialization)

E|U
φ

∼=
//

p
!!

U × F

π1
||

U

さらに各ファイバーEx := p−1(x)が何らかの構造を持ち，ϕx : Ex
∼= F がその構造

を保つことを要請することもある．

1.2 変換関数によるベクトル束の構成
参考文献：[Bott-Tu, §6], [服部, 第 3章, §1]

E → M を Cベクトル束とする．M の開被覆 {Uα}および，各 Uα上での局所自
明化 ϕα : E|Uα

∼= Uα × Cnをとる．
Uαβ := Uα ∩ Uβとおく．2つの同型の合成

Uαβ × Cn
φ−1
β−−→ E|Uαβ

φα−→ Uαβ × Cn

は各ファイバーごとには線形同型写像なので，
(x, v) 7−→ (x, gαβ(x)v)

の形をしている．ここで，
gαβ : Uαβ → GLn(C)

は Uαβ上の行列値関数で，変換関数 (transition function)と呼ばれる．
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問 1.15. gαβは連続関数であることを示せ．
命題 1.16 (コサイクル条件). 変換関数は次の性質を持つ．
(a) gαα(x) = id.

(b) gαβ(x) = gβα(x)
−1.

(c) ∀x ∈ Uαβγ := Uα ∩ Uβ ∩ Uγに対して，gαβ(x)gβγ(x)gγα(x) = id.

命題 1.17. 上の性質 (a)-(c)を満たす連続関数の族 {gαβ : Uα ∩ Uβ → GLn(C)}が与
えられたとき，これを変換関数とするベクトル束が存在する．
Proof.

E :=
⊔
α

(Uα × Cn)
/
∼

ただし，(x, v) ∈ Uα × Cn と (y, w) ∈ Uβ × Cnに対して，
(x, v) ∼ (y, w)⇐⇒ x = yかつ v = gαβ(x)w

と定義する．p : E → M を p([x, v]) = xと定めればよい．上の性質 (a)-(c)を使う
と，∼が同値関係になることが分かる．自然な射影 Uα × Cn → E|Uαは全単射で同
相写像になることがチェックできる．詳細は演習とする．
命題 1.18. 変換関数 {gαβ}, {g′αβ}が同型なベクトル束を定める⇐⇒ ∃λα : Uα →
GLn(C) s.t. g′αβ(x) = λα(x)gαβ(x)λβ(x)

−1 for x ∈ Uαβ.

Proof. (⇒) E,E ′を各々{gαβ}, {g′αβ}を変換関数とするベクトル束とする．仮定に
よりEとE ′は同型

E λ
∼=

//

  

E ′

~~
M

である．これが（局所自明化を通じて）誘導する次の写像を考える．

Uα × Cn φ−1
α−−→ E|Uα

λ−→ E ′|Uα

φ′
α−→ Uα × Cn

ただし，ϕα, ϕ
′
αは各々E|Uα , E

′|Uαの自明化．これは，ある λα : Uα → GLn(C)を用
いて，

(x, v) 7−→ (x, λα(x)v)

の形に書ける．各 x ∈ Uαβに対して，次の可換図式

Cn λα(x) // Cn

Ex

∼=
λx

//

φα

aa

φβ~~

E ′
x

φ′
α

>>
φ′
α

>>

φ′
β !!

Cn

gαβ(x)

OO

λβ(x)
// Cn

g′αβ(x)

OO
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より g′αβ(x)λβ(x) = λα(x)gαβ(x).

(⇐) 局所自明化により，λαによりUα上の同型E|Uα
∼= E ′|Uαを作る．これが張り

合うことを見ればよい．（詳細略）

系 1.19. 変換関数 {gαβ}が自明なベクトル束を定める⇐⇒ gαβ(x) = λα(x)λβ(x)
−1

を満たす λα : Uα → GLn(C)が存在する．

もし各Uα上でベクトル束が自明になることが分かっているとすると（例えばUα

が可縮であればそうなる），集合

{変換関数 {gαβ}}/{gαβ} ∼ {λαgαβλ−1
β }

はM 上のベクトル束の同型類の集合を与える．これは後で出てくる Čech コホモロ
ジーの非アーベル版である．複素直線束（n = 1）のときはGLn(C)はアーベル群と
なり，この集合はコホモロジー群H2(M ;Z)と同一視される．

例 1.20. 接束 TM → M の変換関数．M を座標近傍 (Uα; x
α
1 , . . . , x

α
m)たちで覆う．

各座標近傍は TM |Uαの自明化を定める．変換関数は Jacobi行列で与えられる．

gαβ(x) =

(
∂xαi

∂xβj

)
i,j

注 1.21. MがC∞級多様体，E →MがC∞級ベクトル束なら，変換関数gαβ : Uαβ →
GLn(C)はC∞級にとれる．
M が複素多様体，E →M が正則ベクトル束なら，変換関数 gαβ : Uαβ → GLn(C)

は正則関数にとれる．
2025.4.7 ここまで

1.3 自明なベクトル束の判定方法
自明なベクトル束E →MとはM×Cn →Mと同型なベクトル束のことであった．

定義 1.22. ベクトル束（あるいはもっと一般に fiber束でもよい）p : E → M の切
断 (section)とは，連続写像 s : M → Eであって，p ◦ s = idを満たすもののこと．

x

s(x)

Ex

s

0

E

M

図 1: 切断 sとゼロ切断 0
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定義 1.23. ベクトル束のゼロ切断 0: M → E とは各点 x ∈ M に対してその点の
ファイバーのゼロベクトル 0 ∈ Exを対応させる切断のことである．（問：0切断は連
続か？）しばしば，ゼロ切断によりM をEの部分集合と思う．

定義 1.24. E → M をランク nのベクトル束とする．U ⊂ M を部分集合とする．
E|U の切断の組 s1, . . . , snが，Eの U 上の枠 (frame)であるとは，任意の x ∈ U に
対して {s1(x), . . . , sn(x)}がExの基底となること．

命題 1.25. ベクトル束 E → M が自明⇐⇒ E のM 全体での枠 s1, . . . , sn が存在
する．

Proof. (=⇒) E ∼= M × Cnのとき，si : M →M × Cn, si(x) = (x, ei)は枠となる．
(⇐=) {s1, . . . , sn}をM 上の枠とする．写像Φ: M × Cn → Eを

Φ

(
x,

n∑
i=1

viei

)
=

n∑
i=1

visi(x)

と定めると，

• Φは各ファイバーの線形写像を誘導する．

• Φは同相になる（問：Eの局所自明化をもちいてこれを確かめよ）．

従ってEは自明である．

系 1.26. 直線束 L→M が自明⇐⇒　至る所 0でない（つまり ∀x ∈M , s(x) 6= 0）
切断 s : M → Lが存在する．

例 1.27. Möbiusの帯は至る所 0でない切断を持たず，従って非自明な直線束である．
[Möbiusの帯の絵を描く]

定義から，Möbius の帯の section とは，連続関数 f : [0, 1] → Rであって f(0) =

−f(1)を満たすものである．f(0) = 0ならゼロ点を持つし，f(0) 6= 0なら，中間値
の定理より f(x)はゼロ点を持つ．

問 1.28. Tautological line bundle L → CP1 は至る所消えない切断を持たないこ
とを示せ．ヒント：もしあれば，sは s : CP1 → C2 \ {0}を定める．自然な射影
π : C2 \ {0} → CP1に対して，π ◦ s = idが成立する．π, sがコホモロジーに誘導す
る写像を考えて矛盾を導け．

1.4 ベクトル束の計量
複素ベクトル束E →Mの（Hermite）計量 hとは各ファイバーに正定値エルミー

ト計量 hx : Ex ⊗ Ex → Cが与えられたもので，次の意味で xについて連続である
もの．
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局所自明化E|U ∼= U × Cnの下で，hxはCnの計量を誘導する．それを
再び hxと書くと，hx(ei, ej)は xの連続関数となる．

注 1.29. C∞級ベクトル束に対しては，C∞級計量が定義できる．実ベクトル束の
実計量も同様に定義される．

命題 1.30. paracompact Hausdorff 空間M 上のベクトル束は計量を持つ．

Proof. M の開被覆 {Uα}および自明化E|Uα
∼= Uα × Cnをとる．パラコンパクトハ

ウスドルフ空間の性質より，次を満たす連続な 1の分割 ρα : M → [0, 1]が存在する：

Supp ρα ⊂ Uα, {Supp ρα}は locally finite,
∑
α

ρα(x) = 1

各 Uα 上では自明化（と Cn の標準計量）を用いて計量 hα を定めることができる．
u, v ∈ Exに対して，

hx(u, v) :=
∑
α

ρα(x)hα(u, v)

とおくと，これはExの正定値エルミート計量になる．実際，u 6= 0に対して

hx(u, u) =
∑
α

ρα(x)hα(u, u) > 0

hxは xについて連続に依存し（何故か？），計量を定める．

問 1.31. エルミート計量の代わりに，非退化なC-bilinear ペアリング

Qx : Ex ⊗ Ex → C

であって，xについて連続に依存するもの，はどんなベクトル束についても作れる
か？また，上の命題でハウスドルフの仮定を落とすとどうなるか？

命題 1.32 (正規直交枠の存在). E →M をエルミート（あるいは実）計量 hが与え
られた複素（実）ベクトル束とする．∀x ∈ M , ∃U：xの開近傍, ∃ s1, . . . , sn：E|U
の枠, s.t. h(si(x), sj(x)) = δi,j.

Proof. xのある開近傍U上での局所自明化が取れる．つまり，E|Uの枠 s̃1, . . . , s̃nが
存在する．この s̃1, . . . , s̃nに対して，Gram-Schmidt の直交化法を施すとよい．

s1(x) =
s̃1(x)

‖s̃1(x)‖

s2(x) =
s̃2(x)− h(s̃2(x), s1(x))s1(x)
‖s̃2(x)− h(s̃2(x), s1(x))s1(x)‖

...

ここで ‖u‖ =
√
hx(u, u)はベクトル u ∈ Exの長さ．
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系 1.33. E →M を paracompact Hausdorff 空間M 上のC（あるいはR）ベクトル
束とする．その局所自明化を上手くとれば，変換関数は全てU(n)（あるいはO(n)）
に値をとるようにできる．

Proof. Eに計量を入れて，正規直交枠に付随する局所自明化をとればよい．

変換関数が値をとる群を構造群 (structure group)と呼ぶ．上の系は任意のCベク
トル束の構造群が（一般にはGLn(C)であるが）U(n)に取り直せることを言ってい
る．これを構造群の U(n)への還元 (reduction)という．

1.5 よりみち：fiber束の構造群
E → M を F をファイバーとするファイバー束とする．M のある開被覆 {Uα}お

よびUα上での局所自明化E|Uα
∼= Uα×F をとると，ベクトル束のときと同様に，変

換関数
gαβ : Uαβ → Homeo(F )

が定義される．ここでHomeo(F )は F の自己同相写像のなす群．gαβが部分群G ⊂
Homeo(F )に値をとるとき，Gはこのファイバー束の構造群であるという．

例 1.34. E →M を計量 hをもつ複素ベクトル束とする．このベクトル束に関して
次のファイバー束が構成できる．

• 単位球面束（sphere bundle）

S(E) =
⊔
x∈M

{v ∈ Ex | ‖v‖ = 1}

ファイバーは S2n−1．

• 円盤束（disc bundle）

D(E) =
⊔
x∈M

{v ∈ Ex | ‖v‖ ≤ 1}

ファイバーはD2n．

• 枠束（frame bundle）

Fr(E) =
⊔
x∈M

{(v1, . . . , vn) ∈ En
x | (v1, . . . , vn)はExの基底 }

ファイバーはGLn(C).

これらのファイバー束の構造群は U(n)である（演習）．
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1.6 ベクトル束に対する操作
1.6.1 引き戻し (pull-back)

p : E → X をベクトル束とする（ファイバー束でもよい）．f : Y → X を連続写
像とする．このとき

f ∗E = {(y, e) ∈ Y × E | f(y) = p(e)}

とおき，p̃ : f ∗E → Y を p̃(y, e) = yと定める．
f ∗E //

p̃
��

E

p

��
Y

f // X

このとき，p̃は Y 上のベクトル束となる（演習）．さらに y ∈ Y でのファイバーは
(f ∗E)y = Ef(y)

注 1.35. Y ⊂ X のとき，包含写像 i : Y → X に関する引き戻しは，Y への制限と
同じ：

i∗E ∼= E|Y .
2025.4.15 ここまで

1.6.2 Whitney 和
　 p : E → X, q : F → X をベクトル束（あるいはファイバー束）とする．

E ⊕ F = {(e, f) ∈ E × F | p(e) = q(f)} 3 (e, f) 7→ p(e) = q(f) ∈ X

はベクトル束になる．ファイバー束の場合は，E ×X F と書く．
注 1.36. 引き戻しとWhitney和はどちらも「ファイバー積」として理解される．

1.6.3 部分ベクトル束
p : E → X, q : F → Xをベクトル束とする．位相空間の埋め込み i : F ↪→ E（つ

まり，i : F → i(F )が同相）が次を満たすとき，F をEの部分ベクトル束という．
(1) 次が可換

F
i //

p

  

E
q

~~
X

(2) iはファイバーの間の線形写像 ix : Fx → Exを誘導する
問 1.37. 連続写像 f : F → Eが上の可換図式 (1)を満たし，ファイバーに誘導する
写像 fx : Fx → Exが線形単射という条件を満たすとき，f は埋め込みであることを
示せ．
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1.6.4 商ベクトル束
E → Xをベクトル束，F → Xをその部分ベクトル束とする．このとき

E/F =
⊔
x∈X

Ex/Fx

とおき，商ベクトル束という．これはベクトル束の構造を持つ．
部分ベクトル束 F ⊂ Eに対して，

0 −−−→ F −−−→ E −−−→ E/F −−−→ 0

の形の列（と同型な列）をベクトル束の小完全列という．
例 1.38. M を C∞級多様体，S ⊂ M を部分多様体とする．このとき TSは TM |S
の部分ベクトル束．さらに商ベクトル束

NS/M := TM |S/TS

を Sの法ベクトル束 (normal vector bundle)という．

1.6.5 直交補束
E → X を計量を持つベクトル束，F → X をその部分ベクトル束とする．この

とき
F⊥ =

⊔
x∈X

F⊥
x

はベクトル束となる．さらにこの時，

E ∼= F ⊕ F⊥, E/F ∼= F⊥

が成立する．
命題 1.39. パラコンパクトハウスドルフ空間上のベクトル束の小完全列は分裂する．
Proof. 小完全列 0 → F → E → E/F → 0に対して，E に計量を入れると，E ∼=
F ⊕ F⊥．ここで F⊥ ∼= E/F であるから，E ∼= F ⊕ E/F .

1.6.6 双対，テンソル積，Hom，外積
E → X，F → Xを複素ベクトル束とする．Eの双対束が

E∗ :=
⊔
x∈X

E∗
x, E∗

x = Hom(Ex,C)

で与えらえる．Eと F のテンソル積束は

E ⊗ F :=
⊔
x∈X

Ex ⊗ Fx
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で与えられ，Hom束は
Hom(E,F ) :=

⊔
x∈X

Hom(Ex, Fx) ∼= E∗ ⊗ F

で与えられる．Eの p次外積束は
p∧
E :=

⊔
x∈X

p∧
Ex

で与えられる．例えば，多様体Mに対して，余接束 T ∗Mは接束 TM の双対束であ
り，M 上の p次微分形式は T ∗M の p次外積束∧p T ∗M の切断である．
問 1.40. 底空間の開被覆 {Uα}を固定する．Eが変換関数 gαβで与えられるベクト
ル束，F が変換関数 hαβで与えられるベクトル束であるとき，E∗は変換関数 tg−1

αβ で
与えられるベクトル束，E ⊗ F は変換関数 gαβ ⊗ hαβで与えられるベクトル束であ
ることを観察せよ．

1.7 ファイバー束のホモトピー性質
この節では次の定理を示すことを目標とする．I = [0, 1]とおく．この節の証明は

[Husemöller, Chapter 4, §9]を参照した．
定理 1.41. X をパラコンパクトハウスドルフ空間，E → X × I を fiber束とする．
π : X × I → Xを射影とする．このときX × I上のファイバー束の同型

φ : E
∼=−→ π∗(E|X×{1}) = E|X×{1} × I

であって，φ|X×{1} = idとなるものが存在する．特に，E|X×{0} ∼= E|X×{1}.

証明のために幾つかの Lemmaを用意する．
補題 1.42. E → X × [a, c]をファイバー束とする．a ≤ b ≤ cとする．もしE|X×[a,b]

とE|X×[b,c]が共に（ファイバー束として）自明ならば，Eも自明である．
Proof. F をファイバーとする．仮定より自明化

φ1 : E|X×[a,b]
∼= (X × [a, b])× F

φ2 : E|X×[b,c]
∼= (X × [b, c])× F

が存在する．X × {b}に沿った変換関数

g : X × F
(ϕ2|X×{b})

−1

−−−−−−−→ E|X×{b}
ϕ1|X×{b}−−−−−→ X × F

を考えて，φ2を次の合成で与えられる自明化 φ̃2に取り換える．

φ̃2 : E|X×[b,c]
ϕ2 // (X × [b, c])× F // (X × [b, c])× F

X × F × [b, c]
g×id // X × F × [b, c]
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このとき定義から
φ̃2|X×{b} = φ1|X×{b}

が分かるので，φ1と φ̃2を張り合わせて同型写像
φ : E ∼= (X × [a, c])× F

を得ることができる．
注 1.43. φが同相写像であることは，次の事実をφおよびφ−1に適用することで分か
る．f : X → Y が連続⇔ ∃X1, ∃X2: Xの閉集合，s.t. X = X1 ∪X2, f |Xi

: Xi → Y

は連続 (i = 1, 2)．
補題 1.44. E → X × Iをファイバー束とする．∀x ∈ X, ∃U ⊂ X: xの開近傍 s.t.

E|U×I は自明．
Proof. 各 t ∈ Iに対して，xの開近傍 ∃U(t) ⊂ X, tを含む連結開集合 ∃J(t) ⊂ I s.t.

E|U(t)×J(t)は自明． Iのコンパクト性から，有限個の t1, . . . , tk ∈ Iが存在して，
I = J(t1) ∪ · · · ∪ J(tk)

となる．ここで
U = U(t1) ∩ · · · ∩ U(tk)

とおく．各 iに対してE|U×J(ti)は自明なので，Lemma 1.42よりE|U×I も自明であ
ることが分かる．
定理 1.41の証明. 補題 1.44より，Xの開被覆 {Uα}α∈Aが存在して，E|Uα×I は自明
である．

hα : (Uα × I)× F ∼= E|Uα×I

を自明化とする．
以下では，まず {Uα}α∈Aが有限被覆 {Uα}mα=1である場合に証明し， あとで無限

被覆の場合に議論をどのように修正すればよいかを説明する．
{ρα}を{Uα}に付随する連続な1の分割とする．ここでρα : X → [0, 1]はSupp ρα ⊂

Uαを満たす. また
τ0(x) := 0, τα(x) := ρ1(x) + · · ·+ ρα(x)

とおく．τα : X → [0, 1]は 0 = τ0 ≤ τ1 ≤ · · · ≤ τm = 1を満たす関数列である．さら
に rα : X × I → X × Iを

rα(x, t) := (x,max(τα(x), t))

と定義する．[写像 rαを図示] r0 = id, rm(x, t) = (x, 1)に注意する．以下での目標は
X × {1}上で恒等写像である同型

E ∼= r∗1E
∼= r∗2E

∼= · · · ∼= r∗mE = π∗(E|X×{1})

を順次構成することである．
同型 r∗α−1E

∼= r∗αEの構成を説明する．アイデアは図 2にある通り．
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t = 0

t = 1

τα−1 τα

rα

Supp ρα

図 2: Supp(ρα)× I上の自明化を使って r∗α−1E
∼= r∗αEを構成する．

• Uα × I上では
r∗α−1E|Uα×I

∼=−→ (Uα × I)× F
∼=−→ r∗αE|Uα×I

(x, t, hα(rα−1(x, t), f)) 7→ (x, t, f) 7→ (x, t, hα(rα(x, t), f))

により同型を定める．
• (Supp ρα)

c × I上では，rα−1 = rαであるから，恒等写像
r∗α−1E|(Supp ρα)c×I

∼= r∗αE|(Supp ρα)c×I

が同型を与える．
この二つの同型は張り合う．またX × {1}上では恒等写像であることに注意する．
{Uα}α∈Aが無限被覆のとき．Aに整列順序を入れておく．局所有限な 1の分割{ρα}

をとる．τα(x) :=
∑

β≤α ρα(x) と定め，rα : X × I → X × Iを同様に定める．x ∈ X
の開近傍U を十分小さくとると，U ∩ Supp ρα 6= ∅となる αは有限個 α1 ≤ · · · ≤ αk

であり，上と同様に同型
E ∼= r∗α1

E ∼= r∗α2
E ∼= · · · ∼= r∗αk

E ∼= π∗(E|X×{1})

が U × I上で構成される．これらの同型は張り合う．
系 1.45. X をパラコンパクトハウスドルフ空間，E → Y をファイバー束とする．
f, g : X → Y がホモトピックであるとき，f ∗E ∼= g∗E．
Proof. f と g の間のホモトピーを H : X × I → Y とする．ここで f = H|X×{0},

g = H|X×{1}である．このとき
f ∗E = H∗E|X×{0} ∼= H∗E|X×{1} ∼= g∗E

系 1.46. X をパラコンパクトハウスドルフ空間で，可縮であるとする．このとき，
X上の任意のファイバー束は自明である．
Proof. Xが可縮⇔ Xは 1点とホモトピ―同値．従って，∃c : pt→ X, π : X → pt

s.t. c ◦ π ∼ idX . (π ◦ c = idptは自明に成り立つ．）X 上のファイバー束E → X に
対して，E = id∗

X E
∼= (c ◦ π)∗E = π∗(E|c) ∼= F ×X.

2025.4.22 ここまで
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1.8 ベクトル束のホモトピー性質
前節の結果をベクトル束に応用する．

定理 1.47. X をパラコンパクトハウスドルフ空間とする．E → X × I をベクトル
束とする．このときベクトル束の同型

φ : E ∼= π∗(E|X×{1})

であって φ|X×{1} = idとなるものが存在する．

Proof. 同型がベクトル束の同型にとれることを示したい．そのために次のファイバー
束を考える．F = π∗(E|X×{1})とおく．ファイバー束 Iso(E,F )→ X × Iを点 (x, t)

でのファイバーが

Iso(E,F )(x,t) = {ϕ : E(x,t)
∼= F(x,t) :線形同型 }

で与えられるものとする．E|X×{1} ∼= F |X×{1}より Iso(E,F )はX ×{1}上で切断を
持つ．定理 1.41より，

Iso(E,F ) ∼= Iso(E,F )|X×{1} × I

であるから，この切断はX × I上に拡張する．従ってE ∼= F が従う．

問 1.48. Xが（パラコンパクトだが）ハウスドルフでないときに，上の定理の反例
を作れ．

ファイバー束のときと同様に次の系を得る．

系 1.49. Xをパラコンパクトハウスドルフ空間，f ∼ g : X → Y をホモトピックな
写像とする．Y 上の任意のベクトル束E → Y に対して，f ∗E ∼= g∗E．

系 1.50. 可縮なパラコンパクトハウスドルフ空間上のベクトル束は自明である．

問 1.51. X と Y がホモトピー同値なパラコンパクトハウスドルフ空間のとき，X
上のベクトル束の同型類の集合と Y 上のベクトル束の同型類の集合の間に 1対 1の
写像があることを示せ．

1.9 被覆ホモトピ―性質
ファイバー束のホモトピー性質の系として，次の被覆ホモトピ―性質 (covering ho-

motopy property, CHPと略する）を得る．CHPはホモトピーリフト性質 (homotopy

lifting property)とも呼ばれる．
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定義 1.52. 連続写像 p : E → Y が位相空間Xに対して被覆ホモトピー性質（CHP）
を持つとは，任意の連続写像 g : X × I → Y および g0 := g|X×{0}の Eへのリフト
f : X → E（すなわち，p◦f = g0を満たす写像）に対して，連続写像 f̃ : X× I → E

であって，f̃ |X×{0} = f , p ◦ f̃ = gを満たすものが存在すること．

X × {0} f //
� _

��

E

p

��
X × I g

//
f̃

77

Y

つまり，g0 : X → Y とそのリフト f : X → Eが与えられ，g0をホモトピックに変形
するとき，リフト f も共に変形できる．
注 1.53. E → Y が被覆写像 (covering map)であるときは，上の状況でリフト f̃ が
一意に存在する．被覆ホモトピー性質は存在しか要求していない．
定理 1.54. ファイバー束E → Y は任意のパラコンパクトハウスドルフ空間Xに対
してCHPを持つ．
Proof. g, f, f̃ を上の定義の通りとする．ファイバー束 g∗E → X × Iを考えよう．

f を与える⇐⇒ g∗EのX × {0}上の切断 sを与える
f̃ を与える⇐⇒ sのX × Iへの拡張を与える

に注意する．定理 1.41より g∗E ∼= (g∗E|X×{0})× Iであるから結論が従う．
注 1.55. 実は定理 1.54は，Xがパラコンパクトハウスドルフと仮定する代わりに，
Y がパラコンパクトハウスドルフと仮定しても成立する．つまり，パラコンパクト
ハウスドルフ空間上のファイバー束は任意の位相空間に対して CHPを持つ．より
一般には，numerable fiber bundle E → Y は任意の位相空間に対してCHPを持つ．
（説明）詳細は技術的になるため本講義では省略するが，[Husemöller, Chapter 4, §9]（あるい

は原論文 [Dold]）を参照せよ．X の開被覆 {Uα} が numerable であるとは，ある連続な 1 の分割
ρα : X → [0, 1]が存在して，Supp ρα ⊂ Uα であり，集合族 {Supp ρα}が局所有限となること．ファ
イバー束 E → X が numerable であるとは，ある numerable な開被覆 {Uα}が存在して，全ての α
に対して E|Uα が自明になることである．パラコンパクトハウスドルフ空間上のファイバー束は必ず
numerable になる．
まず numerable fiber bundle は引き戻しで閉じている．つまり，f : X → Y が連続写像でE → Y

が numerable fiber bundle であれば f∗Eも numerable fibre bundle である [Husemöller, Proposition
9.3]．numerable という条件は，底空間がパラコンパクトハウスドルフという条件と違って，圏論的
に閉じており扱いやすい．
次にX× I上の numerable なファイバー束E → X× Iに対して，Xの numerable な開被覆 {Uα}

であって，各 αに対して E|Uα×I が自明になるものが存在する．これは [Husemöller, Lemma 9.5]の
議論から従う．このことを使うと，定理 1.41および定理 1.54の証明をファイバー束Eが numerable
の場合に拡張できることが分かる．

定義 1.56. 任意の位相空間Xに対してCHPをもつ写像 p : E → Y を fibrationとい
う．全ての Inに対してCHPをもつ写像 p : E → Y を Serre fibration という．
上の注意より，任意のファイバー束は fibrationである．
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定理 1.57 (ホモトピー長完全列). p : X → Y を Serre fibration とする．y ∈ Y ,

F = p−1(y), x ∈ F に対して，次の群の完全列1．

−→ πn(F, x)
i∗−→ πn(X, x)

p∗−→ πn(Y, y)
∂−→ πn−1(F, x)→ · · · → π0(Y, y)

がある．
ホモトピー群について非常に簡単に説明する．より詳しくは [Bott-Tu, Section 17]

を参照．Xを位相空間，x ∈ Xを基点とする．n次ホモトピー群 πn(X, x)は
πn(X, x) := {境界 ∂Inを xにうつす連続写像 f : (In, ∂In)→ (X, x)}/ ∼

= {基点を保つ連続写像 f : (Sn, ∗)→ (X, x)}/ ∼

と定義される2．ここで ∼は homotopic の関係．例えば f1, f2 : (I
n, ∂In) → (X, x)

がホモトピックであるとは，連続写像 H : (In × I, ∂In × I) → (X, x)が存在して
f1 = H(·, 0), f2 = H(·, 1)となること．n = 0のときは π0(X, x)はX の弧状連結成
分のなす集合である（I0 = pt, ∂I0 = ∅に注意）．
n ≥ 1のとき，πn(X, x)には写像の定義域である Inを「よこに並べてつなぎ合わ

せること」により積が入る（絵を描いて説明）．n ≥ 2のとき，πn(X, x)はアーベル
群であることが容易に分かる（絵を書いて説明）．n = 1のときはアーベル群とは限
らない．
基点を保つ連続写像 p : (X, x) → (Y, y)に対して，p∗ : πn(X, x) → πn(Y, y)が

p∗([f ]) = [p ◦ f ]により定義される．
ホモトピー長完全列に出てくる写像 ∂ : πn(Y, y) → πn−1(F, x)について説明しよ

う．πn(Y, y)の元は写像 g : (In, ∂In)→ (Y, y)によって代表される．Inの「一番上の
面」In−1×{1}以外の面の和集合B = (In−1×{0})∪ (∂In−1× I)を考えよう．gはB

上で yに値をとる定値写像である．同相写像 In ∼= B × Iであって，B ⊂ In上では，
B×{0}への恒等写像になっているものが存在する．この同相写像により InをB× I
と同一視しよう．B ⊂ In上での gのリフト f として xに値をとる定値写像を考え，
CHPを適用すると，gのリフト写像 f̃ : In → Xであって，B上では xに値をとる定
値写像になっているものが存在する．ここで f̃ を一番上の面 In−1 × {1}に制限した
ものは（gのリフトであることから）F に値をとることが分かり，∂In−1 × {1} ⊂ B

上では xへの定値写像である．このとき ∂[g] = [f̃ |In−1×{1}]と定義する．
長完全列は CHPを使って比較的容易に示せる．詳細は [Hatcher, Theorem 4.41]

を参照のこと．
本講義では fibrationについてこれ以上あまり立ち入らないが，演習問題を幾つか

出しておく．
問 1.58. p : E → Y を fibrationとする．
(1) 連続な道で結ばれる任意の 2点 y1, y2 ∈ Y に対して，Ey1とEy2はホモトピー
同値であることを示せ．ただしEy = p−1(y)は yでのファイバーを表す．

1ただし，π0 については群ではなく，基点付き集合である．基点付き集合への写像の核をその基
点の逆像と定義することで，π1(Y, x)→ π0(F, x)→ π0(X,x)→ π0(Y, y)の完全性が定義される．

2記号 f : (In, ∂In)→ (X,x)は，写像 f : In → X であって，f(∂In) ⊂ {x}なるものを意味する．
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(2) 連続写像 f : X → Y による引き戻し f ∗E = X ×Y E → Xは fibrationである
ことを示せ．

問 1.59. 位相空間の間の連続写像 f : X → Y に対して

Pf = {x ∈ X, p : [0, 1]→ Y | pは連続, p(0) = f(x)}

とおく．ただし道の空間にはコンパクト開位相を入れるものとする．写像 f : X → Y

を次のように分解する．
X

i−→ Pf
π−→ Y

ここで i(x) = (x, f(x)への定値写像), π(x, p) = p(1)と定める．このとき iはホモト
ピー同値，πは fibration であることを示せ．

問 1.60. E = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1}, X = [0, 1] ⊂ Rとおく．写像
f : E → X, f(x, y) = xは fibrationであることを示せ．（これはファイバー束ではな
い fibration の例である．）

1.10 主G束
Gを位相群とする．つまり，位相が与えられた群 Gであって，写像 G × G →

G, (x, y) 7→ xy, G → G, x 7→ x−1 が連続となるもの．本講義では，Gとして
GLn(C), U(n)などの Lie群を考えることが多い．

定義 1.61. 主G束 (principal G-bundle)とは，Gをfiberとするファイバー束P → X

であって次を満たすもの．

1. P はGの右作用を持つ．

P ×G→ P, (p, g) 7→ p · g

ただし右作用とは，p · 1G = p, p · (g1g2) = (p · g1) · g2が成立すること．

2. ∀x ∈ X, ∃U : xの開近傍, 局所自明化

∃φ : P |U
∼= //

##

U ×G

||
U

が存在して，U × Gに右G作用を (u, g) · g′ = (u, gg′)と定めるとき，φはG

同変である．つまり，φ(p · g) = φ(p) · gが全ての p ∈ P |U , g ∈ Gに対して成
立する．

P への右G作用は自由であることに注意されたい．つまり，p ·g = pならば g = 1G
である． 2025.5.13 ここまで
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1.10.1 同伴ファイバー束
主G束からファイバー束を構成する方法を与える．Gの連続な左作用G×F → F

が与えられた位相空間 F を考える．π : P → X を主G束とする．このとき，F を
ファイバーとするファイバー束（同伴ファイバー束）が

P ×G F := P × F/(p · g, f) ∼ (p, g · f) ∀g ∈ G
π : P ×G F → X, π([p, f ]) = π(p)

により定義される．局所的に P |U ∼= U ×Gと自明化しておくと，

P |U ×G F ∼= (U ×G)×G F ∼= U × F

となるからファイバー束の局所自明性が分かる．2番目の同型は [(u, g), f ]を (u, g ·f)
に送るもの．

問 1.62. 同伴ファイバー束P ×G F の変換関数は「Gに値をとる」ことを観察せよ．

1.10.2 ベクトル束と主G束
一般に，主G束 P → X および群Gの線形表現 V が与えられると，（同伴ファイ

バー束と同様にして）同伴ベクトル束 P ×G V → X が定義される．Gの V への作
用が V の線形構造を保つので，P ×G V → Xはベクトル束になる．
ランクnの複素ベクトル束が主GLn(C)束と同値であることを観察しよう．GLn(C)

は自然な表現（ベクトル表現）

GLn(C)× Cn → Cn, (g, v) 7→ gv

を持つことに注意する．これはGLn(C)のCnへの左作用である．
まず，主GLn(C)束P → Xが与えられると，同伴ベクトル束E := P ×GLn(C) Cn

が定まる．
逆にランク nのベクトル束 E → X に対して例 1.34で導入された枠束 (frame

bundle)

Fr(E) =
⊔
x∈M

{(v1, . . . , vn) ∈ En
x | (v1, . . . , vn)はExの基底 }

は主GLn(C)束の構造を持つ．実際GLn(C)の右作用が

(v1, . . . , vn) 7→ (v1, . . . , vn)

g11 · · · g1n
. . .

gn1 · · · gnn


により与えられる．ここで (gij) ∈ GLn(C).

問 1.63. これが互いに逆の操作であることを確かめよ．
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問 1.64. 上のように主GLn(C)束 P → Xがベクトル束E → Xに対応するとき，

P ×GLn(C)

k∧
Cn ∼=

k∧
E

であることを確かめよ．ここで∧k CnはGLn(C)の表現とみている．
問 1.65. 定理 1.47の証明と同様にして，主G束に対するホモトピー性質を示せ．つ
まり，Xをパラコンパクトハウスドルフ空間とし，P → X×Iを主G束とするとき，
主G束の同型 φ : P ∼= π∗(P |X×{1})であって，φ|X×{1} = idとなるものが存在する．

1.11 いくつかの演習問題
問 1.66. CPn上の tautological line bundle Lについて，次の問いに答えよ．

1. CPnを開集合 Ui = {[x0, . . . , xn] : xi 6= 0}, i = 0, . . . , nで覆う．Ui上で Lの局
所自明化をとり，Uij = Ui ∩ Uj上での変換関数 gijを求めよ．

2. Lは次の直線束 p : E → CPnと同型であることを証明せよ．
E = (Cn+1 \ {0})× C/C×,

p : E → CPn, p([(x0, . . . , xn), v]) = [x0, . . . , xn]

ただしC×は (Cn+1 \ {0})×Cに λ · (x0, . . . , xn, v) = (λx0, . . . , λxn, λ
−1v)で作

用するものとする．
問 1.67. Xをコンパクトハウスドルフ空間．Y ⊂ Xを閉集合とする．E → Xを複
素ベクトル束で，E|Y が自明束になるものとする．
(1) Y の開近傍U が存在してE|U は自明束であることを示せ．(ヒント：連続な 1

の分割を使って枠を拡張する．)

(2) X/Y をXの部分集合 Y を一点につぶして得られる位相空間とする．つまり，
X の同値関係「x1 ∼ x2 ⇔ x1 = x2 または (x1 ∈ Y かつ x2 ∈ Y )」によるX

の商位相空間とする．π : X → X/Y を自然な射影とする．このときX/Y 上
のベクトル束 F が存在して，π∗F ∼= Eとなることを示せ．

問 1.68. Xをコンパクトハウスドルフ空間，E → Xをベクトル束とする．E → X

が自明なベクトル束であることと，Xの錘C(X)上のベクトル束F → C(X)が存在
してX上のベクトル束として F |X×{0} ∼= E となることとは同値であることを示せ．
ここでXの錘 (cone)とはX × [0, 1]において部分集合X × {1}を 1点につぶして得
られる位相空間，すなわち，X × [0, 1]を同値関係

(x, t) ∼ (y, s) ⇐⇒ (x = y, s = t)または s = t = 1

で割った商位相空間である．
問 1.69. Xをコンパクトハウスドルフ空間，E → Xを可縮な空間 F をファイバー
とするファイバー束とする．このときEは切断を持つことを示せ．

19



2 主S1束のEuler類
参考文献：[森田, 第６章], [Bott-Tu, §6, §11]
Euler類は一般に向きづけられた実ベクトル束に対して定義されるが，本節では

主 S1束（あるいは同じことであるが複素直線束）に対するEuler類について以下の
定義を紹介し，その関係を述べたい．

• 障害類 (obstruction class)としての定義
• Čech cohomology class としての定義
• 曲率による定義 (de Rham cohomology class)

2.1 単体複体
単体複体とは簡単に言えば「三角形分割された」空間である．例えば四面体の表

面は S2と同相であり，S2を三角形分割したものと思うことができる．
定義 2.1. V を集合とする．S ⊂ 2V を V の有限部分集合の族とする．V を頂点の集
合，Sを単体の集合という．組K = (V, S)が次を満たすとき，Kを（抽象）単体複
体 (abstract simplicial complex)という．

1. v ∈ V ならば {v} ∈ S.
2. σ ∈ S, τ ⊂ σ ならば τ ∈ S.

n単体の集合 Sn ⊂ Sを次で定義する
Sn := {σ ∈ S | ]σ = n+ 1}

例 2.2. V = {1, 2, 3, 4}, S = 2V \ {V }は四面体の表面を与える抽象単体複体．
以下，単体複体K = (V, S)の頂点の集合 V には全順序を一つ入れ，固定するこ

とにする．この全順序は各単体の「向き」を定めるのに使う．σ ∈ Snに対して σの
元をこの順序で並べて

σ = {v0, v1, . . . , vn}, v0 < v1 < · · · < vn

と書く．標準 n単体∆nを次で定める．
∆n := {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 : ti ≥ 0 (∀i), t0 + t1 + · · ·+ tn = 1}

i = 0, . . . , nに対して face map ∂i, ∂
iを次で定義する．

∂i : Sn → Sn−1

σ = {v0, . . . , vn} 7→ {v0, . . . , v̌i, . . . , vn}
∂i : ∆n−1 → ∆n

(t0, . . . , tn−1) 7→ (t0, . . . , ti−1, 0
i 番目

, ti, . . . , tn−1)
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抽象単体複体K = (V, S)の幾何学的実現 |K| (geometric realization)とは，次で定
義される位相空間である．

|K| :=
∞⊔
n=0

(∆n × Sn)
/
∼

ただし Snには離散位相を入れており，∼は次で生成される同値関係：

(∂iu, σ) ∼ (u, ∂iσ) u ∈ ∆n−1, σ ∈ Sn, 0 ≤ i ≤ n.

この同値関係は，∂iσを σの i面だと思って，対応する単体を張り合わせるもので
ある．
位相空間X の単体分割とは，単体複体K と同相写像 φ : |K| ∼= X の組のことで

ある．
σ ∈ Sに対して，|σ| ⊂ |K|を∆n×{σ}の |K|における像とする．これは∆nと同

相．また |K|の n骨格 (n-skeleton)を

|K|(n) =
⋃

σ∈S0∪···∪Sn

|σ|

と定義する．

2.2 単体複体の (コ)ホモロジー
K = (V, S)を単体複体とする．Rを可換環とする．K に付随してチェイン複体

(C∗, ∂)が定義される．

Cn = Cn(K,R) := Snを基底とする自由R加群

=

{
k∑

i=1

ai[σi] : ai ∈ R, σi ∈ Sn

}

微分 ∂ : Cn → Cn−1は次で定義されるR線形写像である．

∂[σ] =
n∑

i=0

(−1)i[∂iσ]

問 2.3. n単体 |σ| ∼= ∆nの向きを座標 (t1, . . . , tn)により定める (t0を落としている
ことに注意)．このとき，|σ|の境界 ∂|σ|に誘導される向きと，上の公式は合致して
いることを確かめよ．

簡単な計算により ∂ ◦ ∂ = 0が言える（演習）．単体複体Kの n次ホモロジーは
次で定義される．

Hn(K,R) := Hn(C∗, ∂) =
Ker(∂ : Cn → Cn−1)

Im(∂ : Cn+1 → Cn)
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同様にコチェイン複体 (C∗, δ)が次のように定まる．

Cn = Cn(K,R) := HomR(Cn, R) ∼= RSn

δ : Cn → Cn+1 は ∂の双対として定まる

これを用いてコホモロジーが

Hn(K,R) := Hn(C∗, δ) =
Ker(∂ : Cn → Cn+1)

Im(δ : Cn−1 → Cn)

と定まる．これらのホモロジー，コホモロジーは幾何学的実現 |K|の位相不変量（|K|
の特異 (コ)ホモロジーと同型）であることが知られている．

2.3 障害類としてのEuler類の定義
X を単体分割X ∼= |K|の与えられた位相空間とする．E → X を主 S1束とする

（以下の議論は，E → Xが「向きづけられた」S1束である場合も通用する）．各単
体 |σ|は可縮であるから，|σ|上でEは自明化されるE||σ| ∼= |σ| × S1ことに注意し
よう．[以下，絵を描いて説明]

• 0単体 vに対して ev ∈ Evをとる3．

• 1単体 τ = {v0, v1}に対して，|τ |上の E の切断 sτ : |τ | → E||τ | であって，
sτ (v0) = ev0 , sτ (v1) = ev1 を満たすものが存在する（S1は弧状連結だから）．
これより 1-skeleton X(1)上のEの切断 sが定まる．

• 各 2単体 |σ|上に切断 sを伸ばすことは一般にはできない．何故なら写像

S1 ∼= ∂|σ| s−→ E|∂|σ| ∼= ∂|σ| × S1 pr2−−→ S1

は非自明な写像度 e(σ)を持つかもしれないから．ここで，∂|σ|には自然な向
きが入っており，E|∂|σ| ∼= ∂|σ| × S1はE||σ|の自明化から誘導されるものであ
る．この写像度を e(σ) = es(σ) ∈ Zとおく．

主張 2.4. e : S2 → Z, σ 7→ e(σ)はコサイクル，つまり，δe = 0を満たす．
Proof. ３単体 ρに対して e(∂ρ) = 0を示せばよい．|ρ|上での自明化E||ρ| ∼= |ρ| × S1

をとる．ρの頂点を 0, 1, 2, 3と名づける．記号 [i, j]で頂点 iと jを結ぶ辺を表すこと
にする．各辺 [i, j]上の切断は連続関数 fij : [i, j] → Rを用いて s(t) = (t, e

√
−1fij(t))

の形に書ける．
θi,j := fij(j)− fij(i)

を辺 [i, j]に沿った位相の増分とする．２単体 {i, j, k} ⊂ {0, 1, 2, 3}に対して

e({i, j, k}) = 1

2π
(θi,j + θj,k + θk,i)

3ここでは V の元 vを 0単体 {v}と同一視しており，0単体は |K|の１点と同一視している

22



このとき

e(∂ρ) =
3∑

i=0

(−1)ie(0, . . . , ǐ, . . . , 3)

= e(1, 2, 3)− e(0, 2, 3) + e(0, 1, 3)− e(0, 1, 2)

=
1

2π
(θ12 + θ23 + θ31 − (θ02 + θ23 + θ30) + (θ01 + θ13 + θ30)− (θ01 + θ12 + θ20))

= 0

が簡単にわかる．
（別証）ρの 1 skeleton |ρ|(1)上での切断 s : |ρ|(1) → S1は |ρ|(1)をすこし膨らませ

た ∂|ρ| \ (4 discs)上の切断 sに拡張する．このとき，H1(S
1) ∼= Zにおいて，

s∗((∂|ρ| \ (4 discs))の境界) = 0

である．「(∂|ρ| \ (4 discs))の境界」の向きを考察すると（∂|ρ|の i面の向きは 2単体
{0, . . . , ǐ, . . . , 3}の向きの (−1)i倍であることから）, これは

3∑
i=0

(−1)ie(0, . . . , ǐ, . . . , 3) = e(∂ρ)

に等しい．
2025.5.20 ここまで

主張 2.5. eのコホモロジー類はX(1) = |K|(1)上の切断 sの取り方によらない．

Proof. s1, s2をX(1)上の二つの切断とする．ei = esi とおく．eiは siのホモトピー
類にのみ依存することに注意しよう．必要なら s2をホモトピックに動かして，s1, s2
は 0-skeleton の上で一致すると仮定してよい．

s1|X(0) = s2|X(0)

2単体 [i, j]上では自明化E|[i,j] ∼= [i, j]× S1の下で，ある連続関数 f1, f2 : [i, j]→ R
および nij ∈ Zを用いて

s1(t) = (t, e
√
−1f1(t)) f1(i) = f2(i)

s2(t) = (t, e
√
−1f2(t)) f1(j) = f2(j) + 2πnij

と書くことができる．ここでnijは位相の増分の差であり，自明化の取り方に依らな
い．このとき 2単体 {i, j, k}に対して

e1(i, j, k) = e2(i, j, k) + nij + njk + nki

である．nki = −nikに注意すると，e1 = e2 + δ{nij}が従う．ここで {nij}は（i < j

なる添え字に制限して）C1(K,Z)の元と見ている．
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定義 2.6. e(E) = [e] ∈ H2(X,Z)をEのオイラー類という．

注 2.7. 上の証明を逆にたどると，C1(K,Z)の元 {nij}が与えられるとき，X(1)上
での切断 sを各辺 [i, j]上で nij回余分に回転させる切断 s′に取り換えることで，

es′ = es + δ{nij}

という関係が成り立つことが分かる．従って

e(E) = 0⇐⇒ X(1)上の切断 sで es(σ) = 0, ∀σ ∈ S2なるものが存在する．
⇐⇒ EはX(2)上の切断を持つ

注 2.8. πk(S
1) = 0, k ≥ 2であることを用いると，もしE|X(2) が切断を持てば，そ

れはX(3), X(4), . . . に順次拡張できることが分かる．従って e(E) = 0ならばE → X

は切断を持ち，E → Xは主 S1束として自明である．

問 2.9. この節のEuler類の構成は特異コホモロジーに一般化できることを観察しよ
う．以下の定義は，一般の位相空間X上の主 S1束E → X（あるいは向きづけられ
た S1束）に対して適用される．特異 q単体とは連続写像∆q → X のことであった
ことを思い出しておく．特異 2-cochain eを次のように構成する．

1. 各特異 0単体 v（つまり，Xの点）に対して，Evの元 evを選んでおく．

2. 各特異 1単体 τ : [0, 1]→ Xに対して，τ ∗Eの切断 sτ であって，sτ (0) = eτ(0),

sτ (1) = eτ(1)となるものをとる．ただし，τの向きを逆にした単体τ ′(t) = τ(1−t)
に対しては，sτ の向きを逆にした切断 sτ ′(t) = sτ (1 − t)を対応させるものと
仮定しておく．

3. 各特異 2単体 σ : ∆2 → Xに対して，σ∗Eは自明化 φ : σ∗E ∼= ∆2 × S1を持つ．
境界に制限すると σ∗E|∂∆2は 2で構成された切断 sを持つ．このとき，e(σ)が
写像

S1 ∼= ∂∆2
s−→ σ∗E|∂∆2

ϕ∼= ∂∆2 × S1 第２射影−−−−→ S1

の写像度として定まる．

本文と同様にして，eは特異コサイクル（δe = 0）であることを示せ．またコホモ
ロジー類 [e]は evや sτ の取り方に依らないことを示せ．

2.4 Čech コホモロジー
記号 2.10. 位相空間Xの開被覆U = {Uα}α∈Aが与えられたとき，それらの交わりを

Uαβ = Uα ∩ Uβ, Uαβγ = Uα ∩ Uβ ∩ Uγ, Uαβγδ = Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ∩ Uδ, . . .

等と書くことにする．
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定義 2.11. 位相空間X の開被覆 U = {Uα}α∈Aを固定し，Gをアーベル群とする．
Gに値をとる Čech p-cochain （p次の Čech cochain）とは，Uα0α1···αp 6= ∅となる
(α0, . . . , αp) ∈ Ap+1 に対して Gの元 ωα0...αp ∈ Gが定まったもので，次を満たす
もの．

1. ωα0...αpは (α0, . . . , αp)の入れ替えについて反対称．

2. α0, . . . , αpに重複があるとき ωα0...αp = 0.

U に関するGに値をとる p-cochain 全体のなす集合を Čp(U , G)と表す．
注 2.12. Gに位数 2の元がなければ，条件 2は条件 1から従う．
注 2.13. Čech cochain はもっと一般にX 上のアーベル群の前層 (presheaf) Gに対
して定義される．そのときは ωα0...αp ∈ G(Uα0...αp)を要求する．上の定義は Gが定数
前層である特別の場合．
例 2.14. 0次の Čech cochain は各 α ∈ Aに対して ωα ∈ Gが定まったもの．
例 2.15. ベクトル束の変換関数 gαβはGLn(C)値関数の層に値をとる Čech 1-cochain

と思える．ただし，n ≥ 2のときは非アーベル群の層に値をとる．
Čech cochain 複体の微分

δ : Čp(U , G)→ Čp+1(U , G)

を次で定める．
(δω)α0...αp+1 :=

p+1∑
i=0

(−1)iωα0...α̌i...αp+1

この定義は反対称性を保っており，δ2 = 0であることも簡単に分かる（演習）．そ
こで p次の Čech コホモロジーを

Ȟp(U , G) = Ker(δ : Čp(U , G)→ Čp+1(U , G)
Im(δ : Čp−1(U , G)→ Čp(U , G))

と定義する．
例 2.16. Čech cocycle とは δω = 0を満たす Čech cochain である．Čech 1-cocycle

ω ∈ Č1(U , G)は次の式を満たす．
0 = (δω)αβγ = ωβγ − ωαγ + ωαβ

= ωβγ + ωγα + ωαβ

これは変換関数の満たすコサイクル条件 gαβgβγgγα = idと似ている．
定義 2.17. U が good cover であるとは，任意の α0, . . . , αp ∈ A，p ≥ 0について，
Uα0...αp 6= ∅ならば Uα0...αpは可縮となること．
U が good cover であるとき，Čech コホモロジー Ȟp(U , G)はG係数の特異コホ

モロジーHp(X,G)と同型であることが知られている．
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2.5 Čech コホモロジーによる Euler 類の定義
本節ではXをパラコンパクトハウスドルフ空間で good open cover U = {Uα}α∈A

を持つものとする．E → Xを主 S1束とする．
まず Uαは可縮なので，E|Uα は自明である4．φα : E|Uα

∼= Uα × S1を自明化とす
る．変換関数 gαβ : Uαβ → S1を次で定める．

Uαβ × S1
ϕ−1
β−−→ E|Uαβ

ϕα−→ Uαβ × S1

(x, z) 7−→ (x, gαβ(x)z)

Uαβは可縮なので，gαβは S1の universal cover Rに持ち上がる．つまり，連続関数
∃ϕαβ : Uαβ → R, s.t. gαβ(x) = e

√
−1φαβ(x)と書ける．

問 2.18. 関数 ϕαβの存在を universal cover R→ S1, x 7→ e
√
−1xに対するCHPから

導け．

また gαβ = g−1
βαより，ϕαβ = −ϕβαとなるようにとることができる．Zに値をとる

Čech 2-cochain εを Uαβγ 6= ∅のとき，

εαβγ =
1

2π
(ϕαβ(x) + ϕβγ(x) + ϕγα(x)), x ∈ Uαβγ

と定める．ここで gαβ(x)gβγ(x)gγδ(x) = 1より，εαβγ ∈ Zである．また連続関数なの
で εαβγは x ∈ Uαβγの取り方によらない．ϕαβを実数値関数に値をとる cochainとみ
なして，ε = 1

2π
δϕゆえ，δε = 0である．つまり εは cocyle．（ただし，Zに値をとる

Čech 複体の元として εは exactとは限らないことに注意．）以上により 2次の Čech

コホモロジーの元
[ε] ∈ Ȟ2(U ,Z)

が定まった．

主張 2.19. [ε] ∈ Ȟ2(U ,Z)はE|Uαの自明化や，ϕαβの取り方によらない．

Proof. E|Uαの別の自明化をとる．対応する変換関数はある λα : Uα → S1を用いて，

g′αβ = λαgαβλ
−1
β

と書ける．このとき∃ξα : Uα → Rによりλα(x) = e
√
−1ξα(x)と書ける．gαβ = e

√
−1φαβ ,

g′αβ = e
√
−1φ′

αβ とおくとき，ある nαβ ∈ Zが存在して

ϕ′
αβ = ϕαβ + ξα − ξβ + 2πnαβ

4パラコンパクト空間の開集合Uαがパラコンパクトかどうかは分からないが，E|Uα
は（numerable

bundle の引き戻しであるから）numerable bundle であることは分かる．主 G束のホモトピー性質
が numerable bundle に対して成り立つ（注 1.55を参照）ため，E|Uα

は自明である．
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が成立する．ここでϕαβ, ϕ
′
αβは α, βについて反対称と仮定しておくと，nαβもそう

であり Čech 1-cochain を定める．このとき

ε′αβγ =
1

2π
(ϕ′

αβ + ϕ′
βγ + ϕ′

γα)

=
1

2π
(ϕαβ + ϕβγ + ϕγα) + nαβ + nβγ + nγα

= εαβγ + (δn)αβγ .

従って [ε′] = [ε]．

定義 2.20. 上で定めた Čechコホモロジー類 [ε]を主S1束E → XのEuler類という．

2.6 二つの定義の比較
節 2.3では障害類として Euler類を定義し，節 2.5では Čech コホモロジー類とし

てEuler類を定めた．その二つの定義を比較したい．そのためX ∼= |K|を単体分割
の与えられた位相空間とする．Kの頂点 vに対して，vの open star を次で定める．

Uv :=
⋃
v∈σ

σ は K の単体

Int(|σ|)

ここで Int(|σ|)は相対的内部（relative interior），つまり p単体 σは標準単体∆pの
像であったが，その中で

∆◦
p = {(t0, . . . , tp) ∈ Rp+1 : t0 + · · ·+ tp = 1, ti > 0(∀i)} ⊂ ∆p

の像になっている部分である．[open star の絵を描く]

問 2.21. Uvは open であることを確認せよ．また，UvたちがXの good open cover

になることを示せ．

上の問題から次が言える．

命題 2.22. 単体分割を持つ空間は good open cover を持つ．

命題 2.23. 単体複体Kの open star のなす good open cover U について，コチェイ
ン複体の同型

(Č∗(U ,Z), δ) ∼= (C∗(K,Z), δ)

がある．特に，Ȟp(U ,Z) ∼= Hp(K,Z).

Proof. 次のことに注意すれば定義からほぼ直ちに従う．

Uv0 ∩ Uv1 ∩ · · · ∩ Uvp 6= ∅ ⇐⇒ {v0, v1, . . . , vp}はKの p単体をなす
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障害類を代表するコサイクル esは 1-skeleton X(1)上での切断 s : X(1) → E|X(1)を
選ぶことにより得られた．一方で sから U に関する Čech コサイクル εを次のよう
に定めることができる．

1. 各頂点 vに対してX
(1)
v ⊂ X(1)を vを含む１単体の和とする．切断 s|

X
(1)
v
は v

の closed star U v =
⋃

v∈σ |σ|上に拡張できる．（X(1)
v はU vの変形レトラクトで

あることを使う．）

2. svは自明化 hv : E|Uv
∼= U v × S1, sv(x)z 7→ (x, z)を誘導する．

3. 上の局所自明化は変換関数 guv : Uuv → S1を hu ◦ h−1
v (x, z) = (x, guv(x)z)に

より定める．guv = e
√
−1φuv，ϕuv = −ϕvuなる ϕuv : Uuv → Rを選び，εuvw =

1
2π
(ϕuv + ϕvw + ϕwu)によりコサイクル εが定まる．

定理 2.24. 上の構成で ϕuvを上手く選べば，εuvwは障害コサイクル es({u, v, w})と
一致する（ただし u < v < wで {u, v, w}はKの 2単体 ）．つまり，[ε] = [es]．
Proof. 切断 sv は closed star U v 上で定義されているので，自明化 hv は U v 上に拡
張し，また変換関数 guv も Uu ∩ U v 上に拡張されることに注意する．K の 1単体
{u, v}に対して [u, v] := |{u, v}|をその幾何学的実現とする．[u, v]上では自明化 hu,

hv のどちらによっても切断 sは 1で表示されるので，guv|[u,v] = 1である．従って
ϕuv = log guv/

√
−1を ϕuvが [u, v]上で 0になるように定めることができる．Kの 2

単体 {u, v, w}, u < v < wをとり，その幾何学的実現を [u, v, w] = |{u, v, w}|とおく．
[u, v, w]は Uuに含まれることに注意しておく．∂[u, v, w] = [u, v] ∪ [v, w] ∪ [u,w]上
での切断 sをUu上での自明化 hu : E|Uu

∼= Uu×S1を用いて S1値関数として表示す
ると，

s(x) =


1 x ∈ [u, v]のとき
1 x ∈ [u,w]のとき
guv = guw x ∈ [v, w]のとき

ここで [v, w]はU v(あるいはUw)に含まれておりその上の自明化 hv(あるいは hw)に
関して切断 sが 1で与えられることを使った．(guv = guwgwvであり，gwv|[v,w] = 1で
あることに注意されたい．) したがって ∂[u, v, w]に沿った sの写像度は

es({u, v, w}) =
1

2π
(ϕuv(w)− ϕuv(v)) =

1

2π
ϕuv(w).

ここで ϕuv|[u,v] = 0より ϕuv(v) = 0を使った．一方 Čech cocyle εuvwは定義より，

εuvw =
1

2π
(ϕuv + ϕvw + ϕwv)

=
1

2π
(ϕuv(w) + ϕvw(w) + ϕwu(w)) (点wで評価した)

=
1

2π
ϕuv(w).

以上より es({u, v, w}) = εuvwが示された．
2025.5.27 ここまで
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2.7 接続1形式
de Rham 理論でのEuler類を定義するために，主 S1束の接続の概念を導入する．

本節では底空間M はC∞級多様体とし，E →M をC∞級主 S1束とする．
本節では虚数単位の記号として i =

√
−1を用いることにする．S1の座標 θ 7→ eiθ

をとり，S1上の 1-form (Maurer-Cartan 1-form)

idθ = e−iθd(eiθ)

を考える．これは S1の Lie環 iRに値をとる微分形式である．以下では i倍は省略
した dθ（角度形式）を考える．

注 2.25. 一般に，Lie群Gに対して，表式 g−1dgはGの Lie環に値をとる左不変な
1-form（Maurer-Cartan form) を与える5．

定義 2.26. E上の S1不変な 1-form ψであって，各 fiber Ex
∼= S1に制限すると dθ

に等しいものをEの接続 1形式（connection 1-form）という．

注 2.27. E 上の微分形式 ψ が S1 不変であるとは，z ∈ S1 の作用の与える写像
Rz : E → E, e 7→ e · z に対して，R∗

zψ = ψ が成り立つことである．ファイバー
Ex
∼= S1上の 1-form dθは自明化の取り方によらず定まることに注意したい．

例 2.28. CP1上の tautological line bundle

L = {(`, v) ∈ CP1 × C2 : v ∈ `} → CP1

を思い出そう．これに付随する S1束

S(L) = {(`, v) ∈ L : ‖v‖ = 1} ∼= {v ∈ C2 : ‖v‖ = 1} = S3

は S1作用 v 7→ veiθにより主 S1束である．主 S1束 S(L) → CP1をHopf fibration

という．この上の接続 1形式 ψを次のように定める．各点 e ∈ S3で

ψe : TeS
3 = Te(e · S1)⊕ (Te(e · S1))⊥

直交射影−−−−→ Te(e · S1)
dθ∼= R

により余接ベクトルψeを定める．ここではC2の標準計量が TeS
3に誘導する計量に

関する直交補空間 (Te(e · S1))⊥を考えており，e · S1は eの S1軌道，つまり，主 S1

束のファイバーである．次に注意しよう．

• 計量が S1不変であることから，ψは S1不変である．
5ここで，g は Gの点を動く変数を表しており，dg は G値関数（恒等写像）g : G → Gの微分，

つまり id : TgG→ TgGであり，g−1は逆元をとる写像G→ Gを表している．言い換えると，dgは
G上の TGに値をとる 1-form (TG⊗ T ∗Gの切断)であり，g−1 は Gに値をとる関数である．
一方で掛け算写像G×G→ G, (g1, g2) 7→ g1g2の第 2変数 g2に関する微分として，Gの TGへの

作用G× TG→ TGが定まる（さらにこの作用は TGの群構造 TG× TG→ TGに拡張されるがこ
こでは使わない）．この作用の下で {g−1} × TgGは TeGに写ることに注意すれば，g−1 · dgは TeG
に値をとる 1-form (T ∗G⊗ TeGの切断）と解釈できる．Gが行列群であるときは，g−1dgを行列値
微分形式として解釈することもできる．
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• ψをファイバー S1 · eに制限すると dθである．

問 2.29. C2の座標を (x1 + ix2, y1 + iy2)と書くとき，上の接続形式 ψは

ψ = −x2dx1 + x1dx2 − y2dy1 + y1dy2

∣∣∣
S3

で与えられることを示せ．

自明束M × S1の接続 ψについて考えよう．M の局所座標を x1, . . . , xmとし，

ψ = f(x, θ)dθ +
m∑
i=1

gi(x, θ)dxi

とおく．各ファイバーに制限すると dθに等しいことから，f(x, θ) = 1が分かる．さ
らに S1不変であることから，gi(x, θ)は θによらない．つまり，接続 1形式は

ψ = dθ +
m∑
i=1

gi(x)dxi

の形をしていることが分かる．

命題 2.30. 任意のC∞級主 S1束 p : E →M は接続 1形式を持つ．

Proof. 開被覆{Uα}であって，各Uα上でE|Uαが自明になるものをとる．自明束E|Uα

には接続 1-form ψαが存在する．{Uα}に付随する滑らかな１の分割 ραをとり，

ψ =
∑
α

(p∗ρα)ψα

とおくと，ψは接続 1形式を定める．実際，各ファイバー上で

ψ|Ex =
∑
α

ρα(x)ψα

∣∣∣
Ex

=

(∑
α

ρα(x)

)
dθ = dθ

であり，p∗ραと ψαはどちらも S1不変なので ψも S1不変である．

2.8 曲率としてのEuler類の定義
命題 2.31. ψを主 S1 束 p : E → M の接続とする．このとき，ただ一つの closed

2-form e ∈ Ω2(M)が存在して，dψ = −2πp∗eが成り立つ．eの de Rham コホモロ
ジー類 [e] ∈ H2

dR(M) は接続 ψの取り方に依らない．

Proof. 座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)上での局所自明化E|U ∼= U × S1の下で，接続 ψは

ψ|U = dθ +
n∑

i=1

gi(x)dxi
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の形に表示されるのだった．このとき，

dψ|U =
n∑

i=1

n∑
j=1

∂gi
∂xj

(x)dxj ∧ dxi

はU上の 2-form の pによる引き戻しである．p∗は明らかに単射であるから，これら
の座標近傍上の 2-formは張り合ってM上の 2-formを定める．従ってdψ = −2πp∗(e)
を満たす 2-form e ∈ Ω2(M)がただ一つあることが分かる．

0 = d(dψ) = −2πp∗(de)

より de = 0である．
ψ1, ψ2をE →Mの二つの接続形式とする．上と同様に局所的に考えることにより，

ψ1 − ψ2 = p∗ξ

を満たす 1-form ξ ∈ Ω1(M)が存在することが言える．従って dψj = −2πp∗(ej)とお
くとき，

e1 − e2 = −
1

2π
dξ

であり，e1と e2の定める de Rham コホモロジー類は等しい．
定義 2.32. 上の命題で定まる e ∈ Ω2(M)を Euler formと呼び，[e] ∈ H2

dR(M)を
（de Rham 理論で定義される）Euler類という．
また，idψ = p∗ωを満たす ωを曲率形式という．これは Euler formと

e =
i

2π
ω あるいは ω = −2πie

の関係にある．後で見るように，2πの因子は [e]が整コホモロジー類（から来る de

Rham コホモロジー類）となるようにつけている．
例 2.33. 例 2.28のHopf fibrationの Euler form を求めよう．問 2.29より，

−2πp∗(e) = dψ = 2(dx1 ∧ dx2 + dy1 ∧ dy2)
∣∣∣
S3

CP1の chart C ⊂ CP1, z 7→ [1, z]を考えよう．Hopf fibration のC ⊂ CP1上での切
断を s(z) = 1√

1+|z|2
(1, z)で与える．p ◦ s = idCより，s∗ ◦ p∗ = idであるから，上を

sで引き戻すことにより，

e
∣∣∣
C
= s∗p∗(e) = − 1

π
s∗(dx1 ∧ dx2 + dy1 ∧ dy2)

= − 1

π

ds ∧ dt
(1 + s2 + t2)2

を得る．ここでCの座標を z = s+ itとした．これはCP1の標準的な向きについて∫
CP1

e = −1

を満たし，整コホモロジー類 [e] ∈ H2(CP1,Z)を定めることが分かる．
問 2.34. 上の計算を確かめよ．
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2.9 接続の幾何学的意味：平行移動とホロノミー
主 S1束 E → M を考える．e ∈ Eに対して x = p(e) ∈ M とおく．接続 ψは点

e ∈ Eにおいて
ψe : TeE → R

であって Tep
−1(x)上では同型になるものを与えている．これは直和分解

TeE = Tep
−1(x)⊕Kerψe

を定める．He := Kerψeを水平部分空間（horizontal subspace）という [絵を描く]．
ψは S1作用で不変であることから，Heも S1作用で不変，つまり，∀z ∈ S1に対し
てHe·z = (Rz)∗Heが成り立つ．
逆に各点 e ∈ Eでの分解

TeE = Tep
−1(x)⊕He

で S1不変なものが与えられると，接続形式 ψが

TeE
He に沿った射影−−−−−−−−−→ Tep

−1(x)
dθ∼= R

により与えられる．
水平部分空間は異なる fiber の無限小の「つながり方」（つまり「接続」）を与え

ているものと解釈できる（次の問を参照のこと）．
問 2.35. γ : [0, 1]→ M を滑らかな道とする．任意の e ∈ p−1(γ(0))に対してただ一
つの道 γ̃ : [0, 1]→ Eが存在して

p ◦ γ̃ = γ, γ̃(0) = e,
dγ̃

dt
∈ Hγ̃(t)

を満たすことを示せ．γ̃を γの水平リフトといい，写像Pγ : Eγ(0) → Eγ(1), e 7→ γ̃(1)

を γに沿った平行移動という．さらに，平行移動 Pγは S1同変であることを示せ．
問 2.36. closed path (loop) に沿った平行移動をホロノミー (holonomy) という．
g : D2 → M を滑らかな写像，γ := g|∂D2 とする．z0 ∈ ∂D2 を基点とする．γ の
水平リフトは平行移動Eγ(z0) → Eγ(z0)を定める [絵を描く]．この写像は

e2πi
∫
D2 g∗e = e−

∫
D2 g∗ω

の作用に等しいことを示せ．すなわち，曲率の積分によりホロノミ―が分かる．
(略解)　自明化 g∗E ∼= D2× S1をとる．この自明化の下で g∗ψ = dθ+ p∗ξの形に

表示できる．ただし，ξはD2上の 1-form. γ̃を γ̃(eis) = (eis, eiθ(s))と書く（ただし
eis ∈ ∂D2．γ̃は水平リフトなので，

θ′(s) = −ξ(∂/∂s)

が成り立つ．ここで ∂/∂sは ∂D2上のベクトル場とみなしている．従って

θ(2π + s0)− θ(s0) =
∫ s0+2π

s0

θ′(s)ds

= −
∫
∂D2

ξ = −
∫
D2

dξ = 2π

∫
D2

e.
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2.10 Čech–de-Rham 複体とEuler類の比較
参考文献: [Bott-Tu, §8].
本節では good open cover U = {Uα}α∈Aを持つ多様体M に対して，

H∗
dR(M) ∼= Ȟ∗(U ,R)

が成り立ち，各々の理論で定義される Euler類が対応することを示す．
定義 2.37. Ωqに値をとる p次の Čech cochain とは Uα0···αp 6= ∅なる (α0, . . . , αp) ∈
Ap+1に対して ωα0...αp ∈ Ωq(Uα0...αp)が定まり，ωα0...αp は (α0, . . . , αp)の入れ替えに
関して反対称性を満たすもの．

Kp,q := Čp(U ,Ωq) = {Ωqに値をとる Čech p-cochain}

とおく．これは次の二つの微分を持つ 2重複体である．
d : Kp,q → Kp,q+1 de Rham の微分（外微分）
δ : Kp,q → Kp+1,q Čech の微分

ここで
(dω)α0...αp = dωα0...αp

(δω)α0...αp+1 =

p+1∑
i=0

(−1)iωα0...α̌i...αp+1

∣∣∣
Uα0...αp+1

これらの微分は d2 = δ2 = 0, dδ = δdを満たす（容易）．ここで total complex

(K∗, D)を
Kn :=

⊕
p+q=n

Kp,q, D : Kn → Kn+1, D = D′ +D′′

D′ = δ, D′′|Kp,q = (−1)pd

により定める．このとき (D′)2 = (D′′)2 = 0, D′D′′ + D′′D′ = 0が成り立つので，
D2 = (D′ +D′′)2 = 0となる．
2重複体の一般論を少し展開する．以下ではKp,qは p < 0または q < 0の時に 0

となる 2重複体で，D′ : Kp,q → Kp+1,q, D′′ : Kp,q → Kp,q+1が与えられ，(D′)2 =

(D′′)2 = 0, D′D′′ +D′′D′ = 0を満たすものとする．
命題 2.38. 横方向の高次コホモロジーが消える，つまり，Hp(K∗,q, D′) = 0が p > 0,

q ≥ 0に対して成り立つとする．このとき包含写像
H0(K∗,q, D′) ↪→ K0,q ↪→ Kq

はコホモロジーの同型
Hq(H0(K∗,∗, D′), D′′) ∼= Hq(K∗, D)

を誘導する．（左辺はD′コホモロジーを取ってからD′′コホモロジーを取ったもの．
右辺は total complex のDコホモロジー．） 2025.6.3 ここまで
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Proof. Cq = H0(K∗,q, D′)とおく．このとき横方向に exactな次の図式が得られる．

0 // C2 //

OO

K0,2 //

OO

K1,2 //

OO

K2,2 //

OO

0 // C1 //

OO

K0,1 //

OO

K1,1 //

OO

K2,1 //

OO

0 // C0 //

OO

K0,0 //

OO

K1,0 //

OO

K2,0 //

OO

この図式はC∗が total complex K∗にどのように入っているかを示している．
例として total complex の 2-cocycle α = α0,2 + α1,1 + α2,0を考えよう（ここで

αi,j ∈ Ki,j）．Dα = 0より

D′′α0,2 = 0, D′α0,2 +D′′α1,1 = 0, D′α1,1 +D′′α2,0 = 0, D′α2,0 = 0

が分かる [diagram を描く]．D′に関する高次コホモロジーの消滅から，∃β1,0 ∈ K1,0

s.t. α2,0 = D′β1,0. ここで αを同じD-コホモロジー類を代表する α′ = α−Dβ1,0に
取り換えると，

α′ = α0,2 + α̃1,1

の形である（ここで α̃1,1 = α1,1 − D′′β1,0）．これはD-closed だから，同じ理由で
∃β0,1 s.t. α̃1,1 = D′β0,1. このとき α′をさらに α′′ = α′ −Dβ0,1に取り換えると

α′′ = α̃0,2

の形となる．これはD-closed ゆえ，D′α̃0,2 = D′′α̃0,2 = 0. つまり α̃0,2 ∈ C2であっ
て，D′′-closed. 以上の議論はC∗ ↪→ K∗がコホモロジーに全射を誘導することを示
している．
同様の議論で単射になることも分かる（演習問題）．

注 2.39. もちろん縦と横を反対にした命題も成立する．つまり，縦方向の高次のコ
ホモロジーが消えていた場合，total complex のコホモロジーは，逐次的にコホモ
ロジーを取ったもの（縦方向のD′′コホモロジーを取ってから横方向のD′コホモロ
ジーを取ったもの）に等しい．

以下， Čech–de-Rham 複体Kp,q = Čp(U ,Ωq)は縦方向と横方向の高次のコホモ
ロジーが消えていることを示そう．

補題 2.40 (横方向).

0→ Ωq(M)
i−→ Č0(U ,Ωq)

D′
−→ Č1(U ,Ωq)

D′
−→ Č2(U ,Ωq)

D′
−→ · · ·

は完全．
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補題 2.41 (縦方向).

0→ Čp(U ,R) i−→ Čp(U ,Ω0)
D′′
−−→ Čp(U ,Ω1)

D′′
−−→ Čp(U ,Ω2)

D′′
−−→ · · ·

は完全．

上の二つの補題が示されれば，命題 2.38（およびその縦と横を反対にしたもの）
より，

H∗(Ω∗(M), d)
横の完全性−−−−−→∼=

　H∗(K∗, D)
縦の完全性←−−−−−∼=

H∗(Č∗(U ,R), δ)

すなわち
H∗

dR(M) ∼= Ȟ∗(U ,R)

が結論できることになる（可換図式参照）．

0 // Ω2(M) //

OO

K0,2 //

OO

K1,2 //

OO

K2,2 //

OO

0 // Ω1(M) //

OO

K0,1 //

OO

K1,1 //

OO

K2,1 //

OO

0 // Ω0(M) //

OO

K0,0 //

OO

K1,0 //

OO

K2,0 //

OO

Č0(U ,R) / /

OO

Č1(U ,R) //

OO

Č2(U ,R) //

OO

0

OO

0

OO

0

O O

補題 2.40の証明. この証明にはΩqが fine sheaf（1の分割をもつ）であることを使う．
(1) iの定義：ω ∈ Ωq(M)に対して，i(ω)α = ω|Uαとおく．
(2) Č0(U ,Ωq)での完全性：ω ∈ Č0(U ,Ωq)について，

δω = 0⇐⇒ ∀α, ∀β, (δω)αβ = ωα − ωβ = 0 on Uαβ

⇐⇒ ωαは大域的な q-form に貼りあう

(3) Čp(U ,Ωq), p > 0での完全性：ω ∈ Čp(U ,Ωq)が δω = 0を満たすとする．{ρα}
を開被覆 U = {Uα}に付随する 1の分割とする．η ∈ Čp−1(U ,Ωq)を

ηα0...αp−1 =
∑
β

ρβωβα0...αp−1
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と定める．Uβα0···αp−1上の form ρβωβα0...αp−1はUβの外では（あるいは Supp ρβの外
では）0で拡張することにより，Uα0...αp−1 上の form に拡張されることに注意しよ
う．このとき，

(δη)α0...αp =

p∑
i=0

(−1)iηα0...α̌i...αp |Uα0...αp

=

p∑
i=0

∑
β

(−1)iρβωβα0...α̌i...αp |Uα0...αp

=
∑
β

ρβωα0...αp (∵ δω = 0)

= ωα0...αp .

ただし，3行目への変形では，δω = 0から導かれる式ωα0...αp =
∑p

i=0(−1)iωβα0...α̌i...αp

を用いた．

補題 2.41の証明. Uα0...αp は可縮なので 1次以上の de Rham コホモロジーは消えて
おり，

0→ R→ Ω0(Uα0...αp)→ Ω1(Uα0...αp)→ Ω2(Uα0...αp)→ · · ·

は完全である．与えられた列はこれを Uα0...αp 6= ∅, α0 < α1 < · · · < αp を満た
す6(α0, . . . , αp) ∈ Ap+1に渡って直積をとったものであるから，完全である．

定理 2.42. M を多様体，U をM の good open coverとする．E →M を滑らかな主
S1束とする．このとき Čech コホモロジー類として定まる Euler類 [ε] ∈ Ȟ2(U ,R)
と，de Rham コホモロジー類として定まる Euler 類 [e] ∈ H∗

dR(M)は Čech–de-Rham

複体の同じコホモロジー類を与える．

Proof. Uα上の自明化 E|Uα
∼= Uα × S1をとる．このチャートにおける S1の座標を

θα 7→ eiθα とするとき，dθαはE|Uα上の接続 1形式を与える．E|Uα上で接続ψはUα

上のある 1形式 ξαを用いて

ψ|E|Uα
= dθα + p∗ξα

と表される．従って
e = − 1

2π
dψ = − 1

2π
dξα on Uα

である．これらの自明化に付随する変換関数を gαβとし，gαβ = eiφαβ，ϕαβ = −ϕβα

となる関数 ϕαβ : Uαβ → Rを選ぶ．E|Uαβ
上で θα ≡ θβ + p∗ϕαβ mod 2πZゆえ，

ψ|E|Uαβ
= (dθβ + p∗dϕαβ) + p∗ξα = dθβ + p∗(ξα + dϕαβ)

従って
ξβ − ξα = dϕαβ on Uαβ

6添え字集合 Aには全順序が入っているものとする
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また εαβγの定義から
εαβγ =

1

2π
(ϕαβ + ϕβγ + ϕγα)

以上から Čech–de-Rham 複体Kp,q = Čp(U ,Ωq)の微分をD = D′ +D′′, D′|Kp,q = δ,

D′′|Kp,q = (−1)pdとおくとき，

D′′({ 1
2π
ξα}) = −e

D′({ 1
2π
ξα}) = { 1

2π
dϕαβ}

D′′({ 1
2π
ϕαβ}) = {− 1

2π
dϕαβ}

D′({ 1
2π
ϕαβ}) = {εαβγ} = ε

が成立する．図示すると，

e � // {e|Uα}

{ 1
2π
ξα}

消す
OO

� // { 1
2π
dϕαβ}

{ 1
2π
ϕαβ}

消す
OO

� // {εαβγ}

{εαβγ}
_

OO

従って−e+ ε = D({ 1
2π
ξα}+ { 1

2π
ϕαβ})ゆえ，eと εは同じコホモロジー類を代表す

る．

問 2.43 (Čech コホモロジーの積構造). U = {Uα}α∈A を位相空間M の開被覆とす
る．添え字集合Aには全順序を入れておくこととする．

(1) Rを単位元を持つ可換環とする．Čech cochain 複体 (Č∗(U , R), δ)にカップ積
Čp(U , R) × Čq(U , R) → Čp+q(U , R) を次のように定義する．ω ∈ Čp(U , R),
η ∈ Čq(U , R)に対して，α0 < · · · < αp+qのときは

(ω ∪ η)α0,...,αp+q = ωα0,...,αpηαp,...,αp+q

と定め，α0 < · · · < αp+q でないときは，反対称性により上の定義を拡張する．
このカップ積は結合的であり，次の Leibniz則を満たすことを示せ．

δ(ω ∪ η) = δω ∪ η + (−1)pω ∪ δη.

Leibniz 則よりコホモロジーにカップ積 Ȟp(U , R) × Ȟq(U , R) → Ȟp+q(U , R)
が誘導されることが分かる7．

7コホモロジーに誘導される積は次数付き可換（超可換ともいう）になる．
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(2) M を多様体，U を良い開被覆 (good open covering) とする．Čech–de-Rham

複体 Kp,q = Čp(U ,Ωq)の結合的積

∪ : Čp(U ,Ωq)× Čp′(U ,Ωq′)→ Čp+p′(U ,Ωq+q′)

であって，total complex Kk =
⊕

p+q=kK
p,q の微分D に関して Leibniz則を

満たし，さらに包含写像

Čp(U ,R) ↪→ Čp(U ,Ω0), Ωq(M) ↪→ Č0(U ,Ωq)

が積を保つようなものを構成せよ．さらに，このことを用いてこの節で示した
同型 Ȟ∗(U ,R) ∼= H∗

dR(M) は積を保つことを示せ．

2.11 Čech-singular 複体
参考文献：[Bott-Tu, §15]
Čech-singular 複体を使うと前節と同様にして Čech コホモロジーと特異コホモロ

ジーを比較することができる．まず特異 (コ)ホモロジーについて簡単に復習する．
Xを位相空間とする．Xの特異 p単体 (singular p-simplex)とは連続写像σ : ∆p →

Xのことである．特異 p単体の生成する自由 Z加群を Sp(X)と書く．境界作用素

∂ : Sp(X)→ Sp−1(X)

を
∂[σ] =

p∑
i=0

(−1)i[σ ◦ ∂i]

と定義する．ここで ∂i : ∆p−1 → ∆pは i面を与える face map (2.1節参照）．このと
き ∂ ◦ ∂ = 0が確かめられ，整数係数の特異ホモロジーHsing

∗ (X,Z) = H∗(S∗(X), ∂)

が定義される．
Sp(X)の双対としてSp(X) := Hom(Sp(X),Z)が定義され，∂の双対としてd : Sp(X)→

Sp+1(X)が定義される．このコホモロジーとして整数係数の特異コホモロジーH∗
sing(X,Z) =

H∗(S∗(X), d)が定義される．
次に位相空間X が good open cover U = {Uα}α∈Aを持つと仮定する．X の開集

合 U に対して U 上の特異コチェイン複体 Sq(U)を対応させる写像 U 7→ Sq(U)は
presheaf と思うことができる．Čech-singular 複体を次で定める．

Kp,q := Čp(U , Sq)

=

{
{ωα0...αp}

∣∣∣ ωα0...αp ∈ Sq(Uα0...αp),

ωα0...αpは α0, . . . , αpの入れかえについて反対称

}
これは二つの微分

d : Kp,q → Kp,q+1

δ : Kp,q → Kp+1,q
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を持つ．前と同様に，D = D′ +D′′, D′ = δ, D′′|Kp,q = (−1)pdとおく．
この Čech-singular 複体を使って，Čech コホモロジーと特異コホモロジーの同型

を示したい．そのためには高次のD′コホモロジーと高次のD′′コホモロジーが消え
ていることをいう必要がある．

(1) D′′コホモロジーの消滅:

0→ Čp(U ,Z)→ Čp(U , S0)→ Čp(U , S1)→ Čp(U , S2)→ · · ·

は完全である．これは各 Uα0...αpが可縮であり，

H∗
sing(Uα0...αp ,Z) =

{
Z ∗ = 0

0 ∗ 6= 0

が成り立つことからわかる．

(2) D′コホモロジーの消滅．SU
q (X)をどれかの Uαに含まれる特異 q単体の生成

する自由 Z加群とする．また Sq
U(X) = Hom(SU

q (X),Z)とおく．このとき，

0→ Sq
U(X)→ Č0(U , Sq)→ Č1(U , Sq)→ Č2(U , Sq)→ · · ·

は完全である．Sq
U(X)→ Č0(U , Sq)は自然な写像ω 7→ {ω|Uα}であり，Č0(U , Sq)

での完全性は定義から明らか．Čp(U , Sq), p > 0での完全性については [Bott-Tu,

(15.7)]を参照のこと．

0 // S2
U(X) //

OO

K0,2 //

OO

K1,2 //

OO

K2,2 //

OO

0 // S1
U(X) //

OO

K0,1 //

OO

K1,1 //

OO

K2,1 //

OO

0 // S0
U(X) //

OO

K0,0 //

OO

K1,0 //

OO

K2,0 //

OO

Č0(U ,Z) //

OO

Č1(U ,Z) //

OO

Č2(U ,Z) //

OO

0

OO

0

OO

0

OO

以上の事実と，命題 2.38を用いた議論により，同型

H∗(S∗
U(X), d)

∼=−→ H∗(K∗, D)
∼=←− H∗(Č∗(U ,Z), δ)
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が分かる．自然な射影 S∗(X) ↠ S∗
U(X)はチェインホモトピー同値である（特異

ホモロジー複体の間の写像 SU
∗ (X) ↪→ S∗(X)はチェインホモトピー同値 [Hatcher,

Proposition 2.21]であり，この双対をとるとわかる）ので，結局

H∗
sing(X,Z) ∼= Ȟ∗(U ,Z)

を得る．

問 2.44. 問 2.9で定義したオイラー類 [e] ∈ H2
sing(X,Z)と，Čech コホモロジー

Ȟ2(U ,Z)に値をとる Euler類 [ε]が，上の同型の下で一致することを示せ．

注 2.45. good open cover を持つ空間の例としては，

• パラコンパクト多様体

• 単体複体（の幾何学的実現）

が挙げられる．一般にCW複体は単体複体とホモトピー同値であり [Hatcher, The-

orem 2C.5], [Gray, Corollary 16.44]，特に，good open cover を持つ空間とホモト
ピー同値である．さらに，CW近似定理 [Hatcher, Proposition 4.13]により，任意の
位相空間Xに対して，CW複体 Y と弱ホモトピー同値 f : Y → Xが存在する．

2025.6.10 ここまで

2.12 主S1束（複素直線束）の分類
本節ではXをパラコンパクトハウスドルフ空間で，good open cover を持つもの

とする．
まず主 S1束と複素直線束の同型類の間には自然な対応があることに注意しよう．

複素直線束 L→ Xが与えられたとき，エルミート計量をとると，S1束

S(L) =
⋃
x∈X

{v ∈ Lx | ‖v‖ = 1}

が定まる．これはS1の作用 v 7→ veiθにより主S1束となる．主S1束S(L)の同型類
はエルミート計量の取り方によらない．逆に，主 S1束E → X が与えられるとき，
同伴直線束 L = E ×S1 C = E × C/(eλ, v) ∼ (e, λv), λ ∈ S1が構成される．この 2

つの構成は互いに逆の構成であることが容易に確かめられる．
複素直線束 L→ Xに対して，その Euler類を e(L) := e(S(L))と定義する．

定理 2.46. Xを good open cover U = {Uα}α∈Aを持つパラコンパクトハウスドルフ
空間とする．対応L 7→ S(L) 7→ e(L) = e(S(L))は以下の 3つの対象の間の全単射を
与える．

(1) X上の複素直線束の同型類

(2) X上の主 S1束の同型類
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(3) H2(X,Z)の元

さらにこの対応は積（あるいは和）を保つ．ただし，複素直線束L1, L2の積はテンソ
ル積L1⊗L2とし，主S1束E1, E2の積はE1×S1E2 := E1×XE2/(e1λ, e2) ∼ (e1, e2λ),

λ ∈ S1と定める（S1作用は [e1, e2] 7→ [eiθe1, e2] = [e1, e
iθe2]とする）．

Proof. (1)と (2)の対応については既に述べた．この対応は積を保っている．実際，
{gαβ}, {hαβ} を主 S1 束 E1, E2 の変換関数とするとき，E1 ×S1 E2 の変換関数は
{gαβhαβ}で与えられることからわかる．さらにこのことは，e1, e2をE1, E2の局所
的な切断とするとき，e′1 = e1gαβ, e

′
2 = e2hαβ ならば [e′1, e

′
2] = [e1, e2]gαβhαβ である

ことから確かめられる．
(2)と (3)の対応について考える．Čechコホモロジーを使ったEuler類の定義を思い

出しておく．主S1束E → Xの変換関数をgαβとするとき，gαβ = eiφαβ , ϕαβ = −ϕβα

を満たす実数値関数ϕαβ : Uαβ → Rをとり，εαβγ = 1
2π
(ϕαβ +ϕβγ +ϕγα)により 2-コ

サイクル εを定義する．このとき [ε]がオイラー類を与える．主 S1束の積は変換関
数の積に対応するから，この対応E 7→ [ε] ∈ Ȟ2(U ,Z)は群構造を保っている．
次に単射性を示そう．もし [ε] = 0とする．このときある n = {nαβ} ∈ Č1(U ,Z)が

存在して ε = δnとなる．
ξαβ := ϕαβ − 2πnαβ

とおくと，ξは連続関数の層 C0に値をとる Čech 1-cochain (ξ ∈ Č1(U , C0))であり，
δξ = 0を満たす．従って C0が fine sheafであることから（補題 2.40の証明を参照），
ある u = {uα} ∈ Č0(U , C0)が存在して，ξ = δu，すなわち，

ξαβ = uβ − uα

が成立する．このとき

gαβ = eiφαβ = ei(ξαβ+2πnαβ) = ei(uβ−uα) = λ−1
α λβ

ただし，λα = eiuαとおいた．従って主 S1束Eは自明である．
最後に全射性を示す．任意の [ε] ∈ Ȟ2(U ,Z)に対して ε ∈ Č2(U ,Z) ⊂ Č2(U , C0)と

みなすとき，δε = 0であることと C0が fine sheaf であることから，ε = 1
2π
δϕなる

ϕ = {ϕαβ} ∈ Č1(U , C0)が存在する．このとき gαβ = eiφαβ とおくと，

gαα = 1

gαβgβγgγδ = ei(φαβ+φβγ+φγδ) = e2πiϵαβγ = 1

より gαβはコサイクル条件を満たし，主 S1束を定める．この主 S1束のオイラー類
が [ε]になることは構成から明らかである．

注 2.47. Euler類の定義として，障害類としての定義，Čechコホモロジー類として
の定義，曲率としての定義，の 3つを述べた．それ以外にも次の定義がある．

• Thom 類の引き戻し (次節で紹介）
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• 層の完全列 0→ Z→ C0(−,R) exp(2πi·)−−−−−→ C0(−, S1)→ 0 に付随する層コホモロ
ジーの連結準同型H1(X, C0(−, S1)) → H2(X,Z)を使う方法 (これは Čech コ
ホモロジー類としての定義と本質的に同じ）

• 分類空間を使う方法

3 Thom類とEuler類
本節ではThom類の観点から Euler類を議論する．

3.1 de Rham コホモロジーでのThom類とThom同型
参考文献：[Bott-Tu, §6, §12].
ここではコホモロジーとしては de Rham コホモロジーを使い，M をC∞級多様

体，E →M をランク nのC∞級実ベクトル束とする．
まず，E の縦方向にコンパクト台をもつコホモロジー H∗

cv(E) (cohomology of

compact support in the vertical direction)を導入する．de Rham 複体 Ω∗(E)の
部分複体Ω∗

cv(E)を次で定義する．

Ω∗
cv(E) = {ω ∈ Ω∗(E) | Supp(ω)→M は proper}

とおく．これは dで閉じていることは明らかである．そこで

H∗
cv(E) := H∗(Ω∗

cv(E), d)

と定める．

定義 3.1. E →M が向きづけられた実ベクトル束であるとは，各ファイバーExに
向き8が与えられ，それが局所的に一定であるもの．つまり，任意の x ∈ M に対し
て xの開近傍 U と U 上での自明化 φ : E|U ∼= U × Rnが存在して，任意の y ∈ U に
対して，自明化の与える同型 φy : Ey

∼= RnはEyの与えられた向きをRnの標準的な
向きに写す．

注 3.2. E → M に向きが与えられているとき，定義にあるような局所自明化をと
ると，その間の変換関数はGL+

n (R) = {g ∈ GLn(R) | det(g) > 0}に値をとる．す
なわち，E → M の向きを与えるということは，その構造群の GL+

n (R)への還元
(reduction)を与えることと同じである．

ここでは射影の記号とし
て pではなく π を使って
いる．Čech 複体の次数
p との重複を避けるため．

向きづけられた実ベクトル束 π : E →M に対してファイバーに沿った積分（inte-

gration along the fiber）
π∗ : Ω

∗
cv(E)→ Ω∗−n(M)

8実ベクトル空間の向きとは基底の GL+
n (R)同値類のことであった．
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が定義される．M の座標近傍 (U ; x1, . . . , xm)と，その上の向きを保つ局所自明化
E|U ∼= U ×Rnをとる．Rnの座標を (t1, . . . , tn)とする．局所自明化の与えるE|U の
座標 (x1, . . . , xm, t1, . . . , tn)を用いると，π∗は

π∗ :
∑
I,J

fI,J(x, t)dxI ∧ dtJ 7−→
∑
I

dxI

∫
Rn

fI,{1,...,n}(x, t)dt1 · · · dtn

で与えられる．ここで I ⊂ {1, . . . ,m}, J ⊂ {1, . . . , n}は多重指数であり，I =

{i1, i2, . . . , ip}（ただし i1 < i2 < · · · < ip）のとき，dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxip とおく．
（π∗が局所座標の取り方によらず定まることは演習とする．）

問 3.3. π∗◦d = d◦π∗を示せ．特にπ∗はコホモロジーの間の写像H∗
cv(E)→ H∗−n(M)

を誘導する．

定理 3.4 (Thom同型定理). E → M を向きづけられたランク nの実ベクトル束と
する．

(1) ファイバーに沿った積分 π∗ : H
∗
cv(E)→ H∗−n(M)は同型である（Thom同型）．

(2) 特に π∗[Θ] = 1となるコホモロジー類 [Θ] ∈ Hn
cv(E)がただ一つ存在する．こ

れをThom類という．

(3) (1)の同型の逆写像は，[α] 7→ [π∗α ∧Θ] で与えられる．

注 3.5. (1) M = ptのとき，Thom同型は

H∗
c (Rn) =

{
R ∗ = nのとき
0 ∗ 6= nのとき

を与える（Poincaréの補題）．この同型はRn上の積分Hn
c (Rn) 3 [ω] 7→

∫
Rn ω ∈

R で与えられる．

(2) fiber Exの向きを与えると，Hn
c (Ex)の生成元 [ω]で ∫

Ex
ω = 1を満たすものが

定まる．つまりExの向きとHn
c (Ex)の（整な）生成元が対応している．

(3) 局所自明化 E|U ∼= U × Rn をとるとき，少し一般化された Poincaré の補題
[Bott-Tu, Proposition 6.16]により，

H∗
cv(E|U) ∼= H∗

cv(U × Rn)
∼=−→ H∗−n(U)

α 7−→ π∗α

π∗β ∧ φ(t)dt1 . . . dtn ←− [ β
ここで φ(t) ∈ C∞

c (Rn)は ∫ φ(t)dt1 . . . dtn = 1を満たすコンパクト台の関数．
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特に，U が連結のとき，∀x ∈ U に対して

Hn
cv(E|U)

π∗
∼=

//

j∗∼=
��

H0(U)

Hn
c (Ex) ∫

Ex

∼= // R

ただし j : Ex → E|U は包含写像．これは直線束
⋃

x∈M Hn
c (Ex)の局所自明化を

与えている．
局所自明化の与える同型 Ex

∼= Rnにより各ファイバー Exに向きが入り，Ex

上での積分が⋃x∈M Hn
c (Ex)の局所自明化を与えると考えてもよい．

(4) この局所自明化により，⋃x∈M Hn
c (Ex)はベクトル空間の局所系 (local system)

をなす9．変換関数は {±1}に値をとっている．

E →M の向きを与える ⇐⇒ 局所系
⋃
x∈M

Hn
c (Ex)の自明化をとる

に注意しよう．

Thom同型定理の証明. U = {Uα}を good open cover とする．Čech–de-Rham 複体

Kp,q = Čp(π−1U ,Ωq
cv) =

∏
α0<···<αp

Ωq
cv(π

−1(Uα0···αp))

を考えよう．前と同様D′ = δ, D′′ = (−1)pdとし，D = D′ + D′′を total complex

の微分とする．証明の要点は，total complex のコホモロジーH∗(K∗, D)が δコホモ
ロジーをとってから dコホモロジーをとったものH∗

dH
∗
δ (K

∗,∗)にも，dコホモロジー
をとってから δコホモロジーをとったものH∗

δH
∗
d(K

∗,∗)にも，どちらにも同型にな
るということである．
(a) H∗

dH
∗
δ の計算．1の分割を用いた補題 2.40と同様の議論により，p = 0のみに δ

コホモロジーがあり，

0→ Ωq
cv(E)→ K0,q δ−→ K1,q δ−→ K2,q δ−→ · · ·

は完全．つまり

H∗
δ (K

∗,q) =

{
Ωq

cv(E) ∗ = 0

0 ∗ 6= 0

命題 2.38によって total complex のコホモロジーはこの dコホモロジー

H∗(K∗, D) ∼= H∗
dH

0
δ (K

∗,∗) = H∗
d(Ω

∗
cv(E)) = H∗

cv(E)

と同型になる．
9ベクトル空間の局所系とは，変換関数が局所定数関数になるような局所自明化 E|Uα

∼= Uα ×Rn

で覆われるベクトル束と定義できる．
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(b) H∗
δH

∗
d の計算．Poincaréの補題より q = nのみに dコホモロジーがある．

H∗(Ω∗
cv(π

−1Uα0...αp), d) = H∗
cv(Uα0...αp × Rn)

π∗∼= H∗−n(Uα0···αp)
∼=

{
R ∗ = n

0 ∗ 6= n

ここでファイバーの向きを保つ同型 π−1Uα0...αp
∼= Uα0···αp × Rnを用いた．従って，

Kp,∗の dに関するコホモロジーをH∗
d(K

p,∗)と表すと，

H∗
d(K

p,∗) =


∏

α0<···<αp,Uα0···αp ̸=∅

R ∗ = n

0 ∗ 6= n

さらにこの δコホモロジーをとるとHp
δH

n
d (K

∗,∗) = Ȟp(U ,R)になる．
次は命題 2.38（の縦と横を入れ替えたもの）の一般化と思える．また spectral

sequence の特別な場合となっている．
命題 3.6. 一般に，2重複体⊕p,q≥0K

p,qの縦方向のコホモロジー（dコホモロジー）
H∗

d(K
p,∗)がある次数 ∗ = nに集中しているとき，同型

Hp+n(K∗, D) ∼= Hp
δH

n
d (K

∗,∗)

が成立する．（n = 0の特別の場合が，命題 2.38の縦と横を入れ替えたもの）
Proof. 以下ではK∗,∗を省略してHp

δH
n
d (K

∗,∗)を単にHp
δH

n
d などと書く．

Hp
δH

n
d → Hn+p(K∗, D)の作り方．[α0] ∈ Hp

δH
n
d をとる．ここでα0 ∈ Kp,nであり，

dα0 = 0かつ [δα0] = 0 in Hn
d . つまり ∃α1 ∈ Kp+1,n−1 s.t.

δα0 = −D′′α1

このときD(α0 + α1) = δα1 ∈ Kp+2,n−1であるが，

D′′δα1 = −δD′′α1 = δ(δα0) = 0.

従ってD′′コホモロジーの消滅から，∃α2 ∈ Kp+2,n−2 s.t. δα1 = −D′′α2. これを続
けてD-cocycle α0 + α1 + · · ·+ αnを得る．Dコホモロジー類 [α0 + · · ·+ αn]は取り
方によらないことが示せる（演習問題）．

n α0

α1

α2

. . .

αn

p
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逆に (n + p)次のD-cocycle β = β0 + β1 + · · · + βn+pが与えられたとする．ここで
βi ∈ Ki,n+p−i. D′′β0 = 0とD′′コホモロジーが消えていることから，∃γ ∈ K0,n+p−1

s.t. β0 = D′′γ. そこで βを β −Dγで置き換えると

β −Dγ = β′
1 + β2 + · · ·+ βn+p, β′

1 ∈ K1,n+p−1

の形となる．これを繰り返して βとD-cohomologous なD-cocycle

β′
p + βp+1 + · · ·+ βp+n

を得る．このとき，β′
pはHp

δH
n
d の元を定める．クラス [β′

p] ∈ H
p
δH

n
d が取り方によら

ないことが示せる（演習問題）．この二つの構成は明らかに互いに逆の操作を与え
ており，Hp

δH
n
d
∼= Hn+p(K∗, D)が結論される．

n

β0
β1

. . .

βp

βp+1

. . .

βp+n

p

上の命題および，上の (a),(b)における計算から

Hp+n
cv (E) ∼= Hp+n(K∗, D) ∼= Hp

δH
n
d (K

∗,∗) = Ȟp(U ,R)

が結論される． 2025.6.17 ここまで

次にこの同型がファイバーに沿った積分 π∗ : Ω
∗
cv(E)→ Ω∗−n(M)から誘導される

ことを示そう．Kp,q
M をM の Čech–de-Rham 複体とする．

Kp,q
M := Čp(U ,Ωq)

ファイバーに沿った積分は 2重複体の間の写像

π∗ : K
p,q+n = Čp(π−1U ,Ωq+n

cv )→ Kp,q
M = Čp(U ,Ωq)

を与える．この写像は δおよび dと可換である．
この π∗がコホモロジーに誘導する写像H∗(K∗, D)→ H∗−n(K∗

M , D)を調べよう．
• (K∗, D)の部分複体 (Ω∗

cv(E), d)に制限すると，π∗はやはりファイバーに沿っ
た積分

π∗ : Ω
∗
cv(E)→ Ω∗−n(M)

と一致する．
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• 一方でHn+p(K∗, D)の任意の元は α = α0 + α1 + · · ·+ αn, αi ∈ Kp+i,n−iの形
のD-cocycle で代表された．この π∗による像は

π∗(α0 + · · ·+ αn) = π∗α0 ∈ Čp(U ,R)

であるが，このコホモロジー類は同型Hn+p(K∗, D) ∼= Hp
δH

n
d
∼= Ȟp(U ,R)の

下での [α]の像そのものである．

以上より，構成された同型は integration along the fiber であることが分かった．
構成された同型から，[Θ] ∈ Hn

cv(E)がただ一つ存在して，π∗[Θ] = 1となること
は明らかである．このとき form としても π∗Θ = 1でなければならない（つまり任
意の x ∈ M に対して ∫

Ex
Θ = 1）．α ∈ Ω∗(M), β ∈ Ω∗

cv(E)に対して成立する射影
公式

π∗(π
∗α ∧ β) = α ∧ π∗(β)

を用いると，任意の [α] ∈ H∗(M)に対して

π∗(π
∗α ∧Θ) = α

が成立するため，π∗の逆写像は [α] 7→ [π∗α ∧Θ]で与えられる．

定義 3.7. π∗Θ = 1を満たす縦方向にコンパクト台を持つ閉微分形式Θ ∈ Ωn
cv(E)を

Thom form という．（定義からThom form のコホモロジー類がThom class である．）

問 3.8. E →Mをランク nの実ベクトル束とする．もし（必ずしも閉とは仮定しな
い）n次微分形式Θ ∈ Ωn

cv(E)であって，各ファイバーExに制限するとHn
c (Ex)の

生成元を与えるものが存在すれば，E →M は向きづけ可能であることを示せ．

問 3.9. 上の証明で用いた射影公式 (projection formula)を示せ．

問 3.10. Thom同型定理の上の証明方法はThom form Θの明示的な構成を与える．
つまり，Mの good cover {Uα}，Uα上の自明化E|Uα

∼= Uα×Rn，変換関数 gαβ, {Uα}
に付随する 1の分割 ραを用いて，Θが構成できることを確かめよ．

問 3.11 ([Bott-Tu, Proposition 6.17]). M が finite good cover を持つとき，Thom

同型定理は good cover の数に関する帰納法で示せる．これを確かめよ．（こちらの
方が証明方法としては易しい．）

3.2 複素直線束のThom類とEuler類
本節でも引き続き，MはC∞級多様体とする．複素直線束L→Mの場合にThom

類とEuler類を（de Rham コホモロジー類として）比較しよう．複素直線束は向き
づけられた rank 2 の実ベクトル束であることに注意しておく．
L→M のHermite計量をとり，主 S1束 S(L) =

⋃
x∈M{v ∈ Lx : ‖v‖ = 1}を定め

る．S(L)上の接続 1形式 ψをとる．ψは
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• ψ|S(Lx) = dθ

• ψは S1不変

なる条件を満たしていた．ここで θ 7→ eiθは S(Lx)の角度座標．ρ(r)を [0,∞)上の
C∞級関数で，r = 0の近くでは−1，rが十分大きいとき 0となるものとする．

r

−1

図 3: ρ(r)のグラフ

r : L → R≥0をエルミート計量の与える関数 r(v) = ‖v‖とし，q : L \M → S(L)

を q(v) = v/‖v‖と定める（ここでM は Lのゼロ切断と同一視されている）． ここでは射影の記号とし
て π ではなく p を使っ
ている．円周率 π との混
乱を避けるため．

L \M q //

p
$$

S(L)

p

��
M

このとき

命題 3.12. Θ = 1
2π
d(ρ(r)q∗ψ)は LのThom form を与える．

Proof. Θが縦方向にコンパクト台を持つ閉形式で，∫
Lx

Θ = 1であることを示せば
よい．
まずΘは r > 0においてwell-defined で exact であるから，closedである．r = 0

では ρ(r)q∗ψは定義されていない．しかしながら，

2πΘ = dρ(r) ∧ q∗ψ + ρ(r)q∗dψ

= dρ(r) ∧ q∗ψ + ρ(r)q∗(−2πp∗e)
= dρ(r) ∧ q∗ψ − 2πρ(r)p∗e

と計算できる．ここで eはM 上のEuler formであり，p : L→M , p : S(L)→M は
自然な射影．この式からΘは r = 0の近くに滑らかに拡張される．最後に，この式
の第 2項はファイバー Lxに制限すると消えるから，∫

Lx

Θ =
1

2π

∫
Lx

dρ(r) ∧ q∗ψ

=
1

2π

∫
C
ρ′(r)dr ∧ dθ ここで (r, θ)は Lx

∼= Cの極座標

= 1

以上よりΘはThom form である．
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定理 3.13. 複素直線束L→MのThom類を [Θ] ∈ H2
cv(L)，Euler類をe(L) ∈ H2(M)

とおく．任意の切断 s : M → Lに対して

s∗[Θ] = e(L)

が成立する．ここで s∗は写像H∗
cv(L)→ H∗(L)

s∗−→ H∗(M)を表す．

Proof. Thom類の代表元として，上の命題に与えた Thom form Θを使う．全ての
切断はゼロ切断 s0とホモトピックなので，

s∗[Θ] = s∗0[Θ]

= s∗0

[
1

2π
d(ρ q∗ψ)

]
=

[
s∗0

(
1

2π
dρ ∧ q∗ψ − ρ p∗e

)]
= [e] = e(L).

以上により示された．

上の定理から，一般に次のように定義する．

定義 3.14. M をC∞級多様体，E → M を向きづけられた rank nのC∞級実ベク
トル束とする．E → M の Thom類 [Θ] ∈ Hn

cv(E)の C∞級切断 sによる引き戻し
e(E) := s∗[Θ] ∈ Hn(M)を，E → M の Euler類と呼ぶ．（これは切断の取り方によ
らない．）

3.3 Thom類とPoincaré双対
参考文献：[Bott-Tu, §5, §6, §12]
引き続きMはC∞級多様体とし，コホモロジーは de Rham コホモロジーを使う．

本節では，Mを向きづけられたm次元C∞級多様体で finite good cover を持つもの
とする10．

3.3.1 Poincaré 双対性
Poincare 双対性定理 [Bott-Tu, §5] によると，積分の定めるペアリング

Hp
c (M)⊗Hm−p(M) −→ R

[α]⊗ [β] 7−→
∫
M

α ∧ β

は非退化，つまり，Hm−p(M) ∼= Hp
c (M)∗を誘導する．

10このときコホモロジーH∗(M), H∗
c (M)は有限次元となる [Bott-Tu, Proposition 5.3.1, 5.3.2]．
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S ⊂M を s次元の向きづけられた閉部分多様体とする．S上での積分は次の線形
写像を定める．

Hs
c (M)→ R

[α] 7→
∫
S

α

この線形写像に対応する ηS ∈ Hm−s(M)がただ一つ存在する．つまり

∃!ηS ∈ Hm−s(M) s.t.

∫
S

α =

∫
M

α ∧ ηS (∀α ∈ Hs
c (M))

この ηSを SのPoincaré双対という．
注 3.15. ここでSが閉であることは積分の定義に必要である．M上のコンパクト台
s-form α ∈ Ωs

c(M)に対して，α|Sの台 Supp(α|S)は Sの閉集合であるから，Mの部
分集合として閉である．さらにそれはコンパクト集合 Supp(α)に含まれるため，コ
ンパクトになる．従って ∫

S
αが定義される．

注 3.16. さらに S がコンパクトであるときは，コンパクト Poincaré 双対 ηS,c ∈
Hm−s

c (M)が定まる．これは任意の α ∈ Hs(M)に対して∫
S

α =

∫
M

α ∧ ηS,c

を満たすクラスとして特徴づけられる．

3.3.2 管状近傍定理 (tubular neighbourhood theorem)

部分多様体 Sの法ベクトル束は
N := NS/M = TM |S/TS

と定義されていた．管状近傍定理は，SのM における開近傍 T と微分同相写像
φ : N

∼=−→ T ⊂M

であって φ|S = idSを満たすものが存在することを主張している [絵を描く]．証明に
ついては [服部, Guillemin-Pollack] を見よ．
法束N に計量を入れて，(閉および開）円盤束

D(N) =
⋃
x∈M

{v ∈ Nx : ‖v‖ ≤ 1}

D̊(N) =
⋃
x∈M

{v ∈ Nx : ‖v‖ < 1}

を考える．N の計量をうまくとれば，D(N) ⊂ N ∼= T ⊂ M はM の中で閉となる
ようにできる11（このことは SがコンパクトならD(N)もコンパクトのため，自動
的）．以下このことを仮定する．

11M に完備な Riemann 計量を入れ，S の無限遠点で 0 に収束する関数 ϵ : S → R>0 を用いて，⋃
x∈S{v ∈ Nx : ‖v‖ < ϵ(x)}の形に書ける開集合（とそこからの exponential map により定まる管
状近傍）を考えれば分かる．
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3.3.3 Thom類とPoincaré双対
M とその部分多様体 Sが向きづけられているとき，法束N = NS/M にも標準的

な向きが入る．ここでは，同型

TM |S ∼= TS ⊕N

が向きを保つようにN に向きを入れることとする．

定理 3.17. Θ ∈ Ωm−s
cv (N)を法束N のThom form とし，SuppΘ ⊂ D̊(N)と仮定す

る12．j : N ∼= T ↪→ M を包含写像とする．j∗Θ ∈ Ωm−s(M)をΘを T の外ではゼロ
で拡張した微分形式とする．このとき，j∗Θは Sの Poincaré 双対 ηS ∈ Hm−s(M)

を代表する．

Proof. N ∼= T上の微分形式ΘをTの外では0で拡張した微分形式j∗Θは，Supp(Θ) ⊂
D̊(N)およびD(N)がM の中で閉という仮定よりM 上の smooth form になってい
ることに注意しよう． 2025.6.24 ここまで

任意のコンパクト台閉形式 α ∈ Ωs
c(M)について∫

M

α ∧ j∗Θ =

∫
S

α

を示せばよい．t ≥ 1に対して t倍写像 t : N → N , v 7→ tvを考える．Θ(t) := t∗Θは
台が 1

t
D̊(N)に含まれる Thom form になっている．t → ∞の極限で，「Sに台を持

つデルタ関数」に近づいていくと考える．
Θ(t), t ≥ 1は D̊(N) ∼= NのThom formであるから，そのコホモロジー類は tによ

らない．つまり [Θ(t)] = [Θ] ∈ Hm−s
cv (D̊(N))である．このことから [j∗Θ

(t)] = [j∗Θ] ∈
Hm−s(M)であることが分かる．よって∫

M

α ∧ j∗Θ =

∫
M

α ∧ j∗Θ(t) =

∫
N

j∗α ∧Θ(t)

左辺は tによらない．右辺を t→∞の極限で計算して，主張を示そう．
{Ui}を Sの相対コンパクトな座標近傍による開被覆で，その上で自明化N |Ui

∼=
Ui ×Rm−sを持つものとする．ρi : S → [0, 1]を {Ui}に付随する（局所有限な）1の
分割とする．N 上に引き戻してN 上の関数 ρi : N → [0, 1]とみなす．このとき∫

N

α ∧Θ(t) =
∑
i

∫
N

ρiα ∧Θ(t) =
∑
i

∫
N |Ui

ρiα ∧Θ(t)

和の各項は Supp ρi ∩ Suppα ∩D(N) 6= ∅のときのみ値を持つ．Supp(α) ∩D(N)は
コンパクトで，Supp ρiは局所有限であることから，そのような iは有限個しかない．

12ファイバー方向に関数倍する写像N → N , Nx 3 v 7→ f(x)v ∈ Nx （ただし f : S → R>0は滑ら
かな関数）で引き戻すことにより，このように仮定できる．

51



ファイバーの向きを保つ自明化N |Ui
∼= Ui×Rm−sをとり，Uiの正の座標を (x1, . . . , xs),

Rm−sの座標を (y1, . . . , ym−s)と書く．向きの定め方から，(x1, . . . , xs, y1, . . . , ym−s)

はM の座標として正である．この座標について
Θ =

∑
I,J

θI,J(x, y)dx
I ∧ dyJ (y方向にコンパクト台)

ρiα =
∑
I,J

ai,I,J(x, y)dx
I ∧ dyJ (x方向にコンパクト台)

と局所座標表示しておく．このとき∫
N |Ui

ρiα ∧Θ(t) =
∑
I,J

∫
Ui×Rm−s

ai,I,J(x, y)θIc,Jc(x, ty)εI,Jt
|Jc|dx ∧ dy

=
∑
I,J

∫
Ui×Rm−s

ai,I,J(x, y/t)θIc,Jc(x, y)εI,Jt
−|J |dx ∧ dy

ここで dx = dx1 ∧ · · · ∧ dxs, dy = dy1 ∧ · · · ∧ dym−sであり，εI,J ∈ {−1, 1}は
dxI ∧ dyJ ∧ dxIc ∧ dyJc

= εI,Jdx ∧ dy

で決まる．第 2式では y → y/tと変数変換を行った．t→∞の極限では J = ∅のと
きのみが寄与し，このとき J c = {1, . . . ,m − s}, Ic = ∅, I = {1, . . . , s}である．ま
たこのとき εI,J = 1である．t→∞の極限で∫

Ui×Rm−s

ai,{1,...,s},∅(x, 0)θ∅,{1,...,m−s}(x, y)dx ∧ dy =

∫
Ui

ai,{1,...,s},∅(x, 0)dx

=

∫
Ui

ρiα|S

に収束する．iについて和をとると ∫
S
αを得る．

問 3.18. 上の定理において，Sがコンパクトのときは，j∗Θはコンパクト Poincaré

双対 ηS,c ∈ Hm−s
c (M)も代表することを示せ．

注 3.19. 上の定理により，SのPoincaré双対 ηSは Sのいくらでも近くに（Sの任
意の近傍に）台を持つ微分形式で代表できることが言える（局所化原理）．
注 3.20. 上の証明ではΘを t倍写像でリスケールしたΘ(t)を考えたが，次のような
議論の方法もある [Bott-Tu, §6]．π : N → Sを射影，i : S → N を包含写像とする．
i ◦ πが idとホモトピックであることを使って

α|D̊(N) − π
∗i∗(α|D̊(N)) = dβ

と書くことができる．ここで βは D̊(N)上の (s− 1)-form．ここでこのとき∫
D̊(N)

α ∧Θ =

∫
D̊(N)

(π∗i∗α + dβ) ∧Θ

=

∫
D̊(N)

π∗i∗α ∧Θ+

∫
D̊(N)

d(β ∧Θ)
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ここで βの台は π−1(π(Supp(α) ∩ D(N)))に含まれるように取ることができる（こ
れはホモトピーの構成まで戻るとわかる）．ここで，π(Supp(α) ∩D(N))はコンパ
クトであり，従って β ∧Θの台はコンパクトになることが分かる．このことから第
2項は消える．第 1項は projection formula を使うと∫

D̊(N)

π∗i∗α ∧Θ =

∫
S

i∗α ∧ π∗Θ =

∫
S

i∗α

となる．

3.4 ベクトル束の切断とEuler類
参考文献：[Bott-Tu, §12]
本節ではE →M を rankが n のC∞級実ベクトル束とする．

定義 3.21. 切断 s : M → Eが（ゼロ切断と）横断的 (transversal)であるとは，任意
の x ∈ s−1(0)に対して

Im(dxs : TxM → TxE) + TxM = TxE

が成り立つことである．同じことであるが，xの近傍の局所自明化E|U ∼= U ×Rnの
下で，s(y) = (y, f(y))と表示するとき（ここで f : U → Rn），dxf : TxM → Rnは
全射．[横断的な切断，横断的でない切断の絵を描く．]

命題 3.22. s : M → Eを横断的な切断とする．
(1) Z := s−1(0)はM のC∞級部分多様体．

(2) ベクトル束の完全列 0→ TZ → TM |Z
ds−→ E|Z → 0が存在する．特に，sの微

分はZの法束NZ/M とE|Z の間の同型を定める．
Proof. 多様体論の標準的な内容のため，詳細は省略するが，(2)における写像 dsは
次のように定まる．x ∈ s−1(0)に対して

dxs : TxM → TxE ∼= TxM ⊕ Ex
第 2 射影−−−−−→ Ex

sが transversal であるとき，この写像 dxsが全射となる．この核が TxZになる．
注 3.23. ここではM はEのゼロ切断（の像）と同一視している．ゼロ切断上の点
x ∈ M に対して，標準的な分解 TxE ∼= TxM ⊕ Exがあることに注意しよう．一般
の点 x ∈ Eに対しては，完全列 0→ Ep(x) → TxE

dxp−−→ Tp(x)M → 0はあるが，この
canonical な分裂はない．（Eの接続を与えると，分裂が定まる．）
E → M が向きづけられていると仮定し，s : M → Eを transversal section とす

る．上の命題の完全列から誘導される同型（ホモトピーを除いて一意）

TxM ∼= TxZ ⊕ Ex, Ex
∼= NZ/M,x
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が向きを保つように，Zの向きとその法束N = NZ/M の向きを定める13．

定理 3.24. 上の状況で，Z = s−1(0)の Poincaré 双対 ηZ は E の Euler類 e(E) ∈
Hn(M)と等しい．

Proof. N = NZ/M を ZのM における法束とする．管状近傍定理より，開部分多様
体としての埋め込みN ↪→Mがとれる．Nの計量をうまくとり，円盤束D(N)がM

の中で閉になるとする．

M

Ex

x

s
U

Nx

ゼロ切断M ⊂ Eの開近傍 U で fiberwise に凸なもの（つまり各 x ∈ M に対して
U ∩ Exが凸になる）をうまくとると，s−1(U) ⊂ D̊(N)が成立する14．さらにEの
Thom form Θを（ファイバー方向の rescalingにより）SuppΘ ⊂ U となるようにと
ることができる．このとき Supp(s∗Θ) ⊂ s−1(U) ⊂ D̊(N)である．
Euler類の定義より e(E) = [s∗Θ]であった．s∗ΘがN の Thom form になること

を示せばよい．つまり，任意の x ∈ Zに対して∫
Nx

s∗Θ = 1

を示せばよい．s(Nx)とExとをホモトピックに結ぶことで，∫
Nx

s∗Θ =

∫
s(Nx)

Θ =

∫
Ex

Θ = 1

が分かる．ここではこの議論の詳細を埋めることはしないが，以下で，孤立ゼロ点
の場合にこの部分をもう少し丁寧に議論する（その場合の議論をこの場合にも適用
できる）．

上の証明では，Z = s−1(0)の Poincaré双対 ηSをE → M のThom類の引き戻し
として構成した．Thom類自体は，ゼロ切断M ⊂ Eの Poincaré双対 ηM ∈ Hn(E)

ともみなすことができる．従って上の定理は次の定理の特別の場合である．

13この規則には少し例外がある．Zが 0次元の場合は，TxM ∼= Exは向きを保つとは限らない．点
x ∈ Z の向きは，同型 TxM

ds−→ Ex が向きを保つとき 1，保たないとき −1と定める．
14実際，M \ D̊(N)の sによる像 s(M \ D̊(N))は E の閉集合であり，ゼロ切断と交わらない．U
はこの閉集合の補集合に含まれるように取ればよい．
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定理 3.25. M,N を向きづけられた C∞級多様体とする．S ⊂ N を余次元が nの
向きづけられた閉部分多様体とし，f : M → N を S と横断的（f ⋔ S）な C∞級
写像とする．つまり，任意の x ∈ f−1(S)に対して Im(dxf) + Tf(x)S = Tf(x)N が
成り立つとする．このとき，f−1(S) ⊂ M は余次元 nの部分多様体になり，同型
Nf−1(S)/M

∼= f ∗NS/N を通じて向きづけることができる．このとき，
ηf−1(S) = f ∗ηS

が成立する．ここでηf−1(S) ∈ Hn(M)はf−1(S)のPoincaré双対であり，ηS ∈ Hn(N)

は Sの Poincaré双対である．
問 3.26. 定理 3.25を示せ．
問 3.27. 定理 3.25を用いて，次を示せ．S1, S2がM の向きづけられた閉部分多様
体で横断的に交わるとき，ηS1∩S2 = ηS1 ∧ ηS2 を示せ．ただし，S1 ∩ S2 の向きは
NS1∩S2

∼= NS1 |S1∩S2 ⊕ NS2 |S1∩S2 を通じて向きづける． ここでNS1∩S2 , NS1 , NS2 は
S1 ∩ S2, S1, S2の（M の部分多様体としての）法束である．
例 3.28. S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}の接束 TS2 → S2の切断として，z
軸に関する回転を生成するベクトル場 sをとる．このとき

s−1(0) = {N,S}

ここでN = (0, 0, 1)，S = (0, 0,−1). N の近くではベクトル場は

−y ∂
∂x

+ x
∂

∂y

であり，これはN で横断的である．さらに写像 (x, y) 7→ (−y, x)は向きを保ってい
る．このことからN に誘導される向きは+1である．Sについても同様．
従って ∫

S2

e(TS2) =

∫
S2

η{N,S} =

∫
{N,S}

1 = 2.

3.4.1 孤立ゼロ点の場合
次に切断は横断的ではないが，ゼロ点が孤立している場合を考えよう．M をコン

パクト向きづけられた多様体，E →Mを向きづけられた実ベクトル束で，rankE =

dimM = mとする．切断 s : M → Eに対して，そのゼロ点集合 s−1(0)が有限集合
であると仮定する．
点 x ∈ s−1(0)での sの重複度multx(s)を定義する．点 xを中心とする閉球体Bで

sはB \ {x}で消えていないものをとる．E|B ∼= B × Rmを向きを保つ自明化とす
る．これにより s : B → Rmとみなす．このとき，multx(s)を

s

‖s‖
: ∂B → Sm−1

の写像度とする．ここで ∂BにはBの境界としての向きが入り，Sm−1にもDmの境
界としての向きを入れている．
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定理 3.29. 上の状況の下で，∫
M

e(E) =
∑

x∈s−1(0)

multx(s)

Proof. s−1(0) = {x1, . . . , xk}とする．Biを点 xiを中心とする閉球体で，互いに交
わらないものとする．E → M のゼロ切断の開近傍 U で，fiberwiseに凸であり，
s−1(U) ⊂ B̊1 ∪ · · · ∪ B̊kが満たされるものをとることができる．E → M の Thom

form Θで，台がUに含まれるものを取っておく．このとき，Supp s∗Θ ⊂ B̊1∪· · ·∪B̊k

であるから， ∫
M

e(E) =

∫
M

s∗Θ =
k∑

i=1

∫
Bi

s∗Θ

あとは ∫
Bi
s∗Θ = multxi

(s)を示せばよい．切断 sをスケールして sとホモトピック
な切断 t · s (t ≥ 1) におきかえても ∫

Bi
s∗Θの値は変わらないことに注意する15．

向きを保つ自明化 E|Bi
∼= Bi × Rmを選ぶ．p2 : Bi × Rm → Rmを第２射影とす

る．θ ∈ Ωm
c (Rm)を ∫Rm θ = 1, Supp θ ⊂ D̊m を満たすものとする．p∗2θとΘは共に

Thom類を与えているから，
Θ = p∗2θ + dβ

を満たすβ ∈ Ωn−1
cv (E|Bi

)が存在する．十分大きなR > 1に対して，Supp βはBi×DR

に含まれる．ここでDR ⊂ Rmは原点中心，半径Rの閉球体．sをスケールするこ
とで，s|∂Bi

は ∂Bi ×DRに値をとらないと仮定してよい．このとき，∫
Bi

s∗Θ =

∫
Bi

s∗(p∗2θ + dβ)

=

∫
Bi

(p2 ◦ s)∗θ +
∫
∂Bi

s∗β

ここで右辺第２項は s(∂Bi)上で βが消えていることからゼロとなる．
p2 ◦ sを改めて sと書こう．θ = dσなるm− 1形式 σ ∈ Ωm−1(Rm)をとるとき，∫

Bi

s∗θ =

∫
Bi

s∗dσ

=

∫
Bi

ds∗σ

=

∫
∂Bi

s∗σ

ここで，s|∂Bi
と s

∥s∥ |∂Bi
はホモトピックであり，そのホモトピーの像の上で σは閉形

式であることから，

=

∫
∂Bi

(
s

‖s‖

)∗

σ

一方，σ|Sm−1 は閉形式で，∫
Sm−1 σ =

∫
Dm dσ =

∫
Dm θ = 1より，σは Hm−1(Sm−1)

の生成元を与える．従ってこれはmultxi
(s)に等しい． 2025.7.1 ここまで

15ここで sと t · sを結ぶホモトピー hu として，hu(∂Bi) ∩ SuppΘ = ∅を満たすものが取れるこ
とを使っている．
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3.5 Thom類とEuler類の性質
以上では de Rham コホモロジーで Thom類と Euler類を論じたが，より一般の

位相空間X上の向きづけられたベクトル束E → M に対しても（Z係数で）Thom

類，Euler類が定義される．（講義の時間の都合で説明は省略．）
向きづけられたランク nの実ベクトル束E → X のThom類をΘE と書くことに

する．de Rham理論ではΘE はHn
cv(E)の元として定めた．特異理論では，Z係数

の相対特異コホモロジーHn(E,E \ X,Z)の元として定めることができる．ここで
X ⊂ Eはゼロ切断とみなしている．
Thom類は以下の性質を持つ．

1. (同型) ϕ : E ∼= F を向きづけられたベクトル束E → X, F → Xの同型とする
とき，ϕ∗ΘF = ΘE.

2. (自然性) f : X → Y を写像，E → Y を向きづけられたベクトル束とする．引
き戻しの図式

f ∗E
f̃−−−→ Ey y

X
f−−−→ Y

の下で，Θf∗E = f̃ ∗ΘE．

3. (和) ΘE⊕F = p∗1ΘE ∪ p∗2ΘF．ただし，p1 : E⊕F → E, p2 : E⊕F → F は射影．
ここでカップ積∪ は de Rham コホモロジーの場合は wedge 積 ∧に対応する
もの．

4. (向き) EをEの向きを反対にしたベクトル束とするとき，ΘE = −ΘE.

Euler類はThom類の切断 s : X → Eによる引き戻し e(E) = s∗ΘEとして定義で
きる．同様に Euler類は以下の性質を持つ．

1. (同型) E ∼= F ならば e(E) = e(F ).

2. (自然性) e(f ∗E) = f ∗e(E).

3. (和) e(E ⊕ F ) = e(E) ∪ e(F ).

4. (向き) e(E) = −e(E).

5. (切断) E → Xが至る所消えない切断 sをもつとき，e(E) = 0.

6. (奇ランク) E → M が向きづけられた，ランクが奇数の実ベクトル束とする．
このとき 2e(E) = 0.

Proof. 写像E → E, v 7→ −vは向きを保つ同型．従って e(E) = e(E). これと
上の性質から e(E) = −e(E). つまり 2e(E) = 0.

57



3.6 接束のEuler類とEuler数
参考文献：[Bott-Tu, §11]
位相空間XのEuler数を導入する．特異ホモロジー群⊕p≥0Hp(X,Z)が有限生成

アーベル群であると仮定する．このとき，任意の体 kに対して，⊕p≥0H
p(X, k)は

有限次元 kベクトル空間であり，整数
χ(X) :=

∑
p≥0

(−1)p dimkH
p(X, k)

が定義される．これをXの Euler数という．
問 3.30. 普遍係数定理を用いて，χ(X)がwell-definedであること，また，体 kの取
り方によらないことを示せ．（一般に，dimHp(X, k)は体 kの取り方によるが，その
交代和は kの取り方によらない．）
注 3.31. Xが有限CW複体であるとき，

χ(X) =
∑
p≥0

(−1)p(Xの p-cell の数)

が成り立つ（何故か？）．凸多面体は球面 S2 の胞体分割を与えていることから，
χ(S2) = 2は Eulerの多面体定理「面の数−辺の数 +頂点の数 = 2」の言い換えで
ある．これが Euler数，Euler類の語源になっている．
定理 3.32. コンパクト向きづけられた多様体M に対して，

χ(M) =

∫
M

e(TM)

が成り立つ．
注 3.33. Euler数 χ(M)は明らかにM の向きの取り方によらない．一方M の向き
を反対にするとき，e(TM)は (−1)倍になり，M上の積分も (−1)倍になるため，右
辺もM の向きの取り方によらない．
この定理を証明するために 3つの補題を準備する．

補題 3.34. ∆ ⊂ M ×M を対角集合，つまり，∆ = {(x, x) ∈ M ×M | x ∈ M}と
する．また {αi}，{βi}を de Rham コホモロジーH∗(M)の基底で∫

M

αi ∧ βj = δi,j

を満たすものとする（Poincaré双対定理から存在する）．このとき∆のPoincaré双
対 η∆は次で与えられる．

η∆ =
∑
i

(−1)|αi|αi ⊗ βi, |αi| := degαi

ここでα⊗βはM×Mのコホモロジー類p∗1α∧p∗2βを表す16（ただしpi : M×M →M

は第 i射影）．
16Künnethの定理からH∗(M)⊗H∗(M)→ H∗(M ×M), α⊗ β 7→ p∗1α ∧ p∗2β は同型である．
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Proof. コホモロジー類 ω, τ ∈ H∗(M)をとり，ω =
∑

i ωiβi, τ =
∑

i τiαi とおく
（ωi, τi ∈ R）．このとき ∫

∆

ω ⊗ τ =
∑
i,j

∫
M

ωiβi ∧ τjαj

=
∑
i,j

ωiτj

∫
M

(−1)|αj ||βi|αj ∧ βi

=
∑
i,j

ωiτi(−1)|αi||βi|

一方で∫
M×M

(ω ⊗ τ) ∧
∑
i

(−1)|αi|αi ⊗ βi =
∑
j,k,i

∫
M×M

(ωjβj ⊗ τkαk) ∧ (−1)|αi|(αi ⊗ βi)

=
∑
j,k,i

ωjτk(−1)|αi|+|αi||αk|
∫
M×M

(βj ∧ αi)⊗ (αk ∧ βi)

=
∑
j,k,i

ωjτk(−1)|αi|+|αi||αk|
∫
M

βj ∧ αi

∫
M

αk ∧ βi

=
∑
j,k,i

ωjτk(−1)|αi|+|αi||αk|(−1)|βj ||αi|δi,jδk,i

=
∑
i

ωiτi(−1)|αi|+|αi|2+|αi||βi|

=
∑
i

ωiτi(−1)|αi||βi|

上の 2式は等しいので， η∆ =
∑

i(−1)|αi|αi ⊗ βi.

補題 3.35. N∆/M×M
∼= TM .

Proof. 対角写像∆: M →M ×M , x 7→ (x, x)の微分から定まる完全列

0 // TxM
dx∆ // T(x,x)(M ×M) = TxM ⊕ TxM // TxM // 0

v � // (v, v)

(v, w) � // v − w

より明らか．
補題 3.36. SをM の向きづけられた部分多様体とするとき，ηS|S = e(NS/M).

Proof. Θを管状近傍N ∼= NS/M

j
↪→MのThom formとするとき，ηS = [j∗Θ]であっ

たことを思い出すと，

ηS|S = [j∗Θ]|S = [Θ]|S = e(NS/M)
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定理 3.32の証明.∫
M

e(TM) =

∫
∆

e(N∆/M×M) Lemma 3.35より

=

∫
∆

η∆ Lemma 3.36より

=

∫
∆

∑
i

(−1)|αi|αi ⊗ βi Lemma 3.34より

=
∑
i

(−1)|αi|
∫
M

αi ∧ βi

=
∑
i

(−1)|αi| = χ(M).

系 3.37 (Poincaré-Hopfの定理). Mをコンパクト多様体（向きづけの仮定は不要）．
V をM 上のベクトル場でゼロ点が孤立しているものとする．このとき

χ(M) =
∑

x:Vx=0

multx(V )

Proof. M が向きづけられているとき．右辺は定理 3.29より ∫
M
e(TM)に等しく，

従って前定理より χ(M)に等しい．
M が向きづけられていないときも，点 xのまわりで局所的な向きを選ぶことで

multx(V )が定まる．底空間の向きとファイバーの向きが連動するため，multx(V )は
局所的な向きの取り方によらない．2対 1の被覆 p : M̃ → M であって，M̃ が向き
づけられているようなものがとれる（orientation cover）．例えば実直線束∧m T ∗M

（ただしm = dimM）に計量を入れて，M̃ = S(
∧m T ∗M)と取ればよい．このとき

M̃ 上のベクトル場 Ṽ で p∗Ṽ = V なるものに対して公式を適用すると

χ(M̃) =
∑

x:Ṽx=0

multx(Ṽ )

を得るが，この式の両辺は示したい式の両辺の各々2倍になっている．

問 3.38. M̃ → M をコンパクト多様体M の 2重被覆とするとき，χ(M̃) = 2χ(M)

を示せ． ヒント：例えばM の finite good cover をとってみよ．

問 3.39. G(r, n)をCnの r次元複素部分空間のなすグラスマン多様体とする．Cnへ
の S1作用を t · (v1, v2, . . . , vn) = (v1, tv2, . . . , t

n−1vn), t ∈ S1で与える．この S1作用
が誘導するグラスマン多様体G(r, n)への S1作用を考える．

(1) G(r, n)への S1作用の固定点は孤立していることを示せ．

(2) Poincaré-Hopf の定理から，χ(G(r, n))はS1作用の固定点の個数と等しいこと
を結論し，χ(G(r, n)) = (n

r

)を導け．
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4 Chern類
参考文献：[Bott-Tu, §20]
本節ではコホモロジー理論としてZ係数の特異コホモロジーを使い，Xを一般の

位相空間とする17．ランク rの複素ベクトル束 E → X に対して Chern類と呼ばれ
るコホモロジー類

ci(E) ∈ H2i(X,Z), 0 ≤ i ≤ r

を対応させることが目標である．ここで c0(E) = 1であり，
c(E) = c0(E) + c1(E) + · · ·+ cr(E)

を全Chern類 (total Chern class) という．
E → Xが複素直線束であるとき，c1(E)は Euler類と定義する．

c1(E) := e(E)

一般には，Euler類 e(E)は cr(E)，r = rankEと一致する．
注 4.1. 複素直線束 L1, L2, L→ Xに対して

c1(L1 ⊗ L2) = c1(L1) + c1(L2)

c1(L
∗) = −c1(L)

が成り立つことに注意する（定理 2.46）．2番目の等式はL⊗ L∗ = Hom(L,L)が自
明束であることと，1番目の性質からわかる．

4.1 Chern類の定義
ランク rの複素ベクトル束 E → X に対してその射影化 P(E) → X を次で定義

する．
P(E) =

⋃
x∈X

P(Ex)

=
⋃
x∈X

{` ⊂ Ex | dimC ` = 1}

これはファイバーがCPr−1となるファイバー束である．P(E)上の tautological line

bundle L→ P(E)が次で定まる．
L = {(`, v) ∈ P(E)× E | v ∈ `} → P(E) (`, v) 7→ `

この tautological line bundle を射影束のファイバー P(Ex) ∼= CPr−1に制限すると，
以前に定義した射影空間上の tautological line bundle に他ならない．
射影空間の Z上のコホモロジーについて次の事実を使う．
17Čech理論で主 S1束の Euler類を定義したときは，底空間が good open cover を持つパラコンパ
クト・ハウスドルフ空間という仮定をおいた．一般の位相空間上の主 S1束の Euler類は，問 2.9で
障害理論により特異コホモロジー類として定義した．
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命題 4.2. L→ CPr−1を tautological line bundleとする．x := −c1(L) ∈ H2(CPr−1,Z)
とおくとき，環としてH∗(CPr−1,Z) ∼= Z[x]/(xr).

特に，
H2j(CPr−1,Z) = Zxj 0 ≤ j ≤ r − 1

でありこれ以外の次数のコホモロジーはゼロである．
問 4.3. 0 ≤ j ≤ r − 1とする．xj は線形部分空間 CPr−j−1 ⊂ CPr−1 の Poincaré

双対であることを示せ．（ここで線形部分空間CPr−j−1とは，ある r − j次元部分空
間 V ⊂ Crの射影化のことである．CPnは複素多様体の構造を持ち，自然な向きを
持っていることにも注意する．）ヒント：j = 1のときは，L∗の横断的な切断 sで
s−1(0) = CPr−2となるものを見つければ，定理 3.24から分かる．そのような切断
sとしては，全射線形写像 ϕ : Cr → Cをとり，Lℓ = ` ⊂ Cr φ−→ Cで与えられる元
s(`) ∈ L∗

ℓ を考えればよい．j ≥ 2のときは，問 3.27の結果を使う．
次の Leray-Hirsch の定理も使う．

定理 4.4 (Leray-Hirsch). p : E → Xをファイバー束とする．コホモロジー類c1, . . . , cN ∈
H∗(E,Z)が存在して，任意の x ∈ X に対して c1|Ex , . . . , cN |Ex がH∗(Ex,Z)の Z基
底をなすと仮定する．H∗(E,Z)を p∗ : H∗(X,Z) → H∗(E,Z)によりH∗(X,Z)加群
とみなすとき，c1, . . . , cN はH∗(E,Z)のH∗(X,Z)加群としての自由基底をなす．

H∗(E,Z) ∼=
N⊕
j=1

H∗(X,Z)cj

注 4.5. Leray-Hirschの定理の条件の下で，p∗ : H∗(X,Z)→ H∗(E,Z)は単射である
ことに注意する．実際，H∗(X,Z) p∗−→ H∗(E,Z) ci∪−−→ H∗(E;Z)が単射である．
問 4.6. Xがfinite good coverを持つパラコンパクトハウスドルフ空間のとき，Mayer-

Vietoris を使った議論で Leray-Hirsch の定理を示せ．（[Bott-Tu, §5]などを参照．一
般の場合の証明は例えば [Hatcher, Theorem 4D.1]を見よ．）
射影束上の tautological line bundle L→ P(E)に対して，x = −c1(L) = −e(L)と

おく．このとき，{1, x, . . . , xr−1}はファイバー P(Ey)，y ∈ Xに制限すると
x|P(Ey) = −c1(L)|P(Ey) = −c1(L|P(Ey))

よりH∗(P(Ey),Z)の Z上の基底をなす．従って Leray-Hirschの定理から

H∗(P(E),Z) ∼=
r−1⊕
i=0

H∗(X,Z)xi

このとき，−xrをH∗(X,Z)基底 {1, x, . . . , xr−1}で展開したときの係数としてChern

類が定義される．
−xr = c1(E)x

r−1 + c2(E)x
r−2 + · · ·+ cr(E), ci(E) ∈ H2i(X,Z)

注 4.7. Eが直線束の場合，P(E) = Xであり，その上の tautological line bundle は
E自身．このとき x = −c1(E)となって上の定義と合致する．
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4.2 Chern類の公理
Chern類 c(E) = 1 + c1(E) + · · ·+ cr(E) を公理的性質によって特徴づける．

1. (同型) 複素ベクトル束E,F → Xが同型であるとき，ci(E) = ci(F ).

2. (自然性) f : X → Y を連続写像，E → Y を複素ベクトル束とする．このとき，
f ∗ci(E) = ci(f

∗E).

3. (和公式) 全Chern類は c(E ⊕ F ) = c(E)∪ c(F )を満たす．各次数に分けると，

ck(E ⊕ F ) =
∑
i+j=k

ci(E) ∪ cj(F )

4. (直線束) Eが直線束のとき，c(E) = 1 + e(E).

このうち，1と 4は明らか．3の和公式の証明は後で行う．2の自然性の証明をし
ておこう．

f ∗E
f̃ //

��

E

��
X

f // Y

の射影化をとると
f̃ ∗L / /

��

L

��
P(f ∗E)

f̃ //

��

P(E)

��
X

f // Y

なる図式を得る．ここでL→ P(E)は tautological line bundle. f̃ ∗Lは P(f ∗E)上の
tautological line bundle と同一視できる．x = −c1(L)とおくと，f̃ ∗x = −c1(f̃ ∗L)で
ある（Euler類に対する自然性）．関係式

xr + c1(E)x
r−1 + · · ·+ cr(E) = 0 in H∗(P(E),Z)

を f̃ で引き戻すと

(f̃ ∗x)r + (f ∗c1(E))(f̃
∗x)r−1 + (f ∗c2(E))(f̃

∗x)r−2 + · · ·+ (f ∗cr(E)) = 0

を得る．従って f ∗ci(E) = ci(f
∗E)である．

定理 4.8. ランク rの複素ベクトル束E → Xに対してコホモロジー類

c(E) = 1 + c1(E) + · · ·+ cr(E) ∈ H∗(X,Z), ci(E) ∈ H2i(X,Z)

を対応させる規則で，上の公理 1-4を満たすものは一意である．
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Proof. E 7→ c̃(E)を公理 1-4を満たす（複素ベクトル束に底空間のコホモロジー類を
対応させる）規則とする．CW近似定理 [Hatcher, Proposition 4.13]より，パラコン
パクトハウスドルフ空間上のベクトル束について c = c̃が示されれば十分である18．
複素ベクトル束E → X をとり，その射影化 p : P(E) → X を考える．P(E)上の

ベクトル束の完全列

0→ L→ p∗E → Q := p∗E/L→ 0

がある．X はパラコンパクトハウスドルフと仮定しているから Eには計量が入り，
p∗Eにも計量が入る．従って

p∗E ∼= L⊕Q

なる直和分解ができる．このとき自然性と和公式を使うと，

p∗c̃(E) = c̃(p∗E) = c̃(L)c̃(Q).

ここで c̃(L) = 1+e(L) = 1−xである．̃c(Q) = 1+y1+· · ·+yr−1, c̃(E) = 1+c̃1+· · ·+c̃r
とおくと，（加群構造を与える p∗は省略してかくと）

1 + c̃1 + · · ·+ c̃r = (1− x)(1 + y1 + · · ·+ yr−1)

両辺に (1− x)−1 = 1+ x+ x2 + · · · ∈
∏∞

p=0H
2p(P(E))を掛けて 2r次を比較すると，

xr + c̃1x
r−1 + · · ·+ c̃r = 0

これはすなわち c̃i = ci(E)であることを意味する．

4.3 分裂原理
定理 4.9. E → Xをランク rの複素ベクトル束とする．ある位相空間F と連続写像
f : F → Xが存在して，次が成り立つ．

(1) f ∗Eは直線束の和に分解する．

(2) f ∗ : H∗(X)→ H∗(F )は単射．

Proof. CW近似定理により，Xはパラコンパクトハウスドルフと仮定してよい．F
として次のような flag bundle を取ればよい．

F = Fl(E)

=
⋃
x∈X

{(V1, . . . , Vr) | 0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr = Ex, dimVi = i}

18任意の位相空間X に対して，パラコンパクトハウスドルフ空間（例えば CW複体）Y と弱ホモ
トピー同値 f : Y → X が存在する（注 2.45を見よ）．従って，Y 上のベクトル束について c = c̃が
分かっているとき，自然性からX 上のベクトル束についても c = c̃が分かる．ここで弱ホモトピー
同値 f に対して，f∗ : H∗(X,Z)→ H∗(Y,Z)は同型であることを使っている．
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f : F = Fl(E) → X を射影とする．各ファイバー Fl(Ex)は旗多様体（flag variety）
となっている．
F = Fl(E)上の tautological bundle Viを次で定義する．

Vi = {(0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr = Ex), v) ∈ Fl(E)× E | v ∈ Vi}

これはベクトル束の flag をなしている．
0 �
� // V1 �

� //

""

V2 �
� //

��

· · · � � // Vr = f ∗E

ss
Fl(E)

f
��
X

(X はパラコンパクトハウスドルフなので）Eに計量を入れると，f ∗Eにも計量が
入り，

f ∗E ∼= V1 ⊕ (V2/V1)⊕ · · · ⊕ (Vr/Vr−1)

を得る．つまり，f ∗Eは確かに直線束の和となる．
最後に f ∗ : H∗(X) → H∗(F )が単射であることを示そう．これは Fl(E)が射影化

の繰り返しで得られることと Leray-Hirschの定理からわかる．

X P(E)p1oo P(Q1)
p2oo · · ·oo P(Qr−2) = Fl(E)

pr−2oo

Q1

OO

Q2

OO

Qr−1

OO

p∗1E/L p∗2Q1/L

Leray-Hirschの定理より，射影化束 piによる引き戻しは単射である．
2025.7.8 ここまで

4.4 和公式の証明
本節では和公式 c(E ⊕ F ) = c(E) ∪ c(F )を 2段階に分けて証明する．

4.4.1 Step 1

まず，直線束Liを用いてE = L1⊕L2⊕· · ·⊕Lrと書けるときc(E) = c(L1)c(L2) · · · c(Lr)

を示そう．
L→ P(E)を射影束上の tautological line bundle とし，x = −c1(L)とおく．

L // P(E)
p

��
X
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` ∈ P(Ey)に対して，包含写像 Lℓ = ` ⊂ Ey = L1,y ⊕ · · · ⊕ Lr,y が存在し，これは
Hom(L, p∗E)の至る所消えない切断を与えている．従ってHom(L, p∗E)のオイラー
類はゼロである．

0 = e(Hom(L, p∗E))

=
r∏

i=1

e(Hom(L, p∗Li)) (Euler類の和公式, §3.5)

=
r∏

i=1

e(L∗ ⊗ p∗Li)

=
r∏

i=1

(x+ p∗c1(Li)) (注 4.1)

Chern類の定義により，この式の xr−iの係数が p∗ci(E)に等しい．従って ci(E)は
c1(L1), . . . , c1(Lr)の i次の基本対称式であることがわかり，特に

c(E) = (1 + c1(L1)) · · · (1 + c1(Lr)) = c(L1) · · · c(Lr)

が従う．

4.4.2 Step 2

E1 → X,E2 → X を任意の複素ベクトル束とする．定理 4.9を 2回繰り返し適用
することにより，E1, E2が共に直線束の和になるような空間 F が存在する．つまり
f : F → Xであって

f ∗Ei = Li,1 ⊕ Li,2 ⊕ · · · ⊕ Li,ri

f ∗ : H∗(X)→ H∗(F )は単射

を満たすものが存在する．このとき

f ∗c(E1 ⊕ E2) = c(f ∗E1 ⊕ f ∗E2) (自然性)

= c(L1,1 ⊕ · · · ⊕ L1,r1 ⊕ L2,1 ⊕ · · · ⊕ L2,r2)

= c(L1,1) · · · c(L1,r1)c(L2,1) · · · c(L2,r2) (Step 1)

= c(f ∗E1)c(f
∗E2) (Step 1)

= f ∗(c(E1)c(E2)) (自然性)

f ∗は単射ゆえ，c(E1 ⊕ E2) = c(E1) ∪ c(E2). 以上により和公式が示された．
系 4.10. rを複素ベクトル束E → Xのランクとするとき，cr(E) = e(E).

Proof. 分裂原理より，Eが直線束の和である場合に示せば十分である．E = L1 ⊕
· · · ⊕ Lrとすると，Euler類に対する和公式から

e(E) = e(L1) · · · e(Lr)
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また c(E) = c(L1) · · · c(Lr)の最高次を見て

cr(E) = c1(L1) · · · c1(Lr)

定義より e(Li) = c1(Li)であったから，結論が従う．

4.5 分裂原理の使い方
和公式の証明でも見たように，分裂原理（splitting principle, 定理 4.9）により，

Chern類の計算において，ベクトル束は直線束の和に分解されていると仮定して計
算することができる．
ベクトル束E → Xを仮想的にE = L1 ⊕ · · · ⊕ Lrと直線束の和に分解したとき，

δi = c1(Li)とおくと，

c(E) = (1 + c1(L1)) · · · (1 + c1(Lr)) = (1 + δ1) · · · (1 + δr)

と書ける．つまり ci(E)は δ1, . . . , δrの i次基本対称式となる．この δi = c1(Li)のこ
とをEのChern rootという．Chern root はXのコホモロジー類ではないが，定
理 4.9にあるような空間 F のコホモロジー類と解釈できる．

問 4.11. E,F をランク 2の複素ベクトル束とする．c(E ⊗F )を ci(E), cj(F )を使っ
て表せ．

（解）E = E1 ⊕ E2, F = F1 ⊕ F2と仮定して計算する．ei = c1(Ei), fi = c1(Fi)

とおく．これらはE, F のChern rootである．このとき

c(E ⊗ F ) = c

(⊕
i,j

Ei ⊗ Fj

)
=
∏
i,j

c(Ei ⊗ Fj) =
∏
i,j

(1 + ei + fj)

これは e1, e2の入れかえ，f1, f2の入れかえについて対称であるから，e1, e2の基本対
称式 ci(E)および f1, f2の基本対称式 cj(F )の多項式として書くことができる．これ
を実行すると

c1(E ⊗ F ) = 2c1(E) + 2c1(F )

c2(E ⊗ F ) = c1(E)
2 + 2c2(E) + c1(F )

2 + 2c2(F ) + 3c1(E)c1(F )

c3(E ⊗ F ) = c1(F )(c1(E)
2 + 2c2(E) + 2c2(F )) + c1(E)(c1(F )

2 + 2c2(F ) + 2c2(E))

c4(E ⊗ F ) = c2(E)
2 + c2(F )

2 + (c2(E) + c2(F ))c1(E)c1(F ) + c2(F )c1(E)
2 + c2(E)c1(F )

2

− 2c2(E)c2(F )

となる（確認せよ）．

命題 4.12. Eをランク rの複素ベクトル束とする．

(1) c1(E) = c1(
∧r E)
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(2) ci(E
∗) = (−1)ici(E)

ここで∧r Eは det(E)とも書かれる

Proof. E = L1 ⊕ · · · ⊕ Lrと仮定してよい．δi = c1(Li)とおく．
(1):

∧r E = L1 ⊗ · · · ⊗ Lrであるから，

c1(E) = δ1 + · · ·+ δr = c1(
r∧
E)

(2): E∗ = L∗
1 ⊕ · · · ⊕ L∗

rであるから，

c(E∗) = c(L∗
1) · · · c(L∗

r) = (1− δ1) · · · (1− δr)

これから明らかである．

問 4.13. E → Xをランク nのベクトル束とするとき，次を示せ．

c1(
2∧
E) = (n− 1)c1(E)

c2(
2∧
E) =

(
n− 1

2

)
c1(E)

2 + (n− 2)c2(E)

4.6 例：CPnの接束
CPnは複素多様体の構造を持つため，その接束 TCPnは複素ベクトル束の構造を

持っている．

命題 4.14. ` ∈ CPnに対して（ここで `はCn+1の 1次元部分空間とみなしている），
TℓCPn ∼= Hom(`,Cn+1/`).

Proof. Cn+1の標準エルミート計量をとり，Cn+1/` ∼= `⊥とみなす．ϕ ∈ Hom(`,Cn+1/`) ∼=
Hom(`, `⊥)に対して，`を通る曲線 cφ : R→ CPnが

cφ(t) = {v + tϕ(v) | v ∈ `} (Cn+1の 1次元部分空間)

で定義される．ϕに対してこの曲線の微分

ϕ 7−→ d

dt
cφ(t)

∣∣∣∣
t=0

∈ TℓCPn

を対応させる写像は同型である．
実際，v ∈ ` \{0}をとるとき，CPnの `を含む（複素多様体としての）チャートが

`⊥ → CPn, w 7→ C(v + w)

で与えられるが，このチャートの下で曲線 t 7→ cφ(t)は t 7→ tϕ(v)と表示され，その
t = 0での微分は ϕ(v) ∈ `⊥である．
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問 4.15. 上に構成した同型 TℓCPn ∼= Hom(`,Cn+1/`)はエルミート計量の取り方に
よらないことを示せ．（ただし，曲線 cφ(t)はエルミート計量の取り方によっている．）

L→ CPnを tautological line bundle とする．Cn+1でCPn上の自明束CPn×Cn+1

を表すこととすると，Lは Cn+1の部分束とみなせる．Q := Cn+1/Lとおくと，完
全列

0→ L→ Cn+1 → Q→ 0

を得る．上の命題から

TCPn ∼= Hom(L,Q) ∼= L∗ ⊗Q

である．上の完全列に L∗をテンソルして

0→ C→ (L∗)⊕(n+1) → TCPn → 0 (1)

従って和公式から
c(L∗)n+1 = c(C)c(TCPn)

x = c1(L
∗) = −c1(L)とおくとき，c(C) = 1であるから

c(TCPn) = (1 + x)n+1

を得る．つまり ci(TCPn) =
(
n+1
i

)
xiである．

注 4.16. CPnはCn+1 \ {0}のC×作用による商であることを使うと，完全列 (1)は
次のように理解できる．π : (Cn+1 \ {0}) → CPnを射影とする．完全列 (1) を πで
引き戻したものは，次と同一視できる．

0→ C→ T (Cn+1 \ {0})→ π∗TCPn → 0

ここで (π∗L∗)⊕(n+1) ∼= T (Cn+1 \ {0}) であり，部分ベクトル束の埋め込み C ↪→
T (Cn+1 \ {0})はC×軌道の接空間である．

問 4.17. TCPnが複素直線束を部分束として持つ ⇐⇒ nは奇数，を示せ．また pが
素数のとき，TCPp−1は非自明な部分ベクトル束を持たないことを示せ19．前半のヒ
ント：TCPn = L⊕ L⊥として Chern 類を比較せよ．

4.7 例：CPnの複素超曲面
k ∈ Zに対してCPn上の複素直線束O(k)を次で定義する．

O(k) = (Cn+1 \ {0})× C/(x0, . . . , xn, v) ∼ (λx0, . . . , λxn, λ
kv), λ ∈ C×

射影O(k)→ CPnは [x0, . . . , xn, v] 7→ [x0, . . . , xn]で与える．
19より一般に nが偶数のとき TCPn は非自明な部分ベクトル束を持たないことが知られている．

Glover-Homer-Stong “Splitting the Tangent Bundle of Projective Space”
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注 4.18. O(k)は本来，代数幾何・複素幾何で局所自由層（さらに正確には可逆層）
を表す記号であるが，本講義では対応するベクトル束を表すことにする．

問 4.19. 次を示せ．

• O(−1)は tautological line bundle と同型である．

• O(−k) ∼= O(k)∗.

• O(k)⊗O(l) ∼= O(k + l).

k > 0に対して，k次斉次多項式 F (x0, x1, . . . , xn) ∈ C[x0, . . . , xn]はO(k)の切断
を次のように定める．

CPn → O(k), [x0, . . . , xn] 7→ [x0, . . . , xn, F (x0, . . . , xn)]

この切断が transversal であるとき，V = F−1(0) ⊂ CPnは滑らかな複素部分多様体
となる．これを k次の滑らかな超曲面 (smooth hypersurface of degree k)と呼ぶ．
k = 1のとき，1次式 F 6= 0に対して F−1(0) ⊂ CPnを超平面 (hyperplane)とい

う．これはCPn−1と（複素多様体として）同型な部分多様体である．このとき

超平面 F−1(0)の Poincaré dual = e(O(1)) = −c1(L) = x

と書いていた（Lは tautological line bundle）．これは問 4.3の j = 1のときの答え
である．
k ≥ 2とし，F がO(k)の transversal な切断を定めるものとする．V = F−1(0)に

対して，命題 3.22より完全列

0→ TV → TCPn|V → NV/CPn ∼= O(k)|V → 0

がある．和公式より

c(TV ) =
c(TCPn)|V
c(O(k))|V

=
(1 + x)n+1

1 + kx

∣∣∣∣
V

= 1 + (n+ 1− k)x+ (k2 +

(
n+ 1

2

)
− k(n+ 1))x2 + · · ·

と計算できる．

定理 4.20. 滑らかな k次の超曲面 V ⊂ CPnに対してそのオイラー数は

χ(V ) = n+ 1 +
1

k
((1− k)n+1 − 1)

で与えられる．
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Proof. 定理 3.32を使ってオイラー数を計算する．

χ(V ) =

∫
V

e(TV ) =

∫
V

c(TV ) =

∫
V

(1 + x)n+1

1 + kx

=

∫
CPn

(1 + x)n+1

1 + kx
∧ ηV

=

∫
CPn

(1 + x)n+1

1 + kx
∧ kx

途中で V = F−1(0)のPoincaré dual ηV は e(O(k)) = kxに等しいことを使った．xn
は 1点のPoincaré dual だから（問 4.3），∫CPn x

n = 1である．従って最後の積分は
xnの係数を取り出すことと同じであり，

Resx=0
(1 + x)n+1

1 + kx

kx

xn+1
dx

と書き直せる．これを x =∞と x = −1/kでの留数の和に書き直せば，定理を得る
（詳細は演習）．

例 4.21. n = 2, k > 0としてF (x0, x1, x2)をO(k)の transversal section とする．こ
のとき V = F−1(0) ⊂ CP2は連結であることが知られている．つまり V はRiemann

面（連結コンパクト 1次元複素多様体）である．g := 1
2
dimH1(V )を V の種数とす

ると，dimH0(V ) = dimH2(V ) = 1であることから，

χ(V ) = 2− 2g

これと上の定理の結果を合わせると

g =
(k − 1)(k − 2)

2

を得る．

問 4.22. F (x0, x1, y0, y1) ∈ C[x0, x1, y0, y1]を (x0, x1)に関して k次斉次，(y0, y1)に
関して l次斉次である多項式とする．F の定めるCP1 × CP1 内の超曲面を考える．

C = {([x0, x1], [y0, y1]) ∈ CP1 × CP1 : F (x0, x1, y0, y1) = 0}

F がO(k)⊠O(l) := p∗1O(k)⊗ p∗2O(l)の切断として横断的 (transversal)であり，ま
たCが連結であると仮定する．ここで pi : CP1 ×CP1 → CP1は第 i成分への射影で
ある．このときCはRiemann面となるが，Cの種数 g = 1

2
dimH1(C,R)を求めよ．

4.8 Chern指標
複素ベクトル束 E → X に対して，Chern指標とよばれる Q上の特性類を導入

する．

71



E → XのChern root を δ1, . . . , δrとする．このとき

c(E) = (1 + δ1) · · · (1 + δr)

であった．Chern指標 ch(E)とは

ch(E) = eδ1 + · · ·+ eδr ∈
∞∏
n=0

H2n(X,Q)

で定義されるコホモロジー類である．ch(E) = ch0(E) + ch1(E) + ch2(E) + · · · ,
chk(E) ∈ H2k(X,Q)と次数に分解すると

chk(E) =
1

k!
(δk1 + · · ·+ δkr )

となる．右辺は δ1, . . . , δkの対称多項式であるから，基本対称式 c1(E), . . . , cr(E)の
多項式として表すことができる．例えば

ch0(E) = r = rankE

ch1(E) = δ1 + · · ·+ δr = c1(E)

ch2(E) =
1

2
(δ21 + · · ·+ δ2r ) =

1

2
(δ1 + · · ·+ δr)

2 −
∑
i<j

δiδj

=
1

2
c1(E)

2 − c2(E)

注 4.23. 対称多項式の言葉では，k! chk(E)は power sum pk =
∑

i δ
k
i に対応し，

ck(E)は基本対称式 (elementary symmetric polynomial) ek =
∑

j1<···<jk
δj1 · · · δjkに

対応する．

Chern指標は積と和を両方保つという著しい性質を持っている．（全Chern類は和
を積に写すが，テンソル積に対する振る舞いは複雑だった．）

命題 4.24. ベクトル束E → X, F → Xについて，次が成り立つ．

(1) ch(E ⊗ F ) = ch(E) ch(F )

(2) ch(E ⊕ F ) = ch(E) + ch(F )

(3) chi(E
∗) = (−1)i chi(E)

Proof. 証明は分裂原理による．{ei}, {fj}を各々E, F の Chern root とするとき，
{ei + fj}はE ⊗ F の Chern root となるから，

ch(E ⊗ F ) =
∑
i,j

eei+fj =
∑
i,j

eeiefj =
∑
i

eei
∑
j

efj = ch(E) ch(F )

従って (1)が示された．(2), (3)も同様．
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5 Stiefel-Whitney 類
参考文献：[Milnor-Stasheff]

ここでは実ベクトル束に対するZ/2係数の特性類である，Stiefel-Whitney 類（略
して SW類）を論じる．
SW類とは，ランク rの実ベクトル束E → X に対して Z/2係数の特異コホモロ

ジー類

w(E) = 1 + w1(E) + · · ·+ wr(E) ∈ H∗(X,Z/2), wi(E) ∈ H i(X,Z/2)

を対応させるものである．

5.1 Z/2係数のEuler類
以前の議論を Z/2係数で行うことにより，任意の rank rの実ベクトル束E → X

に対してZ/2係数のEuler類 eZ/2(E) ∈ Hr(X,Z/2)が定義できる．これは最高次の
SW類wr(E), r = rankEに対応する．ここでE → Xは向きづけられている必要は
ない20．
以下に 3つの定義を紹介する．

Čech コホモロジー類としての定義：Xを good open cover U = {Uα}を持つパラコ
ンパクト・ハウスドルフ空間とする．X上の実直線束L→ Xに対してL|Uαの自明
化をとり，対応する変換関数を gαβ : Uαβ → R×とする．このとき

εαβ =

{
0 gαβ > 0のとき
1 gαβ < 0のとき

によりZ/2係数の Čech cocycle {εαβ} ∈ Č1(U ,Z/2)が定まる．このコホモロジー類
[{εαβ}] ∈ Ȟ1(U ,Z/2)は自明化の取り方によらず，eZ/2(L) = w1(L)を定める．
障害類としての定義：X を一般の位相空間とし，L → X を実直線束とする．X の
各点 xごとにLx \ {0}の連結成分L+

x を選んでおく．特異 1単体 τ : [0, 1]→ Xに対
して τ ∗L ∼= [0, 1]× Rであるが，

e(τ) =

{
0 L+

τ(0)と L+
τ(1)が τ ∗L \ (ゼロ切断)の同じ連結成分に属するとき

1 L+
τ(0)と L+

τ(1)が τ ∗L \ (ゼロ切断)の異なる連結成分に属するとき

とおくと τ 7→ e(τ) ∈ Z/2は特異 1-cocycle を定める．このコホモロジー類 [e]は取
り方によらず，eZ/2(L) = w1(L)を定める．
Z/2係数のThom類の引き戻し：E → Xをランク rの実ベクトル束とする．Z/2係
数のThom同型

H∗(X,Z/2) ∼= H∗+r(E,E \X,Z/2)
20全ての実ベクトル束は，Z/2係数の意味では向きづけられている．すなわち，ランク rの実ベク
トル束 E → X に対して Z/2ベクトル空間の局所系⋃x H

r(Ex, Ex \ {0};Z/2)は自明である．
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による 1 ∈ H0(X,Z/2)の像をZ/2係数のThom類という．Thom類は各ファイバー
に制限するとHr(Ex, Ex \ {0},Z/2) ∼= Z/2の（ただ一つの）非自明な元になるコホ
モロジー類として特徴づけられる．Z/2係数のThom類をΘZ/2 ∈ Hr(E,E \X,Z/2)
で表すとき，ゼロ切断 s0 : X → Eによる Thom類の引き戻し eZ/2(E) = s∗0ΘZ/2 ∈
Hr(X,Z/2)を Z/2係数の Euler類という．

問 5.1. これらの Euler類 eZ/2の定義が，定義域の共通部分で，等価であることを
確認せよ．ヒント：障害類としての定義とThom類の引き戻しとしての定義が実直
線束 L→ Xに対して等しいことを示すには，ΘZ/2が次の特異 cochain で与えられ
ることを観察すればよい．上記のように，各ファイバー Lxに対して Lx \ {0}の連
結成分L+

x を選んでおく．もう一方の連結成分をL−
x と書くことにする．点 y ∈ Lに

対して εy ∈ Z/2を

εy :=

{
0 y /∈ L−

π(y)のとき
1 y ∈ L−

π(y)のとき
と定めておく．このとき特異 1単体 τ : [0, 1]→ Lに対して

ΘZ/2(τ) = ετ(0) + ετ(1) + e(π∗τ) ∈ Z/2

と定める．ここで π : L→ Xは射影で π∗τ は底空間Xの特異 1単体．また e(· · · )は
上記の障害類を定めるコチェイン．

問 5.2. good cover を持つ パラコンパクトハウスドルフ空間Xについて，全単射

X上の実直線束の同型類の集合 ∼= H1(X,Z/2), L 7→ eZ/2(L)

が存在することを示せ．さらに eZ/2(L1 ⊗ L2) = eZ/2(L1) + eZ/2(L2)を示せ．

5.2 SW類の構成
Chern類を複素直線束のEuler類から構成したのと全く同じ方法で，SW類は実直

線束の Z/2係数 Euler類 eZ/2 = w1から構成できる．
ランク rの実ベクトル束E → Xに対して実射影化束 P(E)→ Xが同様に定義さ

れる．P(E)は実の tautological line bundle L→ P(E)を持つ．x = eZ/2(L) = w1(L)

とおき（ここでは x = −xであることに注意したい），Z/2係数の Leray-Hirsch の
定理

H∗(P(E),Z/2) ∼=
r−1⊕
j=0

H∗(X,Z/2)xj

より，次を満たすwi(E) ∈ H i(X,Z/2)がただ一つ存在することが言える．

xr + w1(E)x
r−1 + · · ·+ wr(E) = 0
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5.3 SW類の公理
Chern類のときと同様に SW類は次の公理を満たす．証明はChern類のときと同

様なので省略する（確かめよ）．

1. (同型) 実ベクトル束E → X, F → Xが同型ならばwi(E) = wi(F )

2. (自然性) w(f ∗E) = f ∗w(E)

3. (和公式) w(E ⊕ F ) = w(E) ∪ w(F ).

4. 実直線束 L→ Xに対して，w(L) = 1 + eZ/2(L).

次の定理も同様に証明できる（演習問題）．

定理 5.3. ランク rの実ベクトル束E → Xに対してZ/2係数コホモロジー類w(E) =

1 + w1(E) + · · · + wr(E) ∈ H∗(X,Z/2), wi(E) ∈ H i(X,Z/2)を対応させる規則で，
上の公理を満たすものがただ一つ存在する．

実ベクトル束に対する分裂原理も同様（それを述べて，証明せよ）．

5.4 例と性質
例 5.4. Snの接束を調べる．埋め込み Sn ↪→ Rn+1により，完全列

0→ TSn → TRn+1|Sn → NSn/Rn+1 → 0

が存在する．ここで TRn+1|Sn ∼= R⊕(n+1)であり，NSn/Rn+1
∼= Rである．従って

w(TSn)w(R) = w(R⊕(n+1))

よってw(TSn) = 1である．ただし接束 TSnは自明とは限らない．（例えば，nが偶
数のときは，∫

Sn e(TS
n) = χ(Sn) = 2より e(TSn) 6= 0であり，自明ではない．）

TSnが自明なのは n = 1, 3, 7に限られることが知られている．

例 5.5. RPnの接束はCPnの場合と同様に

TRPn ∼= Hom(L,R⊕(n+1)/L)

で与えられる．ここでL→ RPnは実の tautological line bundle．従って，複素のと
きと同じ計算により，

w(TRPn) = (1 + x)n+1

ここで x ∈ H1(RPn,Z/2)は生成元．

w(TRPn) = 1 ⇐⇒ n+ 1が 2の冪
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を示そう．このことは，(a+ b)2 ≡ a2 + b2を使うと，n+1 = 2kq, qは奇数，と書い
たとき，

(1 + x)1+n = (1 + x2
k

)q = 1 + qx2
k

+ · · ·

であることから従う．特に TRPnが自明ならば，n+ 1は 2の冪である．
TSnの時と同様に，実は，TRPnが自明なのは n = 1, 3, 7に限られることが知ら

れている．
問 5.6. TRPnが自明ならば TSnも自明であることを観察せよ．
問 5.7 (Stiefelの定理，[Milnor-Stasheff, Theorem 4.7]). RnがR上双線形でゼロ因
子をもたない積Rn × Rn → Rnを持つとする21．このとき TRPn−1は自明であるこ
とを示せ．とくに nは 2の冪である．（複素数C, 四元数H, ケーリー数（八元数）O
の存在と関係している．）
問 5.8. good open cover をもつパラコンパクトハウスドルフ空間Xに対して，X上
の実ベクトル束E → Xが向きづけ可能⇐⇒ w1(E) = 0，を示せ．ヒント：w1(E) =

w1(
∧r E), r = rankE を示して，直線束の場合に帰着させる．

問 5.9. ランク rの実ベクトル束に対して，eZ/2(E) = wr(E)を示せ．さらに，Eが
至る所消えない切断を持てば，wr(E) = 0を示せ．ヒント：前半は分裂原理より．後
半はThom類の引き戻しとしての eZ/2(E)の定義を使う．

2025.7.15 ここまで

この講義でやり残したこと（そのうちいくつかは以下の演習問題に載せている）：
• Z係数でのThom同型，定理3.13のZ係数版（問6.1参照），Z係数でのPoincaré

双対，局所化された Euler類
• spectral sequence (Leray, Serre)

• Gysin sequence, CPnのZ係数のコホモロジー，Leray-Hirsch の定理の証明　
• Pontrjagin 類
• グラスマン多様体のコホモロジー，ベクトル束の分類空間
• ランク r > 1のベクトル束の曲率，Chern-Weil 理論

6 演習問題
問 6.1. 一般の位相空間 X 上の複素直線束 π : L → X に対して，その Z係数の
Thom類を特異コホモロジー類として構成しよう．構成したいのはコホモロジー類
[Θ] ∈ H2(L,L \X,Z)であって，各ファイバーに制限するとH2(Lx, Lx \ {0},Z) ∼= Z
の正の生成元を与えるものである．
問 2.9と同様に，次のデータを選んでおく．
21ゼロ因子を持たないとは，v, w ∈ Rnに対して，v 6= 0，w 6= 0ならばそれらの積 v · wがゼロで
ないことである．ここで積の可換性や結合性，単位元を持つことは要求しない．
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1. Xの各点 xに対して，Lxのゼロでない元 exを選んでおく．
2. 各特異 1単体 τ : [0, 1]→ Xに対して，τ ∗Lの至るところ消えない切断 sτであっ
て，sτ (0) = eτ(0), sτ (1) = eτ(1)となるものをとる．ただし，τの向きを逆にした
単体 τ ′(t) = τ(1−t)に対しては，sτの向きを逆にした切断sτ ′(t) = sτ (1−t)を対
応させるものと仮定しておく．また，τが定値写像であるときは，sτ (t) = eτ(0),

∀t ∈ [0, 1]ととる．
特異 1単体 τ : [0, 1] → Lに対して数 nτ ∈ Zを次のように定める．τ がゼロ切断
と交わるとき，nτ = 0とする．τ がゼロ切断と交わらないときは，ある連続関数
θτ : [0, 1]→ Rが存在して，τ(t) ∈ R>0e

iθτ (t)sπ∗τ (t)．ここで π∗τ = π ◦ τ はXの特異
1単体．このとき nτ = d θτ (1)

2π
e − d θτ (0)

2π
eと定める．nτ は θτ の取り方によらない．

特異 2単体 σ : ∆2 → Lに対して

Θ(σ) = e(π∗σ) +
2∑

i=0

(−1)in∂iσ ∈ Z

とおく．ここで eは問 2.9で定義したEuler類を代表するコサイクル．Θは (L,L\X)

の相対コチェインを与えることを示せ．またΘはコサイクルであり，そのコホモロ
ジー類は Thom類になることを確かめよ．最後にゼロ切断 s0 : X → Lに対して，
s∗0Θ = eを確かめよ．
問 6.2. 4次元球面 S4は四元数射影空間 HP1とみなすことができる．ここで H =

R⊕ Ri⊕ Rj ⊕ Rkは関係式 i2 = j2 = k2 = ijk = −1で定まる四元数体であり，
HP1 = {` ⊂ H2 | `はH上の 1次元部分ベクトル空間 }

である．ここでH2には右からのHの作用により右Hベクトル空間の構造を入れて
いる．S4 ∼= HP1とみなしたとき，その上に自然に定まる tautological bundle

L = {(`, v) ∈ HP1 ×H2 | v ∈ `}

を考える．Lのファイバーは 1次元Hベクトル空間であり，それはC上の 2次元ベ
クトル空間ともみなされる．
(1) Lを rank 2 の複素ベクトル束とみなし，∫

S4 c2(L)を求めよ．
(2) S4上の階数 2の複素ベクトル束E → S4は c2(E) ∈ H4(S4;Z)で分類されるこ
とを示せ．つまり，S4上の階数 2の複素ベクトル束 E の同型類とH4(S4;Z)
の元とはE 7→ c2(E)により一対一に対応する．

問 6.3. 自然数 r ≤ nに対して (Cn)rの開集合 V (r, n)を次で定める．
V (r, n) := {(v1, . . . , vr) ∈ (Cn)r : v1, . . . , vrはCnの一次独立なベクトル }

このとき次を示せ．

πi(V (r, n)) =

{
Z i = 2n− 2r + 1のとき
0 1 ≤ i ≤ 2n− 2rのとき.
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問 6.4. 写像 Cn → Cn+1, (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 0) によって Cnを Cn+1の部
分集合とみなす．この写像は問 6.3に現れる空間 V (r, n)の間の包含写像 V (r, n) ↪→
V (r, n+ 1)を誘導する．V (r, n)の帰納的極限

V (r,∞) = lim−→
n

V (r, n) =
⋃
n≥r

V (r, n)

に次の位相（帰納的極限に入る標準的な位相）を入れる．

U ⊂ V (r,∞) が open ⇐⇒ U ∩ V (r, n)が V (r, n)の open (∀n)

V (r,∞)は可縮であることを示せ．

問 6.5 ([Milnor-Stasheff, §5]参照). G(r, n) = {V ⊂ Cn : dim V = r}を Cn内の
r次元部分空間のなす複素グラスマン多様体とする．全射 π : V (r, n) → G(r, n)を
π(v1, . . . , vr) = 〈v1, . . . , vr〉 で定める (V (r, n)は問題 6.3に与えたもの)．この写像 π

によってG(r, n)に V (r, n)からの商位相を入れる．G(r, n)上の tautological bundle

V = {(V, v) ∈ G(r, n)× Cn : v ∈ V }, p : V → G(r, n), p(V, v) := V

が局所自明性を持つ（つまりベクトル束である）ことを示せ．
さらに G(r,∞) = lim−→n

G(r, n)に帰納的極限の位相を入れ，tautological bundle

V → G(r,∞)をG(r,∞)×C⊕∞の部分空間として同様に定義するとき，V → G(r,∞)

は局所自明性を持つことを示せ．

問 6.6 ([Milnor-Stasheff, §6]参照). 複素Grassmann多様体G(r, n)の胞体分割 (cell

decomposition)を具体的に与えよ．またそれを用いて Betti数 bi = dimHi(G(r, n))

を求めよ．

問 6.7. V → G(r, n)を tautological bundle, Q→ G(r, n)をuniversal quotient bundle

(つまりQ = Cn/V)とする．複素Grassmann多様体のコホモロジー環は

H∗(G(r, n)) ∼= Z[c(V), c(Q)]/(c(V)c(Q)− 1)hom

で与えられる．ここで Z[c(V), c(Q)] = Z[c1(V), . . . , cr(V), c1(Q), . . . , cn−r(Q)]であ
り，(c(V)c(Q)−1)homは c(V)c(Q)−1のn+1個の斉次部分が生成するイデアルを表
す．このことを認めて，次を示せ．−x1, . . . ,−xrを VのChern rootとするとき (す
なわち c(V) =

∏r
i=1(1− xi))

H∗(G(r, n)) ∼= Z[x1, . . . , xr]Sr/〈hn−r+1, . . . , hn〉

である．ただし Z[x1, . . . , xr]Sr は x1, . . . , xrの対称多項式環を表し，

hi =
∑

1≤k1≤k2≤···≤ki≤r

xk1 · · · xki

は完全対称多項式である．
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問 6.8. 問 6.7におけるH∗(G(r, n))の表示の下で次を示せ．∫
G(r,n)

f(x) =
1

r!
(多項式D(x)f(x)の xn−1

1 · · · xn−1
r の係数)

ただし f(x) = f(x1, . . . , xr)は x1, . . . , xrの対称多項式で，D(x) =
∏

i<j(xi−xj)2は
差積の 2乗．またG(r, n)には複素多様体としての自然な向きを入れている．
問 6.9. G(r, n)の接ベクトル束 TG(r, n)を考える．Chern類 c(TG(r, n))を問 6.7に
現れる VのChern roots −x1, . . . ,−xrたちを用いて表せ．
問 6.10. X ⊂ CP3を滑らかな複素 3次曲面とする．CP3内の直線とはある複素 2次
元部分空間 V ⊂ C4に対して

P(V ) = {` ∈ CP3 : `はC4の 1次元部分空間で，` ⊂ V を満たす．}

の形にかけるCP3の部分集合 (CP1と同相になる) のことを指すものとする．X は
少なくとも一つの直線を含むことを示せ22．(ヒント：CP3の直線全体のなす集合は
グラスマン多様体G(2, 4)と同一視できる．)

問 6.11. CP1上の階数 2の複素ベクトル束Ea,b = O(a)⊕O(b) (a, bは整数)につい
て次の問いに答えよ．
(1) (位相的)複素ベクトル束としてEa,b

∼= Ea′,b′ であることと，a + b = a′ + b′と
は同値であることを示せ．

(2) (位相的)実ベクトル束としてEa,b
∼= Ea′,b′であることと，a+ b ≡ a′+ b′ mod 2

とは同値であることを示せ．
問 6.12. Xをコンパクトハウスドルフ空間とする．
(1) 任意の複素ベクトル束E → X に対して，ある十分大きい自然数N > 0 が存
在して，Eは自明束X × CN の部分ベクトル束と同型になることを示せ．

(2) 任意のランク rの複素ベクトル束 E → X に対して，ある連続写像 f : X →
G(r,∞)が存在してE ∼= f ∗Vとなることを示せ．ただし，G(r,∞) = lim−→n

G(r, n)

であり，Vは tautological bundle を表す．

(3) (2)で定まる f はホモトピーを除いて一意であることを示せ．
問 6.13. CP∞ = G(1,∞) = lim−→CPn を無限次元射影空間とする．L → CP∞ を
tautological line bundleとする．

m : CP∞ × CP∞ → CP∞

を p∗1L⊗ p∗2Lの分類写像 (すなわちm∗L ∼= p∗1L⊗ p∗2Lを満たす)とし，

i : CP∞ → CP∞

22より正確には，任意の滑らかな 3次曲面はちょうど 27本の直線を含むことが知られている．
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をL−1の分類写像 (すなわち i∗L ∼= L−1を満たす)とする．m, iを具体的な連続写像
として与えよ．ただし pi : CP∞ × CP∞ → CP∞は第 i成分への射影．
注：CP∞はmを積，iを逆元写像とする，可換で結合的なH空間になる．すなわ

ちCP∞は可換群の公理で等号=をホモトピック∼にしたものをすべて満たす．
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