
位相幾何学　期末試験問題
2021年 7月 27日　 10:30 – 12:00　担当：入谷　寛

持ち込み不可．携帯電話は電源を切ってかばんにしまうこと．かばんの口はしっ
かり閉じること．

注意. 以下の問題に現れる位相空間は全てパラコンパクトかつハウスドルフとする．

問題 1. 次の命題は正しいか．正しい場合は正しいとだけ答え，正しくない場合は
反例を与えよ（反例になっていることの証明は不要である）．

(1) 可縮な空間B上の位相空間F をファイバーとする位相的ファイバー束E → B

は (位相的ファイバー束として)自明である．

(2) 位相空間B上の可縮な空間F をファイバーとする位相的ファイバー束E → B

は (位相的ファイバー束として)自明である．

問題 2. E → Xをランク 2の複素ベクトル束とする．Xのある開被覆 {Uα}とE|Uα

の自明化に関するEの変換関数 gαβ : Uαβ → GL(2,C) が全て上三角行列に値をとる
とき，Eは 2つの複素直線束の直和と同型であることを示せ．

問題 3. C∞級多様体M 上のC∞級主 S1束E →M を考える．

(1) Eの接続 (あるいは接続 1形式)とは何か，定義を与えよ．

(2) Eは接続を少なくとも一つ持つことを示せ．

問題 4. Eをランク 2の複素ベクトル束，F を複素直線束とするとき，ベクトル束
Hom(E,F )の第 2 Chern類 c2(Hom(E,F )) を s1 = c1(E), s2 = c2(E), t = c1(F )の
多項式として表せ．

問題 5. 複素射影空間CP4の 3次超局面

V = {[x0, . . . , x4] ∈ CP4 | x30 + x31 + x32 + x33 + x34 = 0}

は CP4の滑らかな部分多様体である．V の複素多様体としての標準的な向きにつ
いて，

∫
V
c1(TV )c2(TV )を求めよ．ただし，x = c1(O(1))を超平面類 (hyperplane

class) としたとき，c(TCP4) = (1 + x)5であることは使ってよい．

問題 6. 4次元球面 S4の接ベクトル束は位相的ベクトル束として自明でないことを
示せ．

問題 7. E → X をランク nの複素ベクトル束，1 ≤ i ≤ nとする．Eが i個の一次
独立な切断 s1, . . . , siを持つとき（つまり，各点 x ∈ X に対して s1(x), . . . , si(x)が
Exの一次独立なベクトルとなるとき），cn(E) = · · · = cn−i+1(E) = 0であることを
示せ．(ヒント：i = 1または i = nのときから考えよ．）
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問題 1. (1) 正しい

(2) 反例がある．反例は例えばMöbius の帯．

L = [0, 1]× R/(0, v) ∼ (1,−v) −→ [0, 1]/0 ∼ 1 ∼= S1

ファイバーRは可縮だが，任意の 2つの切断は必ず交わるので，ファイバー束
として自明ではない．

同様の理由で，Euler類 e(E)あるいは最高次の Stiefel-Whitney類wr(E), r =

rankE がゼロでないベクトル束はファイバー束として自明ではない．

問題 2. 変換関数 gαβは仮定より次の形をしている．

gαβ =

(
kαβ ∗
0 ∗

)
kαβ ∈ C×はコサイクル条件を満たし，直線束L→ Xを定める．Lは自然にEの部
分ベクトル束とみなせる．Eにエルミート計量を入れると

E ∼= L⊕ L⊥

である．(ランクが一般のときも，全ての gαβが上三角なら直線束の和になることが
同様に言える．)

問題 3. (1) Eの接続 1形式とは 1次微分形式ψ ∈ Ω1(E)であって，任意の λ ∈ S1

の作用 λ : E → Eに関して不変 λ∗ψ = ψであり，各ファイバーExに制限する
とき ψ|Ex = dθを満たすもの．ここで θ 7→ eiθは S1の角度座標であり，局所
自明化によりExと S1を同一視した．（水平部分空間Kerψe ⊂ TeEの S1不変
な族を与えるという定義も可能．）

(2) M を開集合UαであってE|Uαが自明になるもので覆う．E|Uα
∼= Uα × S1を自

明化とし，dθαを第 2成分 S1の角度座標 θα から定まるE|Uα
∼= Uα × S1上の

1形式とする．{ρα}を {Uα}に付随する滑らかな 1の分割とし，p : E →M を
射影とするとき，

ψ =
∑
α

(p∗ρα)dθα

は接続 1形式の条件を満たしている．

問題 4. 分裂原理によりE = E1 ⊕ E2，Eiは直線束，と仮定してよい．ei = c1(Ei)

とおく．このとき，Hom(E,F ) ∼= E∗ ⊗ F ∼= E∗
1 ⊗ F ⊕ E∗

2 ⊗ F であるから，

c(Hom(E,F )) = c(E∗
1 ⊗ F )c(E∗

2 ⊗ F ) = (1 + t− e1)(1 + t− e2)

= 1 + 2t− e1 − e2 + t2 − (e1 + e2)t+ e1e2

従って c2(Hom(E,F )) = t2 − (e1 + e2)t+ e1e2 = t2 − s1t+ s2である．
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問題 5. ベクトル束の完全列

0 → TV → TCP4 → NV/CP4
∼= O(3) → 0

と c(TCP4) = (1 + x)5, c(O(3)) = 1 + 3xより，

c(TV ) =
c(TCP4)

c(O(3))
=

(1 + x)5

1 + 3x

これを展開して

c(TV ) = (1 + 5x+ 10x2 + · · · )(1− 3x+ 9x2 − · · · ) = 1 + 2x+ 4x2 + · · ·

すなわち，c1(TV ) = 2x, c2(TV ) = 4x2を得る．ここで，V のPoincaré双対 ηV を使
うと ∫

V

c1(TV )c2(TV ) =

∫
V

8x3 =

∫
CP4

8x3ηV

であるが，V はO(3)の横断的な切断 F のゼロ点であったから ηV = e(O(3)) = 3x

であり，次を得る． ∫
V

c1(TV )c2(TV ) =

∫
CP4

24x4 = 24.

問題 6. S4は向き付け可能であり，従って TS4は向き付け可能なベクトル束である
ことに注意しておく．自明束であるとすれば，TS4にどのような向きを入れてもそ
のオイラー類は 0である．一方で∫

S4

e(TS4) = χ(S4) = 2

より，e(TS4)はゼロでない．従って TS4は自明束ではない．

問題 7. Eが i個の一次独立な切断を持つとき，Eは自明束Ci = X × Ciを部分ベ
クトル束として持つ．実際，

Ci → E, (x, (v1, . . . , vi)) 7→
i∑

j=1

vjsj(x)

は部分ベクトル束の埋め込みを与えている．Eにエルミート計量を入れると，E ∼=
Ci⊕F，F はCiの直行補ベクトル束，と分解できる．このとき，F のランクはn− i

なので，
c(E) = c(Ci)c(F ) = c(F ) = 1 + c1(F ) + · · ·+ cn−i(F )

従って cn(E) = cn−1(E) = · · · = cn−i+1(E) = 0である．
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