
位相幾何学　期末試験 解答例
担当：入谷 寛

問題 1. (1) L = {(ℓ, v) ∈ CPn × Cn+1 : v ∈ ℓ}, L → CPnは第一射影．
(2) CPnの開被覆Ui = {[x0, . . . , xn] : xi ̸= 0}, i = 0, . . . , n を考える．Ui上での局所

自明化を
φi : L|Ui

∋ (ℓ, v = (v0, . . . , vn)) 7→ (ℓ, vi) ∈ Ui × C
と定める．このとき写像

Uij × C
φ−1
j−−→ L|Uij

φi−→ Uij × C

の下で元 (ℓ, v) ∈ Uij × Cは

(ℓ, v) 7→ (ℓ, v(x0/xj, . . . , xn/xj)) 7→ (ℓ, vxi/xj)

と写る．ただし ℓ ∈ Uij ⊂ CPnの斉次座標を [x0, x1, . . . , xn]とした．従って変換関数
は gij = xi/xjで与えられる．

問題 2 (10点). p : E → Xが被覆ホモトピー性質 (covering homotopy property)を満
たすとは，任意の位相空間 Y，任意の連続写像 f : Y × I → X および任意の f |Y×{0}
のEへの持ち上げ g : Y × {0} → E(すなわち p ◦ g = f |Y×{0} を満たす)に対して，連
続写像 f̃ : Y × I → Eが存在して p ◦ f̃ = f , f̃ |Y×{0} = gを満たすこと．

Y × {0} g //

��

E

p

��
Y × I

f //

f̃
;;

X

問題 3 (10点). (1) M 上の主 S1束とは，S1作用の与えられた位相空間Eと連続写像
p : E → Mの組であって次を満たすもの．任意の点x ∈ Mに対してxの開近傍U ⊂ M
および同相写像

φ : p−1(U) ∼= U × S1

が存在して

• φは次の図式を可換にする．

p−1(U)

p
##F

FF
FF

FF
FF

φ // U × S1

π1
{{xx
xx
xx
xx
xx

U

ただし π1は第一成分への射影．
• φはS1同変である．ただしU×S1へのS1作用は第二成分への掛け算で定める．

(2) 一般に M 上の主 S1 束の同型類の集合は H2(M,Z) と同一視される．ここで
H2(S3,Z) = 0であるから S3上の主 S1束は自明である．

(別解) S3上の主 S1束はD3上の自明な主 S1束 2つを境界の S2に沿って張り合わ
せたものと考えることができる．張り合わせの変換関数は S2 → S1なる写像で与えら
れるが，このような写像は定値写像にホモトピックである．主S1束のホモトピー性質
から S3上の任意の S1束は自明となる．
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問題 4 (10点). L → M にエルミート計量を入れて単位円束 S(L) → M を考える．こ
れは主S1束になる．Mの good open cover {Uα}をとり，gαβ : Uαβ → S1 をS(L)の変
換関数とする．Uαβは可縮であるから gαβ = e

√
−1φαβ を満たすR値関数φαβ : Uαβ → R

が存在する．また g−1
αβ = gβαであるから，φαβ = −φβαとなるようにとることができ

る．ここで Čech 2-cocycle ϵαβγを Uαβγ ̸= ∅なる (α, β, γ) に対して

ϵαβγ =
1

2π
(φαβ + φβγ + φγα)

と定める．gαβgβγgγα = 1 より ϵαβγはZに値をとる．このとき，{ϵαβγ}の Čechコホモ
ロジー類を e(L)と定義する．

(2) Mの good open cover {Uα}を固定する．直線束L1, L2に適当なエルミート計量

を入れて得られる S1値の変換関数を g
(1)
αβ , g

(2)
αβ とし，g

(i)
αβ = eφ

(i)
αβ なる実数値関数 φ

(i)
αβ

(ただし φ
(i)
αβ = −φ

(i)
βαを満たす)をとる．このとき e(Li)は Čech cocycle

ϵ
(i)
αβγ =

1

2π
(φ

(i)
αβ + φ

(i)
βγ + φ(i)

γα)

により代表される 2次コホモロジー類である．テンソル積 L1 ⊗ L2に対応する同様の
データを構成しよう．L1 ⊗ L2の変換関数は L1, L2の変換関数の積 g

(1)
αβg

(2)
αβ で与えら

れ，g
(1)
αβg

(2)
αβ = eφ

(1)
αβ+φ

(2)
αβ が成立する．ここで φ

(1)
βα + φ

(2)
βα = −(φ

(1)
αβ + φ

(2)
αβ)である．従っ

て e(L1 ⊗ L2)を代表する Čech コサイクルは

ϵαβγ =
1

2π
(φ

(1)
αβ + φ

(2)
αβ + φ

(1)
βγ + φ

(2)
βγ + φ(1)

γα + φ(2)
γα) = ϵ

(1)
αβγ + ϵ

(2)
αβγ

で与えられる．以上から e(L1 ⊗ L2) = e(L1) + e(L2)が示された．

問題 5. (1) CPnの接束は TCPn = Hom(L,Cn+1/L)で与えられる．またCPn上のベ
クトル束の完全列

0 −−−→ L −−−→ Cn+1 −−−→ Cn+1/L −−−→ 0

にHom(L,−)を施して

0 −−−→ Hom(L,L) = C −−−→ (L∗)⊕(n+1) −−−→ Hom(L,Cn+1/L) = TCPn −−−→ 0

を得る．したがって
c((L∗)⊕(n+1)) = c(C)c(TCPn)

であり，c(L∗) = 1 + x，c(C) = 1より c(TCPn) = (1 + x)n+1.
(2) F が滑らかな部分多様体を定めるという条件から F はO(3) → CP3の切断とし

てゼロ切断と横断的 (transversal) であることが分かる．このとき完全列

0 −−−→ TV −−−→ TCP3|F −−−→ NV/CP3
∼= O(3) −−−→ 0

より

c(TV ) =
c(TCP3)

c(O(3))
=

(1 + x)4

1 + 3x

が分かる．また V の Poincaré双対は e(O(3)) = 3xで与えられる．したがって

χ(V ) =

∫
V

e(TV ) =

∫
V

c(TV ) =

∫
CP3

c(TV )e(O(3)) =

∫
CP3

(1 + x)4

1 + 3x
3x
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ここでH∗(CP3)において x4 = 0に注意すると，

3x
(1 + x)4

1 + 3x
= 3x(1 + 4x+ 6x2 + 4x3 + x4)(1− 3x+ 9x2 − · · · )

= 3x(1 + x+ 3x2 + · · · ) = 3x+ 3x2 + 9x3.

従って
χ(V ) = 9.

問題 6. (1) Cn+1の標準的なエルミート内積をとる．写像 f : G(n, 2n) → G(n, 2n)を
次で定義すればよい．

f(V ) = V ⊥

ここで V ⊂ C2nは n次元部分空間であり，V ⊥は V の直交補空間．Qは自明束C2nに
おける Vの直交補束と同一視されるから，f ∗(V) ∼= Qである．

(2) 連続写像 f : G(n, 2n) → G(n, 2n)が f ∗(V) ∼= Qを満たすとき，Chern類の自然
性から

f ∗(ci(V)) = ci(Q)

が成り立つ．G(n, 2n)のコホモロジー環は ci(V)で生成されるから，コホモロジーに
誘導される線形写像 f ∗ : H∗(G(n, 2n),R) → H∗(G(n, 2n),R)は条件 f ∗V ∼= Q から一
意に定まる．
特に f を (1)で定義したものと仮定してもよい．{ϕi}Ni=1をH∗(G(n, 2n),R)の基底

とし，{ϕi}Ni=1をPoincaréペアリングに関する双対基底，すなわち
∫
G(n,2n)

ϕi ∪ϕj = δji
を満たすものとする．複素グラスマン多様体のコホモロジー類は全て偶数次数である
ことに注意する．ここでトレースの定義から

tr(f ∗) =
N∑
i=1

∫
G(n,2n)

ϕi ∪ f ∗(ϕi)

である．∆ ⊂ G(n, 2n) × G(n, 2n)を対角集合，Γ(f) = {(x, f(x)) : x ∈ G(n, 2n)} ⊂
G(n, 2n)×G(n, 2n)を f のグラフとするとき，

tr(f ∗) =

∫
Γ(f)

N∑
i=1

ϕi ⊗ ϕi =

∫
Γ(f)

η∆.

ここで ϕi ⊗ ϕiはG(n, 2n)×G(n, 2n)のコホモロジーの元を表し1，授業で説明したよ
うに η∆ =

∑N
i=1 ϕi ⊗ ϕiは∆の Poincaré双対である．一方 (1)で定義した f は固定点

を持たないので
∆ ∩ Γ(f) = ∅.

従って η∆の代表元としてその台がΓ(f)と交わらない閉微分形式をとることができる．
よって

tr(f ∗) = 0

が従う．

注意. 最後の問題 6の (2)は Lefschetzの固定点定理と呼ばれるものの例です．詳しく
はBott-Tuの Exercise 11.26を見てください．

1これは Künneth 同型 H∗(G(n, 2n) × G(n, 2n)) ∼= H∗(G(n, 2n)) ⊗ H∗(G(n, 2n)) の下での表示．
α⊗ β = p∗1α ∪ p∗2β である．


