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Abstract. We discuss integral structures in the space of solutions to quantum
cohomology differential equations (quantum D-modules) associated to quantum
cohomology. In mirror symmetry, the quantum D-module of a manifold X becomes
isomorphic to the (semi-infinite) variation of Hodge structures (VHS for short) of
the mirror. The VHS of the mirror is equipped with an integral local system, so
a natural question is “what is the integral structure in the quantum D-module
corresponding to the mirror?” We study this problem in the case where X is a
toric orbifold and see that the integral structure coming from the mirror can be
described only in terms of the K-group K(X) and a certain characteristic class
(Γ̂-class). This article is a résumé of the results on integral structures in [8].

1. 序

本稿では量子コホモロジーに付随する微分方程式系 (量子D加群) の解空間にお
ける整構造について論じる．ここで考える整構造はたとえば整数環係数のコホモロ
ジー群H∗(X,Z) とは直接の関係はないが，ミラー側に移ると自然に見ることのでき
るいわば「隠された」整構造である．
超弦理論におけるミラー対称性によれば，Calabi-Yau多様体Xに対してあるミラー

Calabi-Yau多様体X∨があって，Xの量子コホモロジーから定まるHodge構造の変
動 (A模型 VHS)とX∨の複素構造の変形の定める Hodge構造の変動 (B模型 VHS)
とが同型になると予言されている．ここで，B模型VHSにおける局所系，すなわち
Gauss-Manin接続の平坦切断の空間はHn(X∨,C)であり，整部分格子Hn(X∨,Z)を
自然に含んでいる．一方，A模型VHSにおける局所系はXの量子微分方程式の解空
間として定まるが，ここにはアプリオリに自然な整格子は存在しないように見える．
ミラー側で自然に存在する整構造を量子コホモロジー側に引き戻すとどのように見
えるか，というのが本研究の動機となっている．
本稿の構成は以下のとおりである．まず軌道体量子コホモロジーを導入し，トー

リック軌道体のミラーである Landau-Ginzburg模型を記述する．次にこのトーリッ
クのミラー (Landau-Ginzburg模型) から引き戻される整構造を具体的に記述する．
この場合，量子コホモロジーに引き戻された整構造はトーリック軌道体の位相不変
量 (K群とある特別な特性類)だけによって記述される．
本稿は論文 [8] の整構造に関する結果の要約である．

2. 軌道体量子コホモロジー

本稿では一般に軌道体にたいする量子コホモロジーを考える．量子コホモロジー
は種数が 0のGromov-Witten理論により定義されるが，軌道体Gromov-Witten理論
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はシンプレクティック幾何学の文脈ではChen-Ruan [5, 6]により，代数幾何学におい
ては Abramovich-Graber-Vistoli [1]により開発された．軌道体コホモロジーおよび
その量子コホモロジーの詳しい解説はこれらの文献に譲る．X を滑らかなDeligne-
Mumford stackでその coarse moduli space Xが射影的であるものとする．IX をX
の慣性スタックとする．IX の点はX の点 x ∈ X とその自己同型群の元 g ∈ Aut(x)
の組 (x, g)で代表される．以下では gを stabilizerとも呼ぶ．T を慣性スタックの連
結成分の添え字集合とし，IX を次のように成分に分解する．

IX =
⊔

v∈T

Xv = X0 t
⊔

v∈T′
Xv

ここで，T = T′ t {0} であり，X0は自明な自己同型 g = 1に対応する IX の成分を
あらわし，X0

∼= X である．各慣性スタックの成分Xvには ageと呼ばれる有理数 ιv
が定まる．軌道体コホモロジーH∗

orb(X )は

Hp
orb(X ) =

⊕

v∈T,p−2ιv∈2Z
Hp−2ιv(Xv)

で定義される．ここで pは一般に有理数である．本稿では慣性スタック上の偶数次の
コホモロジー類のみを考えることにする (すなわち p− 2ιvが偶数)．inv : IX → IX
を (x, g)を (x, g−1)に送る対合とする．invは添え字集合の間の写像 inv : T → T を
誘導する．ここで inv(Xv) = Xinv(v)である．軌道体 Poincaréペアリングは次で定義
される．

(α, β)orb =

∫

IX
α ∪ inv∗ β

種数 0の軌道体Gromov-Witten理論は軌道体コホモロジー上のある n重線型な写像
(相関函数)を定める．

〈·, . . . , ·〉0,n,d : H∗
orb(X )⊗n → C.

ここで，d ∈ H2(X,Z)は coarse moduli space X 上の 2次の整ホモロジー類である．
EffX ⊂ H2(X,Z)をX 内の effective curveの代表する整ホモロジー類によって生成
される半群とする．Gromov-Witten相関函数は正則曲線を数え上げる不変量であり，
d ∈ EffX のときに限り 0でない値を持つことができる．軌道体量子コホモロジーと
は軌道体コホモロジー上の可換環の構造の族 (H∗

orb(X ), ◦τ ) として与えられる．ここ
で ◦τ は τ ∈ H∗

orb(X ) でパラメトライズされる積であって，種数 0のGromov-Witten
不変量を使って次のように定義される．

(α ◦τ β, γ)orb =
∑

d∈EffX

∑
n≥0

1

n!

〈
α, β, γ,

n times︷ ︸︸ ︷
τ ′, . . . , τ ′

〉

0,n+3,d

e〈τ0,2,d〉.

ここで，τ = τ0,2 + τ ′ であって τ0,2 ∈ H2(X0) は τ のH2(X0)成分をあらわす．この
積 ◦τ は τ ′に関しては形式的冪級数，τ0,2に関しては形式的 Fourier級数とみなすこ
とができる．一般にこの級数の収束は知られていないが，本稿では ◦τ はある開集合
U ⊂ H∗

orb(X )上で収束すると仮定する．U は十分大きいM > 0と十分小さい ε > 0
に対し次のような形の領域を含む．これは極大体積極限 (large radius limit)の近傍
と呼ばれる．

{τ ; <〈τ0,2, d〉 < −M, ∀d ∈ EffX \{0}, ‖τ ′‖ < ε}.
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3. 量子微分方程式

{φi}N
i=1をH∗

orb(X ) の斉次な基底とし，tiをこの基底に双対なH∗
orb(X )上の線型座

標とする．τ =
∑N

i=1 tiφiによってH∗
orb(X )の一般の点をあらわす．{φi}N

i=1を軌道体
Poincaré ペアリングに関して {φi}N

i=1と双対な基底とする．量子微分方程式 (量子D
加群)は自明なベクトル束H∗

orb(X ) ×H∗
orb(X ) → H∗

orb(X ) 上のパラメータ z ∈ Cを
持つ平坦接続∇ により定まる．

(1) ∇i =
∂

∂ti
+

1

z
(φi◦τ ).

コホモロジーに値をとる函数 s(τ, z)に対する微分方程式∇is(τ, z) = 0 を量子微分
方程式と呼ぶことにする．この平坦接続∇はさらにパラメータ zの方向に拡張され，
ベクトル束H∗

orb(X )× (H∗
orb(X )× C∗) → H∗

orb(X )× C∗ 上の平坦接続 ∇̂を定める．

∇̂i =
∂

∂ti
+

1

z
(φi◦τ )

∇̂z∂z = z∂z − 1

z
E ◦τ +µ

(2)

ここで µ ∈ End(H∗
orb(X )) および Eulerベクトル場E は

µ(φi) = (
1

2
deg φi − 1

2
dimCX )φi,

E =
N∑

i=1

(1− deg φi

2
)tiφi + c1(X ),

で与えられる．方程式 ∇̂s = 0 も量子微分方程式と呼ぶ．2次のコホモロジー類
τ0,2 ∈ H2(X ,C)のH2

orb(X ) への作用を

τ0,2 · τ = pr∗(τ0,2) ∪ τ

で定義する．ここで pr: IX → X は自然な射影である．量子微分方程式 (1)の基本解
は gravitational descendantと呼ばれるGromov-Witten不変量によって与えられる．

Proposition 3.1. End(H∗
orb(X ))に値をとる函数 L(τ, z)を次で定義する．

L(τ, z)φ = e−τ0,2/zφ−
∑

(d,l)6=(0,0), d∈EffX

N∑

k=1

1

l!

〈
e−τ0,2/zφ

z + ψ1

, τ ′, . . . , τ ′, φk

〉X

0,l+2,d

φk.

ここで，(z+ψ1)
−1 は z−1の冪級数

∑
n≥0(−1)nz−n−1ψn

1 に展開するものとする
1．これ

は∇iL(τ, z)φ = 0 を満たし，∇の平坦切断の基本解を与える．さらに，L(τ, z)z−µzρφ

は ∇̂i(L(τ, z)z−µzρφ) = 0, ∇̂z∂z(L(τ, z)z−µzρφ) = 0 を満たし，∇̂の平坦切断の基本
解を与える．ここで，ρ := c1(TX ) ∈ H2(X ) であり，z−µzρ = e−µ log zeρ log z である．

1一般に非負整数 k1, . . . , krとαi ∈ H∗
orb(X )に対して

〈
α1ψ

k
1 , α2ψ

k2
2 , . . . , αrψ

kr
r

〉X
0,r,d

の形の不変量

が定義され，gravitational descendant と呼ばれる．ψiは i番目の点での余接直線束 Li の第一 Chern
類をあらわす．ここで Li は安定写像のモジュライ空間上の直線束であって，ひとつの安定写像にお
けるファイバーは曲線の i番目の名前つき点での余接空間で与えられる．
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量子微分方程式 ∇̂s = 0 の解空間Sにペアリング (·, ·)Sを導入する．量子微分方程
式の解 s1(τ, z), s2(τ, z)に対して

(s1, s2)S := (s1(τ, e
πiz), s2(τ, z))orb

とおく．ここで，s1(τ, e
πiz)は s1(τ, z)を道 [0, 1] 3 θ 7→ eπiθz に沿って解析接続した

ものを表す．s1, s2は平坦ゆえ，右辺は τ, zによらない複素数になる．このペアリン
グは一般には対称でも反対称でもないが，X がCalabi-Yau(ρ = c1(X ) = 0)のときは
X の次元 nの偶奇に応じて対称または反対称になる．

Definition 3.2. 軌道体量子コホモロジーにおける整構造とは量子微分方程式 ∇̂s = 0
の解空間 S (N 次元Cベクトル空間)の整格子 SZ ∼= ZN であって，上のペアリング
(·, ·)S の SZへの制限が Zに値をとり，完全 (perfect)ペアリングになる (同型 SZ ∼=
Hom(SZ,Z)を誘導する) ものと定義される．

(·, ·)S : SZ × SZ −→ Z.

この定義だけでは整構造は一意には決まらず，この定義を満たす多くの整構造が
あると思われる．ここでは簡単のため省略したが，[8]では整構造に対して，極大体
積極限のまわりでの局所モノドロミーで保存される，という条件も課しており，これ
は整構造の強い制約を与える．(ただし，この条件を課してもやはり一意ではない．)
以下ではそのようなひとつの整構造の例を挙げる．

4. 整構造の例

K(X )を位相的な軌道体複素ベクトル束 (orbifold vector bundle; orbibundle) の
Grothendieck群とする．IX 上の軌道体ベクトル束 V と IX の成分 Xv に対して，
V |Xv へのXvの stabilizerの作用に関する固有分解を次のようにおく．

V |Xv =
⊕

0≤f<1

Vv,f .

ここで，Xvの stabilizerは Vv,f に exp(2πif)で作用する．軌道体複素ベクトル束に
対するChern指標 c̃h : K(X ) → H∗(IX ) は次で定義される．

c̃h(V ) :=
⊕

v∈T

∑

0≤f<1

e2πif ch((pr∗ V )v,f )

ここでpr : IX → X は自然な射影である．X上の軌道体ベクトル束V に対して，δv,f,i,

i = 1, . . . , lv,f を (pr∗ V )v,f のChern roots とする．Todd類 T̃d : K(X ) → H∗(IX )は
次で定義される．

T̃d(V ) =
⊕

v∈T

∏

0<f<1,1≤i≤lv,f

1

1− e−2πife−δv,f,i

∏

f=0,1≤i≤lv,0

δv,0,i

1− e−δv,0,i
.

軌道体ベクトル束が正則ベクトル束の構造を持つとき，コホモロジー群 H i(X , V )
が定義されるが，正則オイラー標数 χ(V ) :=

∑n
i=1(−1)i dim H i(X , V )は次の川崎-

Riemann-Roch公式 [9] で与えられる．

(3) χ(V ) =

∫

IX
c̃h(V ) ∪ T̃d(TX ).
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χ(V )は定義から整数である．X 上の軌道体ベクトル束 V の Γ̂類を次で定める．

Γ̂(V ) :=
⊕

v∈T

∏

0≤f<1

lv,f∏
i=1

Γ(1− f + δv,f,i) ∈ H∗(IX ).

ここで δv,f,i は上と同じものである．右辺に現れる Gamma函数は 1 − f > 0での
Taylor級数に展開されていると考える．また Γ̂X := Γ̂(TX )とおく．
ここで，次の仮定をおく．

(A1) 写像 c̃h : K(X ) → H∗(IX ) はCをテンソルすると同型になる．
(A2) 川崎-Riemann-Roch公式の右辺 (3)は任意の位相的な軌道体ベクトル束 V に

対して整数である．一般の (正則とは限らない)軌道体ベクトル束 V に対して
χ(V )を (3)の右辺で定義する．

(A3) K(X )のペアリング (V1, V2) 7→ χ(V1⊗ V2)は全射K(X ) → Hom(K(X ),Z)を
誘導する．

これらの性質は多様体に関しては正しい．また軌道体が位相軌道体としてM/G（M
はコンパクト多様体，Gはコンパクト Lie群で GのM への作用の固定部分群は有
限）の形を持つとき，(A1)はAdem-Ruanの分解定理 [2]，(A2)は川崎による指数定
理 [10]から従う．

Definition 4.1. 滑らかなDeligne-Mumford stack X に対して条件 (A1), (A2), (A3)
を仮定する．K群から量子微分方程式の解空間 Sへの写像Ψを次で定める．

Ψ: K(X ) −→ S

[V ] 7−→ L(τ, z)z−µzρ

(
1

(2π)n/2
Γ̂X (2πi)deg /2 inv∗ c̃h(V )

)
.

ここで，L(τ, z)z−µzρはProposition 3.1であたえた ∇̂の基本解であり，(2πi)deg /2は
H2p(IX )上で (2πi)p倍として定義されるEnd(H∗(IX ))の元である．仮定 (A1)の下
でΨ(K(X ))⊗Z C = Sであり SZは Sの整格子を与える．写像Ψは

(Ψ(V1), Ψ(V2))S = χ(V1 ⊗ V ∨
2 )

を満たし，解空間のペアリング (·, ·)S は向井ペアリングに対応する．したがって仮定
(A2)，(A3) の下で (·, ·)S の SZへの制限は Zに値をとる完全ペアリングになる．こ
の整格子 SZの定める整構造を Γ̂-整構造と呼ぶ．

写像Ψがペアリングを保つことは川崎-Riemmann-Rochとガンマ函数の函数等式
Γ(1 − z)Γ(1 + z) = πz/ sin(πz) から従う．この函数等式は Γ̂類が Todd類の二乗根
の類似であり，Ψ(V )は向井ベクトルの類似であることを示している．しかし，Γ̂類
はTodd類の二乗根と異なり有理数体上定義された特性類ではない (オイラー定数 γ
やゼータ函数の値 ζ(3), ζ(5), ...等を含むので，おそらく超越的であろう)．

5. トーリック軌道体

記号を定めるため，本節ではトーリック軌道体の一つの定義を与える．トーリッ
ク軌道体を次のデータから構成したい．

• r次元の代数的トーラス T ∼= (C∗)r．L := Hom(C∗,T)とおく．
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• m個の (順序付けられた) 元 D1, . . . , Dm ∈ L∨ = Hom(T,C∗)で L∨ ⊗ R =∑m
i=1RDiを満たすもの．

• 元 η ∈ L∨ ⊗ R.

D1, . . . , Dmは準同型T→ (C∗)m を定める. トーラスTをこの準同型によりCmに作
用させる．

A := {I ⊂ {1, . . . , m} ;
∑
i∈I

R>0Di 3 η}.

とおき，商スタックX を次で定める．
X = [Uη/T], Uη := Cm \

⋃

I /∈A
CI ,

ここでCI := {(z1, . . . , zm) ; zi = 0 for i /∈ I}とおいた．このままではX はコンパク
トかつ (stackの意味で)滑らかなトーリック軌道体になるとは限らない．そこで最初
のデータに次の条件を課す．

(A) {1, . . . , m} ∈ A.
(B)

∑
i∈I RDi = L∨ ⊗ R for I ∈ A.

(C) {(c1, . . . , cm) ∈ Rm
≥0 ;

∑m
i=1 ciDi = 0} = {0}.

条件 (A), (B)，(C)は X が非空，固定部分群が有限，X がコンパクトであることに
それぞれ対応する．X の次元は n := m− rである．

D1, . . . , Dmは次の完全列を定める．

(4) 0 −−−→ L (D1,...,Dm)−−−−−−→ Zm β−−−→ N −−−→ 0,

ここでN は 2番目の写像 (D1, . . . , Dm) の余核として定まる有限生成アーベル群で
ある．f1, . . . , fmを Zmの標準的な基底とし，bi を fiのN における像 β(fi)とする．
必要なら番号を付け替えて，1 ≤ i ≤ m′に対しては {1, . . . , m} \ {i} ∈ Aであり，
m′ < i ≤ mに対しては{1, . . . , m}\{i} /∈ Aであると仮定する．Borisov-Chen-Smith
の意味でのX の stacky fanは次で与えられる．

• N のベクトル b1, . . . , bm′．
• 一次元錘の集合が {R≥0b1, . . . ,R≥0bm′}に一致するN ⊗ R内の完備な単体的
扇Σ．σI =

∑
i/∈I R≥0biがΣの錘であることと I ∈ Aは同値．

Borisov-Chen-Smith [3]はトーリックDeligne-Mumford stackをこの stacky fanから
構成した．実は，我々の構成は coarse moduli space が射影的である全てのトーリッ
クDeligne-Mumford stackを与えることもわかる．
L∨ = Hom(T,C∗)の元 ξはX 上の軌道体直線束 Lξを定める．

Lξ = Uη × C/(z, a) ∼ (t · z, ξ(t)a), t ∈ T.

対応 ξ 7→ Lξ により全射 L∨ → Pic(X ) ∼= H2(X ,Z) が定まる．この全射の核は∑
i>m′ ZDi である．この全射によるDi ∈ L∨のH2(X ,C)における像をDiであらわ

す．また，L∨の整基底p1, . . . , prであってpr′+1, . . . , prが
∑

i>m′ RDi∩L∨の整基底をな
すものをとっておく．このときある整数成分の行列 (mia)に対してDi =

∑r′
a=1 miapa,

1 ≤ i ≤ m′ とかける．ここで同様に pa ∈ H2(X ,C)は pa ∈ L∨の像である．
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L⊗Qの部分集合K, Keff を次で定める．

K = {d ∈ L⊗Q ; {i ∈ {1, . . . , m} ; 〈Di, d〉 ∈ Z} ∈ A},
Keff = {d ∈ L⊗Q ; {i ∈ {1, . . . , m} ; 〈Di, d〉 ∈ Z≥0} ∈ A}.

KおよびKeff は足し算では閉じていないが，KにはLが作用する．次の集合Boxを
定義する．

Box = {v ∈ N ; v =
∑

k/∈I

ckbk in N ⊗Q, ck ∈ [0, 1), I ∈ A}.

d ∈ KはBoxの元 v(d)を定める．

v(d) :=
m∑

i=1

d〈Di, d〉ebi ∈ N .

この写像 d 7→ v(d)はK → K/L を通じて分解し，これによりK/Lと Boxは同一視
される．v(d) ∈ Boxは慣性スタック IX の成分Xv(d)を定める．

Xv(d) = {[z1, . . . , zm] ∈ X ; zi = 0 if 〈Di, d〉 /∈ Z}
Xv(d)の stabilizerは exp(−2π

√−1d) ∈ L⊗C∗ ∼= Tにより与えられるものと定義する．
Xv(d)は dのとり方によらず，Boxの元 v(d) のみに依存して決まる．Xv(d) の ageは

ιv(d) := age(Xv(d)) =
m∑

i=1

{−〈Di, d〉} =
m′∑
i=1

{−〈Di, d〉}.

で与えられ，
IX =

⊔
v∈Box

Xv, H i
orb(X ) =

⊕
v∈Box

H i+2ιv(Xv)

である．H∗(Xv)は単位元 1v ∈ H∗(Xv)により 2次のコホモロジー類D1, . . . , Dm′ ∈
H2(X ,C) の作用で生成される．

6. Landau-Ginzburg 模型

完全列 (4)に完全函手Hom(−,C∗)を適用して完全列

(5) 1 −−−→ Hom(N ,C∗) −−−→ Y := (C∗)m pr−−−→ M := Hom(L,C∗) −−−→ 1

を得る．前節で定義したトーリック軌道体にミラー双対な Landau-Ginzburg模型は
左から 3番目の射 pr : Y → M によって与えられる代数的トーラスの族と次のポテ
ンシャル函数W : Y → Cの組である．

W = w1 + · · ·+ wm, (w1, . . . , wm) ∈ (C∗)m = Y.

ポテンシャルW はprの各ファイバーに制限するとLaurent多項式を与える．L∨の基
底p1, . . . , prに双対なM = Hom(L,C∗) = L∨⊗C∗ のC∗値の座標を q1, . . . , qrとおく．
射影 prのファイバーを Yq = pr−1(q)とおき，Wq = W |Yqとおく．Yqは |N tor|個の連
結成分からなり，各々はHom(N free,C∗) ∼= (C∗)nと同型である．ここでn = dimCX．
完全列 (5)は一般には分裂しないが，prの多価な切断 (q1, . . . , qr) 7→ (q`1 , . . . , q`m)
をとることができる．ここで q`i =

∏r
a=1 q`ia であり，`iaは一般には有理数である．

N freeの任意の基底 e1, . . . , enを取り，y1, . . . , ynをHom(N free,C∗)の対応する座標と
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する．これは平行移動により Yqの各連結成分の座標を与える．さらに，N freeにお
いて bi =

∑n
j=1 bijejが成り立つとする．このときWqは以下の表示を持つ．

(6) Wq = W |Yq = q`1yb1 + · · ·+ q`mybm , q`i =
r∏

a=1

q`ia
a , ybi =

n∏
j=1

y
bij

j .

ここで多価函数 q`i の枝は Yqの連結成分に依存することに注意されたい．
次にある Zariski開な部分集合Mo ⊂ Mが存在して，Landau-Ginzburg模型は

Mo × C∗上の局所系を定めることを説明する．
Definition 6.1. Ŝを b1, . . . , bm ∈ N ⊗Rの凸包として得られる多面体とする．Lau-
rent多項式Wq(y) (6) が無限遠で非退化であるとは Ŝの余次元が 1以上の全ての面
∆ に対してWq,∆(y) :=

∑
bi∈∆ q`iybi が y ∈ (C∗)n上で臨界点を持たないことである．

Wqが無限遠で非退化であるような q全体のなすMの部分集合をMoとおく．

点 (q, z) ∈Mo × C∗に対して次の相対ホモロジー群を考える．
R∨
Z,(q,z) := Hn(Yq, {y ∈ Yq, ; <(Wq(y)/z) < M};Z), M ¿ 0

ここで右辺は十分小さいMのとり方によらない．生成的なqに対してはy 7→ <(Wq(y)/z)
は Yq上のMorse函数を与え，各臨界点の指数は nである．またKouchnirenkoの定
理 [11]により，臨界点の個数N は Ŝの体積に n!|N tor| をかけたものに等しい．全て
の臨界値の虚部が互いに異なるとき，R∨

Z,(q,z)は各臨界点 σ ∈ Yqの不安定多様体 Γσ:

Γσ = {y ∈ Yq ; lim
t→−∞

φt(y) = σ}, φt(y)は<(Wq(y)/z)の勾配流

たちによって生成される自由アーベル群
⊕

σ ZΓσである．これらの相対ホモロジー
を束ねてできるRZ :=

⋃
(q,z)∈Mo×C∗ R∨

Z,(q,z)はMo × C∗上のランクN の局所系をな
すことが示される．ただし y 7→ <(Wq(y)/z)は固有写像ではないので，モース理論を
使うためにはいわゆる Palais-Smale条件を検証しないといけない．実際 q /∈ Moの
時は，Yqの無限遠に逃げるサイクルがありモース理論がうまく働かない．
相対ホモロジーの間の交差形式は次の完全ペアリングを定める．

R∨
Z,(q,−z) ×R∨

Z,(q,z) → Z.

RZ,(q,z) = Hom(R∨
Z,(q,z),Z)とおき，RZをR∨

Z に双対な局所系とする．上記のペアリ
ングは完全ペアリングRZ,(q,−z) ×RZ,(q,z) → Zを誘導する．RZはMo ×C∗上の局所
自由層Rと可積分接続 ∇̂を定める．

R = RZ ⊗OMo×C∗ , ∇̂ =局所系Rの定めるRの可積分接続.

ここでOMo×C∗は解析的構造層である．振動積分はRの特別な切断 ζを定める．

(7) ζ : R∨
Z,(q,z) 3 Γ 7→ 1

(−2πz)n/2

1

|N tor|
∫

Γ

eWq(y)/z dy1 ∧ · · · ∧ dyn

y1 . . . yn

∈ OMo×C∗ .

Proposition 6.2. Mo×C∗上の局所自由層RはMo×C上の局所自由層R(0)に拡張さ
れ，(7)に与えた切断ζはR(0)の切断に拡張される．R(0)上の可積分接続∇̂はMo×{0}
に沿って高々2位の極を持つ2．またRZのペアリングはM×C上で正則なペアリン

2Poincare rank 1 の接続とも呼ばれる．局所枠で接続を表示したときにその主要部が (A2z
−2 +

A1z
−1)dz の形をとることである．
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グ (−)∗R(0)⊗OMo×C R(0) → OMo×C に拡張される．ここで (−) : Mo×C→Mo×C
は (q, z)を (q,−z)に写す写像．

RのMo × Cへの拡張R(0)は Landau-Ginzburg模型の定める半無限Hodge構造
の変形において最も本質的な情報である．以下に述べるミラー対称性ではこの拡張
R(0) と量子D加群とが同一視される．R(0)のMo ×C∗への制限Rは整数上の局所
系を自然に含んでいるので，その整構造を量子コホモロジー側に引き戻すことがで
きる．

7. ミラー対称性と引き戻された整構造

I函数と呼ばれるH∗
orb(X ) に値をとるMo上の多価函数を次で定める．

I(q, z) = e
Pr

a=1 pa log qa/z
∑

d∈Keff

qd

∏
i;〈Di,d〉<0

∏
〈Di,d〉≤ν<0(Di + (〈Di, d〉 − ν)z)

∏
i;〈Di,d〉>0

∏
0≤ν<〈Di,d〉(Di + (〈Di, d〉 − ν)z)

1v(d) .

ここで， d ∈ L ⊗ Qに対して qd = q
〈p1,d〉
1 . . . q

〈pr,d〉
r であり，ν は整数を動く. また，

(q1, . . . , qr)は前節に与えたMの座標である．ミラー対称性を述べるためにトーリッ
ク軌道体に次の条件を課す．

(D) ρ̂ := D1 + · · ·+ Dm ∈ L∨は任意の I ∈ Aに対して ρ̂ ∈ ∑
i∈I R≥0Di を満たす．

Proposition 7.1. 条件 (D)の下で I函数は qの級数として収束冪級数であり，次の
展開を持つ．

I(q, z) = 1 +
τ(q)

z
+ O(z−2).

ここで，τ(q)はMoのある開集合 U ′で収束するH≤2
orb(X )値の多価函数．

量子コホモロジーに付随する量子微分方程式はH∗
orb(X )⊗OU×C∗上の可積分接続

∇̂ (2) により定義されたことを思い出そう．ここで，Uは量子積が収束するH∗
orb(X )

の開集合であった．この可積分接続は (自明な方法で) U × C上の z = 0に沿って 2

次の極を持つ有理形接続 ∇̂に拡張される．トーリック軌道体に対するミラー対称性
は次のように述べられる．

Conjecture 7.2. X を条件 (D)を満たすデータから定義されるトーリック軌道体とす
る．(H∗

orb(X )⊗OU×C, ∇̂) をX の量子微分方程式を定める可積分接続とし，(R(0), ∇̂)
をX にミラー双対なLandau-Ginzburg模型の定めるMo×C上の可積分接続とする．
I函数の z展開の z−1の係数が定める多価写像を τ : Mo ⊃ U ′ → H≤2

orb(X )とおく．必
要なら U ′を小さくとり τ(U ′) ⊂ U としてよい．次の同型Mirが存在する．

Mir: (R(0), ∇̂)|U ′×C ∼= τ ∗(H∗
orb(X )⊗OU×C, ∇̂)

MirはR(0)の切断 ζ をH∗
orb(X ) ⊗ OU×Cの単位元切断 1に写し，かつMirが誘導す

るMo ×C∗上の局所系の間の同型Mir: RZ ⊗C→ S はペアリングを保つ．さらに，
Proposition 3.1 に与えた基本解 L(τ, z)に対して

I(q, z) = L(τ(q), z)−1(1) = L(τ(q), z)−1(Mir(ζ))

が成り立つ．

τ は多価写像であるが，量子D加群 (H∗
orb(X )⊗OU×C, ∇̂) の自己同型があるため

τ による引き戻しはwell-definedになっている．
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Theorem 7.3. Conjecture 7.2が成立すると仮定する．X を条件 (D)を満たすデー
タから定義されるトーリック軌道体とし，X は 4節の仮定 (A3)を満たすとする．ミ
ラー同型Mir: RZ ⊗ C ∼= Sの与える Sの整格子Mir(RZ)はDefinition 4.1 における
Γ̂-整構造 SZと一致する．
証明の最も鍵となるステップは I函数と振動積分を比較することである．Mの実

部をMR := Hom(L,R>0)とおく．q ∈ MRに対してはファイバー Yqは実部分多様
体 ΓR := Hom(N ,R>0)を含み，z < 0のとき相対ホモロジーの元 [ΓR] ∈ R∨

Z,(q,z) を
与える．q ∈MRかつ z < 0のとき次が成り立つ．

ζ(ΓR) =

∫

IX
H(q, z)∪ T̃d(TX ), H(q, z) := (2π)n/2 inv∗(2πi)−

deg
2 Γ̂−1

X (z−ρzµI(q, z)).

ここで左辺の ζ(ΓR)は (7)で与えられる振動積分．右辺はH(q, z)と構造層OX の向
井ペアリングに等しいので，この等式はホモロジカルミラー対称性において Yq の
Lagrangian ΓRが構造層OX に対応することを示唆している．ΓRは YqのLagrangian
torus fibration | · | : Yq → Hom(N ,R>0) (絶対値を取る写像) における Lagrangian
sectionとみなすと，この対応は Strominger-Yau-Zaslowの描像と合致する．

K 群とミラーに現れる整構造との関係は細野 [7]および Borisov-Horja [4] などに
おいてもすでに指摘されている．たとえば，細野 [7]で指摘されているP4内の 5次超
曲面の量子微分方程式の整構造はここで挙げた Γ̂-整構造と一致しているようである．
また，Borisov-Horjaでは非コンパクトなトーリックCalabi-Yau多様体の場合にK群
の複素化を対応するGKZ系の解空間と同一視し，さらにK群の間のFourier-Mukai
変換がGKZ系の解析接続に対応することを示している．
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