
以下、am,n や bn などは、m,n を添え字とする複素数値数列とし、「収束する」と
言う場合は、特に断らない限り無限大への収束は含めないこととする。
1. 以下の (1)(2) それぞれについて、条件を満たす am,n の例を挙げよ。

(1) lim
m→∞

lim
n→∞

am,n = lim
n→∞

lim
m→∞

am,n は収束するが、 lim
m,n→∞

am,n は収束しない。
(2) lim

m,n→∞
am,n は収束するが、 lim

n→∞
am,n, lim

m→∞
am,n はどれも収束しない。

2. 全ての m,n で am,n ≥ 0 のとき、次の不等式が成り立つ事を示せ。
∞∑

n=1

lim inf
m→∞

am,n ≤ lim inf
m→∞

∞∑

n=1

am,n

3. 全ての n ∈ N について lim
m→∞

am,n が収束し、さらに
∞∑
n=1

sup
m∈N

|am,n| < ∞ のとき、
次の極限が全て収束して等号が成立する事を示せ。

∞∑

n=1

lim
m→∞

am,n = lim
m→∞

∞∑

n=1

am,n

4. an, bn が収束するとき、次の等式が成り立つ事を示せ。

lim
n→∞

∑

1≤jk≤n

ajbk
n log n

= lim
n→∞

anbn

5. an が収束し、かつ 0 < bn ↗ ∞ のとき、次を示せ。

lim
n→∞

n∑

j=1

(aj+1 − aj)
bj

bn+1
= 0

6. (Abel の定理)
∞∑
n=0

an が収束するとき、冪級数
∞∑
n=0

anzn は、任意の λ > 1 に対し

{z ∈ C | |1− z| ≤ λ(1− |z|)}

において一様収束することを示せ。

7. (")
∞∑
n=0

an と
∞∑
n=0

bn が収束するとき、cn =
∑

j+k=n
ajbk とおく。

∞∑
n=0

cn も収束する

なら次の等号が成り立つ事を示せ。
∞∑

n=0

cn =

( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑

n=0

bn

)

また、
∞∑
n=0

cn が収束しない例を挙げよ。

8. (Euler の積公式) s ∈ C, 's > 1 のとき次の等式が成り立つ事を示せ。
∞∑

n=1

n−s =
∏

p:素数

1

1− p−s
.
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9. (!) 正値単調増加発散数列全体を D とおく。任意の非負数列 an について以下
が成り立つことを示せ。

(1) D ! ∀b について
∞∑
n=1

an/bn < ∞ ならば
∞∑
n=1

an < ∞.

(2)
∞∑
n=1

an < ∞ ならば D ! ∃b について
∞∑
n=1

anbn < ∞.

10. R 内の開集合の境界は可算集合か？
11. 連続関数 f : R → R は、ある奇数 n について, n 回合成すると R 上の恒等写
像になるとする（例えば n = 3 なら f(f(f(x))) = x）。このとき f 自身が恒等写像
である事を示せ。
12. (!) 連続関数 f : (0, 1) → R に対して次が成り立つ事を示せ。

sup
0<x<y<1

f(x)− f(y)

x− y
= sup

0<z<1
lim sup
ε→+0

f(z + ε)− f(z)

ε
.

13. (!) 連続関数列 fn : R → R (n ∈ N) は次を満たすとする

sup
n∈N

∫ ∞

−∞
|fn(x)|dx < ∞.

適当な部分列をとると全ての a, b ∈ R に対して
∫ b

a fn(x)dx が収束する事を示せ。
14. 以下を満たす連続関数列 fn : R → R (n ∈ N) は存在するか？

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
|fn(x)|dx = 0 かつ ∀x ∈ R, lim sup

n→∞
fn(x) = ∞.

15. (!) ∀ε > 0, ∃In:区間列, A ⊂
⋃∞

n=1 In かつ
∑∞

n=1 |In| < ε となるとき A は R
内の零集合であると言う。連続関数列 fn : R → R が

lim
n→∞

3n
∫ ∞

−∞
|fn(x)|dx = 0

を満たすとき、ある零集合 A ⊂ R の外で 2n|fn(x)| → 0 となる事を示せ。
16. f : R → R は有界連続、g : R → [0,∞) は連続で

∫∞
−∞ g(x)dx = 1 を満たすと

き、次で定める関数列 fn は f へ R 上で広義一様収束する事を示せ。

fn(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− y)ng(ny)dy

17. (!) (Bernstein 展開) 連続関数 f : [0, 1] → R に対して関数列

fn(x) =
n∑

k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−kf

(
k

n

)

は f へ [0, 1] 上で一様収束する事を示せ。
18. 0 < a < b のとき、次の極限値を a, b で表せ。

lim
n→∞

∫ nb

na

| sin x|
x

dx
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19. (!) f : R → R が C2 のとき ∀x ∈ R で次の不等式が成り立つ事を示せ。
|f ′(x)|2 ≤ 2 sup

y,z≤x
|(f(x)− f(y))f ′′(z)|.

20. (Hardy の不等式) a > 0, f : [0,∞) → R が C1 で x が大きいとき f(x) = 0 を
満たすなら次の不等式が成り立つ事を示せ。

∫ ∞

0

|f(x)|2xa−1dx ≤ 4

a2

∫ ∞

0

|f ′(x)|2xa+1dx

21. (!) f1(x) = max(1− |x|, 0) として関数列 fn(x) を帰納的に

fn+1(x) = f1(x) +
1

2
[fn(2x− 1) + fn(2x+ 1)]

で定める。このとき fn は R 上で一様収束して、極限関数は全ての x ∈ [−1, 1] にお
いて微分不可能である事を示せ。
22. x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, p > 0 に対して

sp(x) =
n∑

k=1

|xk|p

とおく。p, q > 0 のとき sup{sq(x) | x ∈ Rn, sp(x) = 1} を n, p, q で表せ。
23. u : R2 → R, f : R → R は C2, g : R → R, F : R2 → R は C1 で、∀t ∈ R,
∀x ∈ R に対して

u(0, x) = f(x),
∂u

∂t
(0, x) = g(x),

∂2u

∂t2
(t, x)− ∂2u

∂x2
(t, x) = F (t, x)

を満たすとする。u を f, g, F の積分で表せ。
24. u : Rn → R が Ck のとき v : Rn → R を

v(x) =

∫

|y|<1

u(x+ y)dx

で定めると v は Ck+1 である事を示せ。
25. (!) R2 ⊃ Ω が開集合で u : Ω → R が C2 のとき以下は同値である事を示せ。
ただし ∆ = ∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
, B(x,R) = {y ∈ R2 | |x− y| < R} とおく。

(1) Ω ( x =⇒ ∆u(x) = 0.
(2) Ω ⊃ B(x,R) =⇒

∫
B(x,R)(u(x)− u(y))dy = 0.

26. 以下の条件を満たす関数 f : (0, 1]2 → R を作れ。
(1) ∀ε > 0 に対し、{(x, y) ∈ (0, 1]2 | x+ y ≥ ε} 上で有界連続。
(2) 広義積分

∫ 1

0

∫ 1

0 f(x, y)dxdy と
∫ 1

0

∫ 1

0 f(x, y)dydx は異なる実数に収束。

27. e−|x|2 の積分を使って単位球 B = {x ∈ Rn | |x| < 1} の測度
∫
B dx を求めよ。

28. p > q > 0 のとき次の広義積分の値を p, q で表せ。
∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

xpyq+xqyp
e−z2dzdydx
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29. 距離空間の点列について、任意の部分列が固定された点への収束部分列を含む
なら元の列もその点へ収束する事を示せ。
30. 距離空間は以下を満たす事を示せ。

(1) 一点は閉集合（第一分離公理）
(2) 異なる２点は交わらない二つの開集合に含まれる（第二分離公理）
(3) 閉集合とその外の一点は交わらない二つの開集合に含まれる（第三分離公理）
(4) 交わらない二つの閉集合は・・・以下同文（第四分離公理）
(5) 全ての閉集合は可算個の開集合の共通部分

註：Hausdorff⇔ 1～2, 正則⇔ 1～3, 正規⇔ 1～4, 完全正規⇔ 1～5。
31. 距離空間について以下は同値である事を示せ。

(1) 第二可算公理（可算な開基がある）
(2) 可分（稠密な可算集合を持つ）
(3) Lindelöf （任意の開被覆の内の可算個で覆える）

32. (!) (Urysohn-Tikhonov の定理) 位相空間が正則で第二可算公理を満たすなら、
同じ位相を定める距離が定義できる事を示せ。
33. 距離空間について、「全有界 ⇐⇒ 任意の点列が Cauchy部分列を含む」を示せ。
34. 連続関数列 fn : [0, 1] → [0, 1] で、いかなる部分列をとっても各点収束しないよ
うなものを具体的に与えよ。
35. X = {f : R → R | C∞} 上の距離 d を次が成り立つように定めよ。

X $ fn, d(fn, f0) → 0 ⇐⇒ 全ての導関数が広義一様収束
また、その距離空間が完備である事を示せ。
36. 集合 X と距離空間 (Y, d) に対して次のように置く。

B(X, Y ) = {f : X → Y | X $ ∃x0, supx∈X d(f(x0), f(x)) < ∞},
dB(X,Y )(f1, f2) = sup

x∈X
d(f1(x), f2(x)) (f1, f2 ∈ B(X, Y ))

(B(X, Y ), dB(X,Y )) は距離空間である事を示せ。また、Y が完備なら B(X, Y ) も完
備である事を示せ。
37. (!) (Ascoli-Arzelàの定理) X, Y：距離空間、X がコンパクトのとき、連続関数列
fn : X → Y について、{fn}n ⊂ B(X, Y ) が相対コンパクトである必要十分条件は、
f : x )→ {fn(x)}n が X → B(N, Y ) の位相で連続かつ {fn(x) | n ∈ N, x ∈ X} ⊂ Y
が相対コンパクトである事を示せ。
38. (!) 距離の公理の三角不等式を、定数 C > 1 について

X $ ∀x, y, z d(x, y) ≤ C[d(x, z) + d(y, z)]

と弱めた空間で縮小写像の原理を証明せよ。すなわち、X が完備で f : X → X が
定数 λ ∈ (0, 1) について d(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y) を満たすなら、x = f(x) となる
x ∈ X が唯一つ存在する。
39. (Baire のカテゴリー定理) 完備距離空間 X 内の任意の稠密開集合の列 On につ
いて ⋂∞

n=1 On も稠密である事を示せ。
40. 可分な完備距離空間の濃度は ℵ 以下であること、孤立点を持たない（つまり一
点が開集合にならない）完備距離空間の濃度は ℵ 以上であることを示せ。
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以下，空間 X 上の自己写像 f : X → X に対し，f ◦n を f の n 回の反復合成と
する．帰納的に定義すると，f ◦0(x) = x (恒等写像)，f ◦n+1(x) = f(f ◦n(x)) である．
さらに逆写像 f−1 が存在する場合は f ◦−n = (f−1)◦n (n > 0) とする．
41. (!) 単調増加関数 F : R → R が任意の x ∈ R に対して F (x + 1) = F (x) + 1
を満たすとする．この時

ρ(F ) = lim
n→∞

F ◦n(x)− x

n
が収束し， 極限は x の値に依らず同じ値に収束することを示せ．
42. 連続単調増加関数 F : R → R が任意の x ∈ R に対して F (x+1) = F (x)+ 1 を
満たすとする．上で定義した ρ(F ) が有理数のとき，F ◦q(x) = x + p となる x ∈ R
が存在することを示せ．ここで ρ(F ) = p/q (p ∈ Z, ,q ∈ N) とする．
43. Ft(x) = x+ 1

4π sin
2(2πx) + t とする．

(1) ある ε > 0 が存在して，−ε < t ≤ 0 ならば ρ(F ) = 0 であることを示せ．
(2) t > 0 のとき，ρ(F ) > 0 であることを示せ．

44. I = [0, 1]とし，f : I → I を連続関数で，有限個の点 0 = c0 < c1 < · · · < cl = 1
が存在して，区間 [cn, cn+1] は f が単調となる区間で極大なものとなっているとす
る．このとき f の lap 数 %(f) を， %(f) = l で定義する．このような f に対して，

lim
n→∞

1

n
log(%(f ◦n))

が存在することを示せ．
45. f(x) = 2x2−1とする．任意の f の p-周期点,つまり f ◦k(x0) %= x0 (0 < ∀k < p)
かつ f ◦p(x0) = x0 となる点 x0 に対し，x0 %= 1 なら

|(f ◦p)′(x0)| = 2p

となることを示せ．
46. f : R → R は C1 級で， f(0) = 0 をみたし，λ = f ′(0) とする．

(1) |λ| < 1なら，ある 0の近傍 U が存在して，任意の x ∈ U に対してf ◦n(x) → 0
であり，

lim
n→∞

1

n
log |f ◦n(x)| = log |λ|

であることを示せ．
(2) λ = 1 で，さらに f は C2 級で f ′′(0) > 0 とする．この時ある ε > 0 が存在
して， 任意の −ε < x < 0 に対し，f ◦n(x) = O( 1n) であることを示せ．

47. R/Z 上の回転 (平行移動) T (x) = x+ α を考える．α が無理数の時，T は位相
推移的，つまり x ∈ R/Z で，O(x) = {T ◦k(x); k = 0, 1, . . . } が稠密になるものが存
在することを示せ．
48. (!) d ∈ Z, |d| ≥ 2 とする．f : R/Z → R/Z, f(x) = dx は位相推移的であるこ
とを示せ．また f の周期点はR/Z の中で稠密に存在することを示せ．
49. (!) (Sharkovskii の定理) 連続写像 f : [0, 1] → [0, 1] が 3周期点を持てば，f は
任意の周期の周期点を持つことを示せ．
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50. C3 級関数 f(x) に対し，その Schwarz 微分 S(f) を

S(f) =

(
f ′′

f ′

)′

− 1

2

(
f ′′

f ′

)2

で定義する．S(f) が常に負の時，S(f ◦n) も常に負であることを示せ．

51. f(x) を 2次以上の多項式とする． f ′(x) の全ての根が実数であるとき，S(f) は
常に負であることを示せ．

52. Σ = {(εn)n≥0; εn ∈ {0, 1}} とし，(εn), (ε′n) ∈ Σ に対し，k を εk #= ε′k となる最
小のものとした時

d((εn), (ε
′
n)) =

1

2k

と定める．(このような k が存在しない時は d = 0 とする．) この時 (Σ, d) は距離
空間であり，コンパクト，完全不連結であることを示せ．
さらに，シフト写像 σ : Σ → Σ を σ((εn)n) = (εn+1)n と定める．σ は連続である

ことを示せ．

53. (#) a > 2 +
√
5，f(x) = ax(1− x) として，K = {x ∈ R; |f ◦n(x)| #→ ∞} を考

える．このとき f : K → K と問題 52 の σ : Σ → Σ は位相共役，つまりある同相
写像 h : K → Σ が存在して，h ◦ f = σ ◦ h を満たすことを示せ．(注：実はこの主
張は a > 4 で正しい．)

54. 以下の積分を計算せよ．ただし，Γは単位円周を反時計回りにまわる経路とする．

(1)

∮

Γ

dz

sin z
, (2)

∮

Γ

sin

(
1

z

)
dz, (3)

∮

Γ

dz

sin(1/z)
.

55. eiz
3 を領域 DR = {z ∈ C; 0 < |z| < R, 0 < arg z < π/6} の境界に沿って積分

することで， 広義 Riemann 積分
∫ ∞

0

cos(x3)dx,

∫ ∞

0

sin(x3)dx を求めよ．

56. 恒等写像でない正則関数 f(z) の不動点 z0 に対し，その正則指数 ι(f, z0) を，
1

z−f(z) の z0 における留数，つまり十分小さな ε > 0 に対して，

ι(f, z0) =
1

2πi

∮

|z−z0|=ε

dz

z − f(z)

で定める．f ′(z0) = λ #= 1 のとき，ι(f, z0) = 1
1−λ であることを示せ．さらに，無限

遠を固定しない有理関数 f(z) に対して，
∑

f(z)=z

ι(f, z) = 1

を示せ． (注：無限遠が不動点の場合も適切に座標変換して定義すれば成立する．)

57. (#) f(z) = z + az2 + O(z3) (a #= 0) を 0 の近傍 U で定義された正則関数とす
る．Re ι(f, 0) > 1 なら，U 上で f に十分近い任意の正則関数 g(z) は，U 内の不動
点 zgで |f ′(zg)| < 1 または f ′(zg) = 1 となるものを持つことを示せ．
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58. R > 0， n ≥ 0 とし,正則関数 f : {|z| > R} → C が sup
|z|>R

(1 + |z|)−n|f(z)| < ∞

を満たすとする．このとき以下を示せ．
(1) lim

|z|→∞
f (n+1)(z) = 0,

(2) f が整関数 (即ち，C 全体で定義された正則関数) なら，f は高々 n 次の多
項式である．

以下，D = {z ∈ C; |z| < 1} を単位円板とする．
59. (Schwarz-Pick の補題) D 上の距離 (双曲距離) を ds = 2|dz|

1−|z|2 で定める．正則写
像 f : D → D は，この距離を伸ばさないことを示せ．
60. (!) (Denjoy-Wolff の定理) f : D → D を正則写像とする．以下のいずれかが成
立することを示せ．

(1) f ◦n の適当な部分列をとると，恒等写像に収束する．
(2) ある c0 ∈ D が存在して，f ◦n は定数関数 z %→ c0 に局所一様収束する．

(ヒント：f が不動点を持たない場合は，fε(z) = (1 − ε)f(z) の不動点を中心とし，
原点を境界に持つ双曲円板を考えると，これは fε-不変．この極限を考える．D 内
の双曲円板は (別の点を中心とする)ユークリッド円板であることに注意．)

61. (面積定理) f(z) = z + b0 +
∞∑

n=1

bn
zn
を {|z| > 1} で定義された単葉関数 (即ち，

単射な正則関数) とする．
(1) r > 1 に対し，Cr を {|z| = r} の f による像とし，Ar を Cr によって囲ま
れた領域の面積とする．

Ar = π

(
r2 −

∞∑

n=1

n|bn|2r−2n

)

を示せ．
(2)

∞∑

n=1

n|bn|2 ≤ 1 を示せ．

62. f(z) = z+
∞∑

n=2

anz
n が D上単葉であるとする．このとき， |a2| ≤ 2, |a3−a22| ≤ 1

を示せ．
距離空間 X, Y に対し，C(X, Y ) を X から Y への連続関数全体とする．関数族

F ⊂ C(X, Y ) が正規族であるとは，F は局所一様収束位相に関して C(X, Y ) で相
対コンパクトであることである．
点 x ∈ X において F が正規族であるとは，x のある近傍に制限するとF が正規

族になることである．
以下，正則関数の族に対しては，Y は複素平面 C，有理型関数の族に対しては，

Y は Riemann 球面 Ĉ = C ∪ {∞} として考えることとする．
63. (Montel の定理) C 内の領域 Ω 上で定義された正則関数の族 F を考える．F
が局所一様有界，つまり任意のコンパクト集合 K ⊂ Ω に対し，

sup{|f(z)|; f ∈ F , z ∈ K} < ∞
を満たすとき，F は正規族であることを示せ．
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64. (!) f(z) を 2次以上の多項式とし，
K(f) = {z ∈ C; {f ◦n(z)}n≥0 は有界 }, J(f) = ∂K(f)

とおく． K(f) の内部において，F = {f ◦n}n≥0 は正規族であること，また J(f) の
任意の点で F は正規族でないことを示せ．
65. (Vitali の定理) C 内の領域 Ω 上で定義された正則関数の列 {fn} が以下の 2つ
を満たすとする：

(1) {fn} は正規族である．
(2) 集合 L = {z ∈ Ω; lim

n→∞
fn(z) が存在 } はΩ 内に集積点を持つ．

このとき fn は n → ∞ である正則関数 f に Ω 上局所一様収束することを示せ．
66. (Marty の定理) C 内の領域 Ω 上で定義された有理型関数の族 F が正規族であ
ることと，球面微分

f#(z) =
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2

が局所一様有界であることは同値であることを示せ．(ヒント：f# はユークリッド
空間から，リーマン球面に球面距離を入れたものへの写像と考えた時の微分．)

67. (!) (Zalcman の補題) D 上定義された有理型関数族F が正規族でないとする．
このときある部分列 {fn} ⊂ F と zn ∈ D, ρn > 0 と C 上定義された定数でない
有理型関数 f が存在して以下を満たすことを示せ：(i) zn は D 内のある点に収束
する. (ii)ρn → 0. (iii) fn(zn + ρnz) は C 上 f(z) に局所一様収束する．(ヒント：
0 < r < 1 をとり，各 f ∈ F に対し， max

|z|≤r
(1− |z|

r )f
#(z) を考えよ．)

68. (!) (Riemann の写像定理) Ω ⊂ C を単連結領域で，Ω &= C とし，z0 ∈ Ω とす
る．F = {f : Ω → D; 単葉 } としたとき，以下を示せ．

(1) F &= ∅.
(2) f ∈ F が任意の g ∈ F に対し，|f ′(z0)| ≥ |g′(z0)|を満たすならば，f は全射．
(3) (2) の仮定を満たす f が存在する．従って，Ω と D は双正則同値．

69. Dから次の各領域への双正則写像を具体的に求めよ．ただし 0 < α < 2π とする．
(1) Ω1 = {z ∈ C; z &= 0, 0 < arg z < α}.
(2) Ω2 = {z ∈ C; 0 < Im z < 1}.
(3) Ω3 = C \ (−∞,−1].

70. f(z) =
∞∑

n=0

zn! を考える．

(1) α ∈ Q に対し，lim
r↗1

|f(reiαπ)| = ∞ を示せ．
(2) S1 = {|z| = 1} は f の自然境界である，つまり，任意の z ∈ S1 に対し，ど
んな近傍 U を取っても，f は U 上に正則に拡張できないことを示せ．

71. (!) 原点の近傍で定義された正則関数 f(z) が,f(0) = 0 を満たし，さらに
λ = f ′(0) が 0 < |λ| < 1 を満たすとする．このとき原点の近くで定義された正則関
数 ϕ(z) で, (i) ϕ(0) = 0, (ii) ϕ′(0) = 1, (iii) Schröder 方程式 ϕ(f(z)) = λϕ(z) を満
たすものが一意的に存在することを示せ．(ヒント： ϕn(z) = f ◦n(z)/λn を考えよ．)
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以下は実数 tを従属変数とする微分方程式に関する問題である。f(t, x)が連続で、
局所一様に x について Lipschitz 連続のとき x′(t) = f(t, x(t)) の初期値問題が一意
局所解を持つ事 (Cauchy-Lipschitz の定理）は既知とする。
72. f : [0, 1] → [0,∞) は連続狭義単調増加で f(0) = 0 とするとき、以下の２条件
は同値である事を示せ。

(1) lima→+0

∫ 1

a
dx
f(x) < ∞.

(2) ∃δ > 0, ∃x : [0, δ] → [0, 1] 連続, x(0) = 0, 0 < ∀t < δ, x′(t) = f(x(t)) > 0.

73. d ∈ N, s ∈ Rd, δ > 0 は任意とし、f : Rd → Rd は次を満たすとする
∀x, ∀y ∈ Rd, (f(x)− f(y)) · (x− y) ≤ 0.

このとき次を満たす x : [0, δ] → Rd が２つ以上無い事を示せ。
lim
t→+0

x(t) = x(0) = s, 0 < ∀t < δ, x′(t) = f(x(t)).

ヒント：解が２つあるとしてその距離を調べる
74. d ∈ N, f : R1+d → Rd は C1, p : R → [0,∞) と g : (0,∞) → (0,∞) は連続で、

∀t ∈ R, ∀x ∈ Rd \ {0}, |f(t, x)| ≤ p(t)g(|x|),
∫ ∞

1

dr

g(r)
= ∞.

とするとき、∀s ∈ Rd に対し次の初期値問題は R上で定義された解を持つ事を示せ。
x′(t) = f(t, x(t)), x(0) = s

ヒント：g(x) = x の場合は Gronwall の不等式から従う
75. d ∈ N, A は d 次正方実行列として、x : R → Rd に対する微分方程式

x′(t) = Ax(t)

について以下を示せ。
(1) d が奇数のとき、全ての解が R 上で有界なら、0 以外の定常解が有る。
(2) limt→∞ t2−dx(t)が 0以外へ収束する解が有るなら、R上で有界な解は定常解。

76. (") u, V : R3 → C は C2 で球対称、つまり r =
√
x2 + y2 + z2 のみに依存する

関数で、次の偏微分方程式を満たすとする。
uxx + uyy + uzz = V u.

もし r → ∞ で u → 0 かつ limr→∞ ReV > δ > 0 なら、ue
√
δr も 0 へ収束する事を

示せ。ヒント：方程式に r2ū をかける
77. (") V : [0,∞) → R は連続で lim

t→∞
V (t) が収束するとする。 ∀λ ∈ R に対し

u′′(t) + V (t)u(t) = λu(t), u(0) = 0, u′(0) = 1

の解 u : [0,∞) → R を u(t;λ) とおき、その t > 0 での零点の個数を Z(λ) とおく。
lim

µ→λ+0
Z(µ) < lim

µ→λ−0
Z(µ) < ∞

のとき limt→∞ u(t;λ) = 0 である事を示せ。
ヒント：まず (→ 0 なら発散する事を示す
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78. 正定数 a と x : (0,∞) → R に対して次の微分方程式を考える
t2x′′(t) + tx′(t) = (t2 + a2)x(t).

(1) limt→+0 t−ax(t) = 1 を満たす解を ta×冪級数の形で求めよ。
(2) 0 < t < ∞ で定義された 0以外の解は２個以上零点を持たない事を示せ。

79. (!) u(t, x) : R2 → R に関する偏微分方程式
utt − uxx + u− u3 = 0

に対して、以下を満たす解 u(t, x) を全て求めよ：∃ϕ ∈ C2(R) は x → ±∞ でそれ
ぞれ収束し、∃c ∈ R, u(t, x) = ϕ(x− ct).
ヒント：ϕ の方程式に ϕ′ をかける
80. a > 0, x(t) ∈ R に対する初期値問題

x′′(t) = x(t)− x(t)3, x(0) = a, x′(0) = 0

が正値の周期解（定常解除く）を持つ a の範囲と、その周期の範囲を求めよ。
81. ∀a, ∀m ∈ R に対して次の初期値問題の解 u : R → R が唯一つ有る事を示せ。

u′′(t) +
2

t
u′(t) = mu(t)− u(t)3, u(0) = a, u′(0) = 0.

ヒント：大域存在は E = (u′)2 + u2 − u4/2 とおくと E ′ ≤ 0

82. 上の問で a = 1, m = 0 のときの解を u(t) として、v : R → R と T > 0 を
v(t) = tu(t), T = inf{t > 0 | v′(t) ≤ 0} (inf ∅ = ∞) で定める。

(1) 0 ≤ t ≤ T において tv′ − v と (tv′)2 − v2 + v4/2 は単調減少である事を示せ。
(2) u(t) は t > 0 に零点を持つ事を示せ。

83. (!) 問 81 で m = 1, a > 0 のときの解を u(t; a) とおき、これが t ∈ R 上で正
になる a > 0 全体を A とおく。

(1) (0,
√
2) ⊂ A を示せ。

(2) A は有界である事を示せ。
(3) u(t; supA) は t → ∞ で 0 へ単調減少する事を示せ。

ヒント：(2) tu(t) = v(at) とおいて上の問へ帰着 (3) a ,∈ A なら最小零点まで単調
減少。u ↘ 1 を排除するには t(u− 1) を調べる
84. f と g は R2 → R の関数で

∀u, ∀v ∈ R2, |f(u)− f(v)|+ |g(u)− g(v)| ≤ |u− v|/2

を満たすとする。次の連立微分方程式について以下の (1)(2)を示せ。
x′(t) = x(t) + f(x(t), y(t)), y′(t) = −y(t) + g(x(t), y(t))

(1) 0 ≤ t < ∞ 上の解 (x(t), y(t)) が有界なら

x(0) = −
∫ ∞

0

e−tf(x(t), y(t))dt.

(2) ∀y(0) ∈ R に対し、0 ≤ t < ∞ で有界な解 (x(t), y(t)) が一意に存在する。
10



85. (!) a > 0, b > 1, c > 0 は定数として (x, y, z) ∈ R3 に対する次の連立微分方程
式を考える
x′(t) = a(y(t)− x(t)), y′(t) = x(t)(b− z(t))− y(t), z′(t) = x(t)y(t)− cz(t).

(1) (a− c− 1)b > (a+ c+ 3)a なら安定な定常解は存在しない事を示せ。
(2) 任意の (x(0), y(0), z(0)) ∈ R3 に対して 0 ≤ t < ∞ で定義された有界な解が
存在する事を示せ。

ヒント：(2) は bx2/a+ y2 + (z − 2b)2 を調べる
なお、定常解 x(t) = c が安定とは、任意の c 近傍 U に対し、ある c 近傍から出発
した解は全ての正の時刻で U に含まれるということである。
以下は測度と積分についての問題である。集合 X の部分集合全体を 2X で表す。

86. １０進小数で９を無限個含まない表示を持つ実数全体を A とおくと、A は R
内の稠密な Borel 可測集合で、Lebesgue 測度 0, 濃度 ℵ である事を示せ。
87. m,n ∈ N, f : Rm → Rn が連続単射のとき、任意の Borel 可測集合 A ⊂ Rm の
像 f(A) ⊂ Rn は Borel 可測である事を示せ。
88. ∀a ≤ ∀b ∈ R に対して µ((a, b]) = b− a とし、これから生成される R 上の外測
度を µ̄ とおく。∀A ⊂ R に対して

ρ(A) = sup
{ µ̄(A ∩ (a, b])

µ̄((a, b])

∣∣∣ a < b
}

で定めると 0 か 1 で、ρ(A) = 0 は A が Lebesgue 測度 0 と同値である事を示せ。
ただし 2X ⊃ A, µ : A → [0,∞] の生成する外測度 µ̄ : 2X → [0,∞] とは

µ̄(A) = inf
{∑

n∈N
µ(An)

∣∣∣ A ⊂
⋃

n∈N
An, An ∈ A

}
.

89. Rd 内の半径 r の任意の開球 A に対して µα(A) = rα とおく。半径 t 以下の
開球全体を Bt として、µα : Bt → [0,∞) の生成する Rd 上の外測度を µ̄α とおき、
Rd ⊃ ∀A に対し Hα(A) = supt>0 µ̄α(A) とおく。以下を示せ。

(1) m,n ∈ N, m < n に対して I : Rm → Rn を I(x) = (x, 0, . . . , 0) で定めると
Rm ⊃ ∀A, 0 ≤ ∀α ≤ m, Hα(A) = Hα(I(A)).

(2) Rd ⊃ ∀A, ∃m ∈ [0, d], 0 ≤ ∀a < m < ∀b ≤ d, Ha(A) = ∞, Hb(A) = 0.

註：Hα を Hausdorff 外測度、m を Hausdorff 次元と呼ぶ。
90. d ∈ N, Rd の Lebesgue測度空間を (Rd,M, µ)とおく。M , A,B が µ(A\B) =
0 = µ(B \A) のとき A ∼ B と定めると、M における同値関係になり、その商集合
の濃度は ℵ である事を示せ。
91. 2X ⊃ F が以下の３条件を満たすとき X 上のフィルターと呼ぶ

(1) ∅ /∈ F .
(2) F , ∀A ⊂ ∀B, B ∈ F .
(3) F , ∀A, F , ∀B, A ∩ B ∈ F .

また、それより大きなフィルターが存在しないとき極大フィルターと呼ぶ。X 上の極
大フィルター F と X ⊃ ∀Aに対し, A ∈ F なら µF(A) = 1, A /∈ F なら µF(A) = 0
とおくと、µF : 2X → {0, 1} は有限加法的である事を示せ。また、X の濃度が ℵ 以
下で µF が可算加法的なら ∃x ∈ X, F = {A ∈ X | x ∈ A} となる事を示せ。
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92. (!) Ω =
⋃

d∈N Nd とおく。2X ⊃ E , ∀f : Ω → E に対して

fA =
⋃

a:N→N

⋂

d∈N

f((a1, . . . , ad)),

EA = {fA | f : Ω → E}, EAC = {X \ fA | f : Ω → E}

とおくとき、以下が成立つ事を示せ。
(1) (EA)A = EA.
(2) ∅, X ∈ EA なら EA ∩ EAC は X 上の σ-加法族。

93. I = {[p, q] ⊂ R | p, q ∈ Q}, Id = {
∏d

j=1 Ij | Ij ∈ I} ⊂ Rd とおき、さらに上の
定義で Ad = (Id)A とおくと、以下が成立つ事を示せ。

(1) Ad は Rd の Borel 可測集合を全て含み、濃度は ℵ.
(2) ∀m, ∀n ∈ N, ∀f : Rm → Rn 連続について、Am ) ∀B, f(B) ∈ An.

註：Ad の元を解析集合と呼ぶ。

94. (!) ∀n ≥ ∀k, ∀a ∈ Nn に対し ãk =
∑k

j=1 aj とおき、上の I と Ω に対して全
単射 M : I → N, N : Ω → N を固定し、Dm

n , D
ω ⊂ [0, 1] と U ⊂ R3 を次で定める

∀n, ∀m ∈ N, Dm
n =

{
3−ãnλ+

∑n−1

j=1
3−ãj

∣∣∣ a ∈ Nn, an = m, λ ∈ [1, 2)
}
,

∀n ∈ N, ∀ω ∈ Nn, Dω =
n⋂

k=1

Dωk
k , U =

⋂

d∈N

⋃

ω∈Nd

⋃

A∈I

Dω ×DM(A)
N(ω) × A

(1) ∀f : Ω → I, ∃f ∈ R,
⋂

ω∈ΩDM(f(ω))
N(ω) = {f} を示せ。

(2) fA = {y ∈ R | ∃x ∈ [0, 1], (x, f, y) ∈ U} を示せ。
(3) {y ∈ R | ∃x ∈ [0, 1], (x, y, y) ∈ U} は Borel 可測でない事を示せ。

95. (!) C0(R) = {f : R → R 連続 | ∃R > 0, |x| > R =⇒ f(x) = 0} とおき、問
１５の零集合全体を N とおく。ある関数列 {fn}n∈N ⊂ C0(R) について

(1) ∃N ∈ N , ∀x ∈ R \N , lim
n→∞

fn(x) = f(x).

(2) lim
n,m→∞

∫∞
−∞ |fn(x)− fm(x)|dx = 0.

となる f : R → R 全体を L, I(f) = lim
n→∞

∫∞
−∞ fn(x)dx と定める。以下を示せ。

(1) L は線形空間で ∀f ∈ L, |f | ∈ L.
(2) I : L → R は well-defined な線形写像で |I(f)| ≤ I(|f |).
(3) {fn}n∈N ⊂ L, lim

n,m→∞
I(|fn − fm|) = 0 なら ∃f ∈ L, lim

n→∞
I(|fn − f |) = 0.

96. 上の問の L は R → R の Lebesgue 可積分関数全体と一致し、I(f) は Lebesgue
積分値と一致する事を示せ。

97. ２つ上の問の L の定義から積分についての条件を外すことで定義される関数集
合は R → R の Lebesgue 可測関数全体と一致する事を示せ。
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以下、X は σ 有限な測度空間として、可測関数 f : X → C, 0 < p ≤ ∞ に対し
‖f‖Lp(X) を

‖f‖Lp(X) =

{[∫
X |f(x)|pdx

]1/p
(0 < p < ∞),

inf{t > 0 | a.e.x ∈ X, |f(x)| ≤ t} (p = ∞).

と定義し、‖f‖Lp(X) < ∞ なる f 全体を Lp(X) とおく。なお、inf ∅ = ∞, 1/0 = ∞,
1/∞ = 0. X ⊃ A の測度は |A| で表す。Rd は Lebesgue 測度での測度空間であると
見なす。xk についての偏微分を ∂xk

f , α ∈ Nd
0 に対して

xα = xα1
1 xα2

2 · · · xαd
d , ∂αf = ∂α1

x1
∂α2
x2

· · · ∂αd
xd
f, |α| =

d∑

k=1

αk

と表す。以下、上の問の結論を下の問で用いて良い。
98. 0 < p, q, r ≤ ∞, 1

p = 1
q +

1
r なら ∀f ∈ Lq(X) について次が成立つ事を示せ。

max{‖fg‖Lp(X) | g ∈ Lr(X), ‖g‖Lr(X) ≤ 1} = ‖f‖Lq(X).

(訂正： q = ∞, r < ∞ の場合は max を sup に置きかえよ．)

99. 可測関数 f : X → R に対して I = {p ∈ (0,∞] | ‖f‖Lp(X) < ∞} とおく。
(1) ‖f‖Lp(X) は p の関数として I 上で連続、内部で C∞ であり、I に含まれな
い端点 ∈ (0,∞] への極限は発散する事を示せ。

(2) I が 0 の近傍を含むなら lim
p→+0

‖f‖pLp(X) = |{x ∈ X | f(x) )= 0}| を示せ。

100. 測度空間 X が δ = inf{|A| | X ⊃ A : 可測, |A| > 0} > 0 を満たすとき、
0 < ∀p ≤ ∀q ≤ ∞, ∀f ∈ Lp(X) について次が成立つ事を示せ。

‖f‖Lq(X) ≤ ‖f‖Lp(X)δ
1/q−1/p.

101. (%) 0 < p < ∞, 関数列 fn ∈ Lp(X) が a.e.x ∈ X で fn(x) → f(x) かつ
‖fn‖Lp(X) → ‖f‖Lp(X) を満たすなら ‖fn − f‖Lp(X) → 0 を示せ。
102. (Minkowskiの不等式)X, Y は σ有限な測度空間として、可測関数 f : X×Y →
R と 0 < p, q ≤ ∞ に対して ‖f‖Lq

y
(x) = ‖f(x, ·)‖Lq(Y ), ‖f‖Lp

xL
q
y
= ‖‖f‖Lq

y
‖Lp(X) と

おく。p ≤ q のとき次の不等式が成立つ事を示せ。
‖f‖Lq

yL
p
x
≤ ‖f‖Lp

xL
q
y
.

103. 0 < p ≤ ∞, Lp(X) , f, g が a.e.x ∈ X で f(x) = g(x) のとき f ∼ g と定め、
Lp(X) , ∀f, ∀g の同値類 [f ], [g] に対し

d([f ], [g]) =

{
‖f − g‖Lp(X) (1 ≤ p ≤ ∞)

‖f − g‖pLp(X) (0 < p < 1)

とおくと商空間 Lp(X)/∼ は完備距離空間になる事を示せ。
104. (%) 2 ≤ p < ∞ とする。(1) ∀a, ∀b ∈ C で次の不等式が成り立つ事を示せ。

|a+ b|p + |a− b|p ≤ 2p−1(|a|p + |b|p).

(2) 関数列 fn, gn ∈ Lp(X) が ‖fn‖Lp(X) → 1, ‖gn‖Lp(X) → 1 と ‖fn + gn‖Lp(X) → 2
を満たすなら ‖fn − gn‖Lp(X) → 0 となる事を示せ。
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105. (Young の不等式) 可測関数 f, g : Rd → R に対して合成積を次で定める

f ∗ g(x) =
∫

Rd

f(x− y)g(y)dy

p, q, r ∈ [1,∞], 1/p+ 1 = 1/q + 1/r のとき次の不等式が成り立つ事を示せ。
‖f ∗ g‖Lp(Rd) ≤ ‖f‖Lq(Rd)‖g‖Lr(Rd).

106. f ∈ L1(R), g ∈ L∞(R), a.e.t ∈ R で g(t+ 1) = g(t) のとき、次の等式を示せ。

lim
s→∞

∫

R
f(t)g(st)dt =

∫

R
f(t)dt

∫ 1

0

g(t)dt.

107. (!) 可測関数 f : Rd → R に対して f ∗ : Rd → [0,∞] を
f ∗(x) = inf{s ≥ 0; |{y ∈ Rd | |f(y)| > s}| ≤ |{y ∈ Rd | |y| < |x|}|}.

で定義する (ただし inf ∅ = ∞)。以下が成り立つ事を示せ。
(1) f ∗(x) は r = |x| の関数として右連続単調減少。
(2) F : [0,∞] → [0,∞] 単調増加左連続なら

∫

Rd

F (|f(x)|)dx =

∫

Rd

F (f ∗(x))dx.

108. (!) (Hardy-Littlewood 極大関数) f ∈ L1(Rd), x ∈ Rd に対して

Mf(x) = sup
r>0

r−d

∫

|x−y|<r

|f(y)|dy

とおくと、d のみに依存する C ∈ (0,∞) が存在して ∀α ∈ (0,∞) について次の不
等式が成り立つ事を示せ。

α|{x ∈ Rd | Mf(x) > α}| ≤ C‖f‖L1(Rd).

109. (1) f ∈ L1(Rd) のとき a.e.x ∈ Rd について以下が成り立つ事を示せ：Rd ⊃
A1, . . . ,:可測、An ⊂ {y ∈ Rd | |x− y| < rn}, rn → 0, infn∈N |An|/rdn > 0 なら

1

|An|

∫

An

|f(x)− f(y)|dy → 0.

(2) f ∈ L1(R) のとき F (x) =
∫ x

0 f(y)dy とおくと a.e.x ∈ R で微分可能で F ′(x) =
f(x) である事を示せ。
110. 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(Rd) として、∀t > 0, ∀x ∈ Rd に対し

u(t, x) =

∫

Rd

(4πt)−d/2e−
|x−y|2

4t f(y)dy

とおくとき、以下を示せ。
(1) u(t, x) は t > 0, x ∈ Rd で C∞ かつ熱方程式 ∂tu(t, x) = ∆u(t, x) を満たす。
ただし ∆ =

∑d
j=1 ∂

2
xj
.

(2) 1 ≤ p < ∞ なら limt→+0 ‖u(t, ·)− f‖Lp(Rd) = 0.
(3) p = ∞ の場合、(2) が成り立たない f ∈ L∞(Rd) が存在する。
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111. (!) (Calderón-Zygmund 分解) ∀f ∈ L1(Rd), ∀α > 0 に対して以下を満たす
g ∈ L1(Rd)∩L∞(Rd) と互いに交わらない立方体 (同じ長さの区間 d 個の直積)の列
Q1, Q2, . . . ,⊂ Rd が存在する事を示せ。

(1) ‖g‖L1(Rd) ≤ ‖f‖L1(Rd), ‖g‖L∞(Rd) ≤ 2dα.
(2) supp(f − g) ⊂

⋃
j∈NQj,

∑
j∈N |Qj| ≤ α−1‖f‖L1(Rd).

(3) ∀j ∈ N,
∫
Qj
(f(x)− g(x))dx = 0, ‖f − g‖L1(Qj) ≤ 2d+1α|Qj|.

112. S(Rd) = {f : Rd → C, C∞ | ∀α, ∀β ∈ Nd
0, xα∂βf ∈ L∞(Rd)} とおく。また、

ϕ(t) = t/(1 + t) とおいて ∀f, ∀g ∈ S(Rd) に対し ρ(f, g) を次で定める
ρ(f, g) =

∑

α,β∈Nd
0

2−|α|−|β|ϕ(‖xα∂β(f − g)‖L∞(Rd))

このとき (S(Rd), ρ) は完備距離空間になる事を示せ。
113. (1) ∀λ ∈ C, ∀α ∈ Nd

0, f )→ λf, xαf, ∂αf はどれも S(Rd) → S(Rd) 連続写像で
ある事を示せ。
(2) (f, g) )→ f + g, fg はどちらも (S(Rd))2 → S(Rd) の連続写像である事を示せ。
114. S(Rd) * ∀f の Fourier 変換 Ff : Rd → R を次で定める

Ff(ξ) =

∫

Rd

f(x)e−ixξdx.

F : S(Rd) → S(Rd) 連続で ∀α ∈ Nd
0, ∀f, ∀g ∈ S(Rd) に対し次が成り立つ事を示せ。

F(xαf) = (i∂)αFf, F(∂αf) = (−ix)αFf, F(f ∗ g) = (Ff)(Fg)

115. (!) (1) s ∈ C, ,s < 0 のとき、es|x|
2 ∈ S(Rd) の Fourier 変換を求めよ。

(2) ∀f ∈ S(Rd) について S(Rd) の位相で lim
s→+0

e−s|x|2f = f を示せ。
(3) F の逆写像は F−1f(x) = (2π)−d

∫
Rd f(ξ)eixξdξ で与えられる事を示せ。

116. ϕ ∈ S(Rd), t ∈ R, x ∈ Rd に対して u(t, x) を u(t, x) = F−1(eit|ξ|
2Fϕ) で定義

すると、u は (t, x) ∈ R1+d 上で C∞ 級で、Schrödinger 方程式
i∂tu = ∆u

を満たし、t → 0 とすると S(Rd) の位相で ϕ へ収束する事を示せ。
117. S ′(Rd) = {F : S(Rd) → C | 連続線形 } とおき、∀α ∈ Nd

0, ∀ϕ, ∀ψ ∈ S(Rd),
∀F ∈ S ′(Rd) に対して ψ†(x) = ψ(−x),

(xαF )(ϕ) = F (xαϕ), (∂αF )(ϕ) = F ((−∂)αϕ),
(ψF )(ϕ) = F (ψϕ), (ψ ∗ F )(ϕ) = F (ψ† ∗ ϕ), (FF )(ϕ) = F (Fϕ)

とおくと xαF, ∂αF,ψF,ψ ∗ F,FF ∈ S ′(Rd) となる事を示せ。
118. ∀f ∈ L1(Rd) + L∞(Rd), ∀ϕ ∈ S(Rd) に対して I[f ](ϕ) =

∫
Rd f(x)ϕ(x)dx とお

くと L1(Rd)/∼ + L∞(Rd))/∼ * f )→ I[f ] ∈ S(Rd) 単射となる事を示せ (同値類の定
義は問 103 の通り)。更に f ∈ S(Rd) の場合, ∀α ∈ Nd

0, ∀ψ ∈ S(Rd),

I[xαf ] = xαI[f ], I[∂αf ] = ∂αI[f ], I[ψf ] = ψI[f ], I[ψ ∗ f ] = ψ ∗ I[f ], I[Ff ] = FI[f ]

となる事を示せ。以下、f と I[f ] を同一視する。
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119. f ∈ L1(Rd) のとき g(ξ) =
∫
Rd f(x)e−ixξdx とおくと g は Rd 上で連続かつ有

界で、次の等式が成り立つ事を示せ。
lim

|ξ|→∞
g(ξ) = 0, FI[f ] = I[g].

120. 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(Rd)のとき、関数列 fn ∈ S(Rd)が存在して ‖fn−f‖p → 0
(n → ∞) を満たし、さらに ∀ϕ ∈ S(Rd), I[fn](ϕ) → I[f ](ϕ) となる事を示せ。
121. (1) 0 < α < d ∈ N のとき |x|−α の Fourier 変換を求めよ。
(2) s ∈ C, (s = 0 のとき es|x|

2 の Fourier 変換を求めよ。
122. (Plancherel の定理) f, g ∈ L2(Rd) のとき次の等式が成り立つ事を示せ。

(2π)d
∫

Rd

f(x)g(x)dx =

∫

Rd

Ff(ξ)Fg(ξ)dξ.

123. (%) (Littlewood-Paley 分解) χ ∈ S(Rd) が |ξ| ≤ 1 で χ(ξ) = 1, |ξ| ≥ 2 で
χ(ξ) = 0 を満たすとして、∀j ∈ Z, ∀p ∈ [1,∞], ∀F ∈ Lp(Rd) に対し

χj = χ(2−jξ)− χ(2−j+1ξ), ∆jF = F−1(χjFF )

と定める。以下が成り立つ事を示せ。
(1) ∀j ∈ Z, ∃Fj ∈ C∞(Rd) ∩ Lp(Rd), ∆jF = I[Fj].
(2) 1 < p < ∞ なら limN→∞ ‖F −

∑N
j=−N Fj‖Lp(Rd) = 0.

(3) ∀k ∈ N0, ∃Ck ∈ (1,∞), 1 ≤ ∀p ≤ ∀q ≤ ∞, ∀F ∈ Lp(Rd), ∀j ∈ Z,

2(d/q−d/p)j‖Fj‖Lq(Rd)/Ck ≤ 2−kj
∑

|α|=k

‖∂αFj‖Lp(Rd) ≤ Ck‖Fj‖Lp(Rd).

124. (%) (Gagliardo-Nirenberg の不等式) d ∈ N, s > 0, 0 < θ < 1, 1/p = 1/2 −
θs/d ∈ [0, 1/2] のとき、ある C ∈ (0,∞) が存在して ∀f ∈ L2(Rd) に対して次の不
等式が成り立つ事を示せ。

‖f‖Lp(Rd) ≤ C‖f‖1−θ
L2(Rd)‖|ξ|

sFf‖θL2(Rd).

125. (%) 実数値関数 u ∈ L6(R3) が R3 上で偏微分方程式
−∆u+ u = u3

を満たすとする。ただし ∆u =
∑3

k=1 ∂
2
xk
u は S ′(R3) の意味で解釈する。このとき

u は R3 上で C∞ 級である事を示せ。
126. (%) V : Rd → (−∞, 0] は有界可測で |{x ∈ Rd | V (x) < 0}| > 0 かつ

lim
R→∞

sup
|x|>R

|V (x)| = 0

とする。∀f ∈ L2(Rd), ∀λ > 0 に対し Eλ(f) を次で定める

Eλ(f) =

∫
Rd [|x|2|Ff(x)|2 + λV (x)|f(x)|2]dx∫

Rd |f(x)|2dx
λ > 0 が十分大なら Eλ は L2(Rd) 上で負の最小値を持つ事を示せ。更に、その最小
値を m = Eλ(f) とすると, S ′(Rd) の意味で次の方程式が成り立つ事を示せ

−∆f + λV f = mf.
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