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1. 導入

格子有界スピン系のスペクトルの跳びの問題を考えよう．ここで扱うのはスピンの空間が
Rでコンパクトでないことが特徴である．非有界スピン系と呼ばれることもある．

Z
d 格子の上にスピンが乗っているモデルを考える．したがって配置空間は R

�d である．
スピンの配置は Gibbs 分布に従う．Gibbs 分布の正確な定義はここでは与えないが，次のよ
うな形式的な表現を持つ：

ν = Z−1 exp

{
−2J

∑
i,j∈�d

i∼j

(xi − xj)2 − 2
∑
i∈�d

U(xi)

}∏
i∈�d

dxi.(1.1)

この測度に対して Hodge-Kodaira 作用素を dd∗ + d∗d を定めそのスペクトルの跳びを調べ
ることがここでの目的である．

2. 有限次元の Witten Laplacian

興味があるのは無限次元の場合であるが，まず有限次元の場合を考察する．R
N 上で，C2

関数 Φ を与え，測度 ν を

ν(dx) = Z−1e−2Φdx(2.1)

で定める．ただし Z =
∫
�N e

−2Φdxである．従って，ν は確率測度になる．さらに L2(ν) 上
の Dirichlet 形式を次で定める．

E (f, g) =

∫
�N

(∇f,∇g)e−2Φdx.(2.2)

ここで ∇ = (∂1, . . . , ∂N )である．(∇f,∇g)は ユークリッド内積を表すが，内積は∇f ·∇gの
ように ·で簡略に表す場合もある．E の定義域が何かは説明を要する．(2.2)は f , g ∈ C∞

0 (RN)
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に対しては well-defined であるから，ひとまず C∞
0 (RN) で計算を進める．∂j の共役作用素

∂∗j を求めよう．部分積分を用いて∫
�N

∂jfge
−2Φdx = −

∫
�N

f∂j(ge
−2Φ)dx = −

∫
�N

f(∂jg − 2∂jΦg)e
−2Φdx.

これは即ち

∂∗j = −∂j + 2∂jΦ(2.3)

を意味する．これから ∇ の共役作用素が稠密な定義域を持つから可閉であることが分かる．
さらに

E (f, g) =

∫
�N

(∇f,∇g)e−2Φ dx

=

∫
�N

∑
j

∂jf∂jge
−2Φ dx

=

∫
�N

∑
j

∂∗j ∂jfge
−2Φ dx

= −
∫
�N

∑
j

{∂2
j f − 2∂jΦ∂jf}ge−2Φdx.

従って

Af =
∑

j

(∂2
j f − 2∂jΦ∂jf) = �f − 2(∇Φ,∇f)(2.4)

とおけば，Aが対応する生成作用素であり，

E (f, g) = −(Af, g)

であるから，これから (E , C∞
0 (RN )) の可閉性が従う．閉包を取ることによって E は非負定

値 closed bilinear form となる．定義域を明確に述べるとすれば，超関数としての微分 ∇f
が L2(ν) に属しているといえばよい．
次に生成作用素の方を考えてみよう．Aは非負定値 closed bilinear formに対応するから，

自己共役な拡大 (Friedricks 拡大)を持つが，C∞
0 (RN)で本質的自己共役であることまで示せ

る．これを示すために，Schrödinger 作用素の場合にまず示す．

Schrödinger 作用素

G = �− V を R
N 上の Schrödinger 作用素とする．V は R 値の関数でポテンシャルと呼

ばれる．V には局所有界性を仮定しておくGは L2(RN , dx)での作用素と見る．定義域はま
ず C∞

0 (RN) にとる．本質的自己共役性を示していくが，そのために対応する双線型形式が
下に有界であることを仮定する．即ち，対応する Dirichlet 形式 E が

E (f, g) =

∫
�N

∇f · ∇g dx+

∫
�N

V fg dx(2.5)

2



で与えられるが，E が下に有界であることを仮定する．即ち k ≥ 0が存在し，

E (f, f)k := E (f, f) + k

∫
�N

f 2 dx ≥ 0(2.6)

が成り立つことを仮定する．G = �− V の本質的自己共役性を示すために楕円型正則性定
理が必要となる．

補題 2.1. f を超関数で g ∈ Lp
loc(dx)に対し �f = g が成り立っているとする．すると，

i) p < N
2
のとき q = Np

N−2p
に対し f ∈ Lq

loc(dx).

ii) p = N
2
のとき任意の r <∞に対し f ∈ Lr

loc(dx).

iii) p > N
2
のとき f は連続．

さらに

iv) p < N のとき q = Np
N−p

に対し ∇f ∈ Lr
loc(dx).

v) p = N のとき 任意の q <∞に対し ∇f ∈ Lq
loc(dx).

vi) p > N のとき ∇f は連続．

証明 N = 1 のとき f が C1 級になることは明らかだから，特に証明の必要はない．以下
N ≥ 2とする．ポテンシャル論的な証明をする．まず �の基本解 E が次で与えられること
を思い出そう．r = |x| として

E(x) =

{
−cNr2−N , N ≥ 3

1
2π

log r, N = 2.
(2.7)

これはいわゆる Green 関数である．定数 cN は具体的には次で与えられる：

cN =
1

(N − 2)σN
, σN =

∫
SN−1

dω =
2πN/2

Γ(N/2)
.

E が � の基本解であるとは �E = δ が成立することである．χ ∈ C∞
0 (RN) を 0 の近傍で

1 となる r のみの関数 (radial function) で [0, 1] に値をとり，さらに suppχ ⊂ {x; |x| ≤ 1}
とする．E − χE ∈ C∞(RN)だから

ζ = �(E − χE) = δ −�(χE) ∈ C∞
0

となる．
さて，ここで �f = g だから，

f = δ ∗ f = (�(χE) + ζ) ∗ f = (χE) ∗ �f + ζ ∗ f = (χE) ∗ g + ζ ∗ f.

3



ζ ∗ f ∈ C∞ は明らかだから， (χE) ∗ g だけ考えればよい．以下半径 r 中心 x の開球を
B(x, r)で表わす．|x| ≤ R のとき

|(χE) ∗ g(x)| ≤
∫
�N

χ(y)|E(y)||g(x− y)|dy ≤
∫
�N

|E(y)|1B(0,R+1)(x− y)|g(x− y)| dy

だから，g ∈ Lp として，E ∗g の可積分性を示せばよい．以下 ‖g‖p = 1として計算を進める．

|(χE) ∗ g(x)| ≤
∫
|y|≤a

|E(y)||g(x− y)|dy +

∫
|y|>a

|E(y)||g(x− y)|dy =: I1 + I2

と二つに分ける．p′ を p の共役指数とすると

I2 =

∫
|y|>a

cN |y|2−N |g(y − x)| dy

= cN

{∫
|y|>a

|y|(2−N)p′dy

}1/p′

‖g‖p

= cN

{∫ ∞

a

r(2−N)p′σNr
N−1dr

}1/p′

‖g‖p

= ca(N+(2−N)p′)/p′

= ca−N/r.

(
∵ N + (2 −N)p′

p′
= N(1 − 1

p
) + 2 −N = −N − 2p

p
= −N/r

)

I1 の評価のために最大関数 Mg(x) を次で導入する：

Mg(x) = sup
r>0

1

|B(0, r)|
∫
|y|<r

|g(x− y) dy.(2.8)

|B(0, r)|は体積を表わすが，今の場合は N
σN rN に等しい．従って Mg は球上で平均した積分

の最大値を表わしている．Mg(x) に関しては 不等式 ‖Mg‖p ≤ c‖g‖p が知られているので
この事実を後で使う．さて最大関数を使うと∫

|y|≤a

|E(y)||g(x− y)|dy ≤Mg(x)

∫
|y|≤a

|E(y)|dy

が成り立つ．これは E(y)が radial functionだから，
∑

j aj1B(0,rj) の形の関数で近似できる．
このときは ∫

�N

|g(x− y)|
∑

j

aj1B(0,rj)dy =
∑

j

aj

∫
B(0,rj)

|g(x− y)|dy

≤
∑

j

aj |B(0, rj)|Mg(x)

= Mg(x)

∫
�N

∑
j

aj1B(0,rj)dy
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だから，一般の場合が従う．よって

I1 ≤ cNMg(x)

∫
|y|≤a

|y|2−Ndy ≤ cNMg(x)

∫ a

0

r2−NσNr
N−1dr ≤ ca2Mg(x).

両者から

|E ∗ g(x)| ≤ ca−N/q + ca2Mg(x)

a を動かして最適化すれば a =
(

N
2Mq

)q/(2q+N) のとき右辺は最小であるから

|E ∗ g(x)| ≤ c

((
2q

N

)(2q+1)/N

+

(
N

2q

)2q/(2q+N))(
N

2Mg(x)q

)−N/(2q+N)

= cMg(x)N/(2q+N).

ここで Nq/(2q +N) = p に注意して

‖E ∗ g‖q ≤ c

{∫
�N

Mg(x)pdx

}1/q

≤ c‖g‖1/q
p = c.

これで示せた．
ii)は任意に i) で 任意に q を大きく取れることから明らか．
iii)は条件 p > N

2
から関数 χ(x)r2−N が Lp′ に属する．実際

r(2−N)p′rN−1 = r(2−N) p
p−1
＋ N−1 = r

2p−N
p−1

−1

であるから，原点近傍で可積分．あとは合成積の性質から明らか連続性が従う．
iv)に関しては

∂j(χE) ∗ g(x) = (∂jχE) ∗ g(x) + (χ∂jE) ∗ g(x)

で

∂jE(x) = −cN (2 −N)r1−N x
j

r

に注意しよう．あとは i) の証明で r2−N となるところを r1−N とすればよい．残りも同様で
ある．

次に 作用素の本質的自己共役性を示す．

定理 2.2. Schrödinger作用素 G = �−V はポテンシャル V は局所有界で対応する Dirichlet

形式 (2.5)は下に有界であるとする．このとき G = �− V は C∞
0 (RN) 上本質的自己共役で

ある．
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証明 Dirichlet形式 E は下に有界だから，ある k ≥ 0が存在して (2.6)が成立しているとす
る．(−� + V + k)∗u = −u ならば u = 0が成り立つことを示せばよい．(−� + V + k)∗ は
(−�+ V + k, C∞

0 (RN))の共役という意味なので，超関数の意味で (−�+ V + k)u = −uが
成り立つことに他ならない．即ち �u = (V + k + 1)u. u ∈ L2 で V は局所有界を仮定した
から，補題 2.1 を使えば，u は C1 級であることが示せる．uが C1 級であることが分かっ
たので，ϕ ∈ C∞

0 (RN)に対し

−
∫
�N

uϕ dx =

∫
�N

u(−� + V + k)ϕdx =

∫
�N

∇u · ∇ϕ+ (V + k)uϕ dx.

近似の議論により，この等式は ϕ ∈ C1
0 (RN)に対して成立する：

−
∫
�N

uϕ dx =

∫
�N

∇u · ∇ϕ+ (V + k)uϕ dx, ∀ϕ ∈ C1
0 (RN).(2.9)

さて C∞ 関数 χ : R → [0, 1] を次を満たすようにとる：

γ(x) =

{
1, |x| ≤ 1,

0, |x| ≥ 2.

さらに χn(x) = γ(|x|/n) で定める．ここで ϕ = χ2
nu として (2.9) へ代入すると

−
∫
�N

uχ2
nu dx =

∫
�N

{∇u · ∇(χ2
nu) + (V + k)uχ2

nu} dx

=

∫
�N

{2χn∇u · ∇χnu+ χ2
n∇u · ∇u+ (V + k)uχ2

nu} dx

=

∫
�N

{∇(χnu) · ∇(χnu) − u2∇χn · ∇χn + (V + k)(χnu)
2} dx

= E (χnu, χnu) +

∫
�N

{k(χnu)
2 − u2∇χn · ∇χn} dx.

従って

E (χnu, χnu) + (k + 1)

∫
�N

(χnu)
2 dx =

∫
�N

u2∇χn · ∇χn.

∇χn = 1
n
γ′(|x|/n) x

|x| であるから右辺は 0 に収束し，特に有界であるから，χnu は Dom(E )

での有界列で弱収束する部分列を持つ．極限は明らかに u なので，結局 u ∈ Dom(E )が分
かり，

E (u, u) + (k + 1)

∫
�N

u2 dx ≤ lim inf
n→∞

{E (χnu, χnu) + (k + 1)

∫
�N

(χnu)
2 dx}

≤ lim inf
n→∞

∫
�N

u2∇χn · ∇χn = 0.

ここで E の下に有界性 (2.6) を使えば u = 0が従う．
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Witten Laplacian

さてここで測度 ν = Z−1e−2Φdx の場合に戻る．次の写像 I : L2(dx) −→ L2(ν) はユニタ
リー作用素である：

If(x) = eΦf.(2.10)

そこで次の図式を可換にする写像 Xj を求める．

L2(dx)
I−−−→ L2(ν)

Xj

⏐⏐� ⏐⏐�∂j

L2(dx)
I−−−→ L2(ν)

(2.11)

これは容易で

Xj = e−Φ∂je
Φ = ∂j + ∂jΦ

となる．Xj の L2 での共役を X̃j とする．共役を ∗ を付けて表すのは L2(ν) に限ることに
して，X̃j は Lebesgue 測度に関する共役を表す．

X̃j = −∂j + ∂jΦ.

これはまた X̃j = e−Φ∂∗j e
Φ で計算してもよい．さらに生成作用素 A = −∑j ∂

∗
j ∂j に対応す

る作用素は

A = e−ΦAeΦ = −e−Φ(
∑

j

∂∗j ∂j)e
Φ = −

∑
j

X̃jXj

= −
∑

j

(−∂j + ∂jΦ)(∂j + ∂jΦ) =
∑

j

(∂2
j + ∂2

j Φ − (∂jΦ)2) = � + �Φ − |∇Φ|2.

定義 2.3. A = � + �Φ − |∇Φ|2 を L2(dx) 上の Witten Laplacianと呼ぶ．

明らかに Witten Laplacian は Schrödinger 作用素の特別なものである．Aが非正だから
A も非正である．これで Schrödinger 作用素との対応がついたので A の本質的自己共役性
を論じる準備ができた．

定理 2.4. L2(ν) 上の作用素 Aは C∞
0 (RN) を定義域として本質的自己共役である．

証明 f ∈ Ker(1 − A)∗ として f = 0 を示せばよい．条件から任意の g ∈ C∞
0 (RN)に対し∫

�N

f(1 − A)ge−2Φdx = 0

が成り立つ．近似により，この等式は g ∈ C2
0 (RN) に対しても成立する．とくに g = eΦϕ,

ϕ ∈ C∞
0 (RN) とすれば

0 =

∫
�N

(e−Φf)e−Φ(1 − A)(eΦϕ) dx =

∫
�N

(e−Φf)(1 − A)ϕdx.

ここで A = � + �Φ − |∇Φ|2 は非正の Schrödinger 作用素だから，定理 2.2から e−Φf = 0

が従うから，結局 f = 0が得られる．
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次に作用素の交換関係について述べておく．

命題 2.5. L2(ν) 上で次の交換関係が成り立つ．

[∂i, ∂j ] = 0,(2.12)

[∂i, ∂
∗
j ] = 2∂i∂jΦ,(2.13)

[∂∗j , ∂
∗
k ] = 0.(2.14)

また L2(dx) 上で次の交換関係が成り立つ．

[Xi, Xj] = 0,(2.15)

[Xi, X̃j] = 2∂i∂jΦ,(2.16)

[X̃j , X̃j] = 0.(2.17)

証明 (2.12) (2.14)は明らか．(2.13) を示そう．

[∂i, ∂
∗
j ] = ∂i(−∂j + 2∂jΦ) − (−∂j + 2∂jΦ)∂i = 2∂i∂jΦ

より成立．
(2.15), (2.16), (2.16) は Xi = e−Φ∂ie

Φ, X̃i = e−Φ∂∗i e
Φ に注意すれば (2.12), (2.13), (2.14)

に帰着できる．

Notes

• 補題 2.1は吉田・伊藤 [18, I部 4章 §2 問 9, p. 152]によった．この定理は V が滑らか
なときはラプラス作用素の準楕円性を言ってることなので，よく知られたことである
が，V が局所有界で十分であることを確認した．途中使った ‖E ∗ g‖q ≤ c‖g‖p の形の
定理は Hardy-Littlewood-Sobolevの不等式と呼ばれる．ここでは最大関数を使った証
明をつけてあるが，この証明は Stein [15, VIII.§4.2]や Bass [2, IV Theorem 3.11]にあ
る．補間定理を使った証明も知られており，こちらは証明が Stein [14, V.§1 Theorem 1,

p. 119], 伊藤・小松 [10, 第 3章 §7 問題 1, p. 276]にある．さらに最大関数の Lp 評価は
Bass [2, IV Theorem 1.1]に確率論的な証明があるが，結構複雑なので収録しなかった．

• 定理 2.2 の証明は Davies [4, Theorem 5.2.3, p. 151]からとった．いろいろ証明はある
らしいがこの証明は Calabiによると Davies [4]には書いてある．これらは多様体の上
の話で，ここではユークリッドだからよく知られた事実である．Katoの不等式などを
使っても証明できる．ただ後で Hodge-Kodaira Laplacian を扱うときはこの証明がそ
のまま使えてよい．

3. 確率論との関連

この節でいくつか確率論に関連することをまとめておく．
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爆発問題

前節で R
N 上でハミルトニアン Φ を与えて測度 μ(dx) = Z−1e−2Φdx を定めた．さらに

bilinear form

E (f, g) =

∫
�N

(∇f,∇g)μ(dx)(3.1)

および生成作用素

Af = �f − 2(∇Φ,∇f)(3.2)

を導入した．ここではこれに対応する確率過程のことを調べる．この確率過程は，次の確率
微分方程式の解として与えられる：{

dXt =
√

2dBt − 2∇Φ(Xt)dt,

X0 = x.
(3.3)

ここに， (Bt) はブラウン運動である．
(3.3)は Φを C2 と仮定すれば係数が局所 Lipshitzであるから，爆発時間 ζ まで解は一意

的に存在する．爆発が起こらないための十分条件を与えよう．そのために確率微分方程式の
一般論を準備する．

R
N 上の関数 σi

α(x)を bi(x)を与える．但し i = 1, . . . , N , α = 1, . . . , dとする．(Bα
t )α=1,...,d

を d-次元 Brown 運動として R
N 上で次の確率微分方程式を考える．{

dX i
t =

∑
α σ

i
α(Xt)dB

α
t + bi(Xt)dt, i = 1, . . . , N,

X0 = x.
(3.4)

係数 σi
α(x)と bi(x)は局所 Lipshitz連続であることを仮定する．したがって解 (Xt)は爆発時

間 ζ まで一意に存在し，ζ <∞ のとき limt→ζ Xt = ∞が成り立つ (例えば Ikeda-Watanabe

[9, Theorem IV.2.4, p. 173および Lemma IV.2.1, p. 174]を見よ）．aij(x) =
∑

α σ
i
α(x)σj

α(x)

とおく．

定理 3.1. 適当な定数 K > 0 と L > 0が存在し，∑
i

aii(x) + 2x · b(x) ≤ K|x|2 + L(3.5)

が成立しているとき，確率微分方程式 (3.4) の解は爆発しない．

証明 τN = inf{t ≥ 0; |Xt|2 ≤ N} とおく．ζ = limN→∞ τN が爆発時間である．伊藤の公式
から

|Xt∧τN
|2 − |X0|2 =

∫ t∧τN

0

2
∑

i

X i
sσ

i
α(Xs)dB

α
s +

∫ t∧τN

0

∑
i

{aii(Xs) + 2X i
sb

i(Xs)}ds
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≤
∫ t∧τN

0

2
∑

i

X i
tσ

i
α(Xs)dB

α
s +

∫ t∧τN

0

(K|Xs|2 + L)ds.

平均を取って

E[|Xt∧τN
|2] − E[|X0|2] ≤ E[

∫ t∧τN

0

(K|Xs|2 + L)ds]

≤
∫ t

0

(KE[|Xs∧τN
|2] + L)ds

≤ Lt+

∫ t

0

KE[|Xs∧τN
|2ds.

ここで Gronwall の不等式（例えば Hille [8, p. 19, Theorem 1.5.7]）を使って

E[|Xt∧τN
|2] ≤ E[|X0|2] + Lt+K

∫ t

0

eK(t−s)(E[|X0|2] + Ls)ds

≤ E[|X0|2] + Lt+ [−eK(t−s)(E[|X0|2] + Ls)]t0 +

∫ t

0

eK(t−s)Lds

≤ E[|X0|2] + Lt− (E[|X0|2] + Lt) + eKtE[|X0|2] +
L

K
[−eK(t−s)]t0

≤ eKtE[|X0|2] +
L

K
(eKt − 1).

右辺は N に無関係だから N → ∞ として

E[|Xt∧ζ |2] ≤ eKtE[|X0|2] +
L

K
(eKt − 1).

P [ζ ≤ t] > 0 ならば左辺は ∞ だから P [ζ ≤ t] = 0．t は任意なので P [ζ = ∞] = 1 となり，
解は爆発しないことが分かる．

さてこれを使ってもとの問題を考えよう．b = −2∇Φ として考えればよい．

定理 3.2. 適当な定数 c > 0が存在して，∇2Φ(x) ≥ −cがすべての点 xで成り立っていると
する．ここでこの不等式の意味は対称行列としての意味である．即ち任意の ξ ∈ R

N に対し∑
i,j

∂i∂jΦ(x)ξiξj ≥ −c|ξ|2

が成立している．このとき確率微分方程式 (3.2) の解は爆発しない．

証明
∑

i ∂iΦ(tx)xi (t ∈ [0, 1]) を考えると

d

dt

∑
i

∂iΦ(tx)xi =
∑
i,j

∂j∂iΦ(tx)xjxi ≥ −c|x|2.

10



tについて 0 から 1 まで積分すれば∑
i

∂iΦ(x)xi −
∑

i

∂iΦ(0)xi ≥ −c|x|2.

従って

−
∑

i

∂iΦ(x)xi ≤ c|x|2 −
∑

i

∂iΦ(0)xi ≤ c|x|2 +
1

2
(|∇Φ(0)|2 + |x|2).

これから −2∇Φは定理 3.1 の条件を満たし，解が爆発しないことが分かる．

再帰性

次に再帰性の問題を論じる．この節では Φは C2,α を仮定する．即ち Φは C2 で 2階偏導
関数が α 次の Hölder 連続性を持つ．ここでは解 (Xt) は爆発することはなく，再帰的であ
ることを示す．Px で初期条件が x となる解 (Xt) の法則を表す．r > 0に対し開球を

Dr = {x ∈ R
N ; |x| < r}

で表し，Dr からの脱出時刻を

τDr = inf{t ≥ 0;Xt �∈ Dr}

で定め，到達時刻を

σDr = inf{t ≥ 0;Xt ∈ Dr}

で定める．
さて r < s として，u を ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Au = 0 on Ds \Dr

u = 1 on ∂Dr

u = 0 on ∂Ds

(3.6)

となる解とする．この様な解は一意的に存在し，さらに次の変分問題の一意的な解になって
いる．

inf
u∈W1,2(Ds\Dr)

u=1 on ∂Dr
u=0 on ∂Ds

∫
Ds\Dr

|∇u|2μ(dx).(3.7)

以上のことは一般の C2,α 境界を持つ領域 D でも成立する．さて上の (3.6)を満たす uに対
して，伊藤の公式を使えば

u(Xt∧σDr∧τDs
) = u(X0) +

√
2

∫ t∧σDr∧τDs

0

∇u(Xs)dBs +

∫ t∧σDr∧τDs

0

Au(Xs)ds

11



= u(X0) +
√

2

∫ t∧σDr∧τDs

0

∇u(Xs)dBs.

ここで両辺の平均を取って

Ex[u(Xt∧σDr∧τDs
)] = u(x).

uは Ds \Dr で有界だから t→ ∞ として

u(x) = Ex[u(Xt∧σDr∧τDs
)] = Px[σDr < τDs].(3.8)

この関係式を後で使う．
μ(RN) <∞ を仮定しているので，このことから (Xt)が再帰的であることを示す．

定理 3.3. (Xt) は再帰的である．即ち，任意の点から他の点の近傍へ確率 1で到達する．

証明 まず

E(x) = e−2Φ(x)

とおき，さらに

E(r) =

∫
SN−1

E(rθ)dθ

とおく．SN−1 は単位球面で dθ はその上の Riemannian volumeである．∫ ∞

0

E(r)rN−1dr =

∫
�N

e−2Φ(x)dx <∞

が成立している．
一般に f > 0が

∫
�N fdx <∞ を満たせば

∞ =

∫
�N

√
f
√
f
−1
dx ≤

{∫
�N

fdx

}1/2{∫
�N

f−1dx

}1/2

から
∫
f−1dx = ∞ でなければならない．このことを使えば∫ ∞

0

E(r)−1r1−Ndr = ∞

となることに注意しよう．
さて関数 ψn(x) を

ψn(x) =

∫ n

|x|E(r)−1r1−Ndr∫ n

1
E(r)−1r1−Ndr

, 1 ≤ |x| ≤ n

12



とおくと，

∇ψn(x) = −
{∫ n

1

E(r)−1r1−Ndr

}−1

E(|x|)−1|x|1−N · x|x| .

よって， ∫
Ds\Dr

|∇ψn(x)|2e−2Φ(x)dx

=

{∫ n

1

E(r)−1r1−Ndr

}−2 ∫
Ds\Dr

|x|2−2NE(|x|)−2e−Φ(x)dx

=

{∫ n

1

E(r)−1r1−Ndr

}−2 ∫ n

1

r2−2NE(r)−2rN−1dr

∫
SN−1

e−Φ(rθ)dθ

=

{∫ n

1

E(r)−1r1−Ndr

}−2 ∫ n

1

E(r)−1r1−Ndr

=

{∫ n

1

E(r)−1r1−Ndr

}−1

.

ところで，un(x) = Px[σD1 < τDn] は変分問題の解であったから，

λn :=

∫
Dn\D1

|∇un|2μ(dx) ≤
∫

Dn\D1

|∇ψn(x)|2μ(dx)

≤ Z−1

{∫ n

1

E(r)−1r1−Ndr

}−1

→ 0 as n→ ∞.

さらに q ∈W 1,2
0 (Dn \D1)に対し∫

Dn\D1

(∇un,∇q)μ(dx) = 0

が成り立つ．un は Dc
n では 0 と拡張すれば un ∈ W 1,2(RN \ D1) とみなすことが出来るの

で，以後この様に考える．k < n のとき uk − un = 0 on ∂Dn であるので，上のことから

λn =

∫
Dn\D1

|∇un|2μ(dx) =

∫
Dn\D1

(∇un,∇uk)μ(dx).

これから ∫
Dn\D1

|∇un −∇uk|2μ(dx) = λk − λn.(3.9)

ここで Hilbert 空間 H をノルム

‖u‖H =

∫
�N\D1

|∇u|2μ(dx) +

∫
�N\D1

u2μ(dx)
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から定まるものとする．

u∞(x) = Px[σD1
<∞]

とすれば，u∞(x) = limn→∞ un(x)であるから

lim
n→∞

∫
�N\D1

|un − u∞|2μ(dx) = 0

が成立する．(3.9) とあわせれば，{un} は H の Cauchy 列である．極限は u∞ であるから
∇un は ∇u∞ に L2(μ)で収束する．よって∫

�N\Dr

|∇u∞|2μ(dx) = lim
n→∞

∫
�N\Dr

|∇un|2μ(dx) = lim
n→∞

λn = 0.

これから u∞ = constantが従う．u∞ = 1 on ∂D1 であるから，全体で u∞ = 1. 即ち，任意
の点から D1 に確率 1 出到達する．D1 は原点を中心とする球としてが，上の議論はどこを
中心にとってもよい．以上で再帰性が示せた．

再帰性が示されれば，爆発が起こらないことも同時に示せている．このことを証明してお
こう．

命題 3.4. (Xt) は再帰的であれば，爆発しない．

証明 η1 = inf{t ≥ 0; |Xt| ≥ 2} と定め，以後帰納的に σn = inf{t ≥ ηn; |Xt| ≤ 1}, ηn+1 =

inf{t ≥ σn; |Xt| ≥ 2}と定める．強マルコフ性と再帰性から P [σn <∞] = 1, P [ηn <∞] = 1

が成り立つ．もし爆発時間 ζ <∞ ならば，limt→ζ Xt = ∞となるから，ある nが存在して
σn = ∞ とならなければならない．これは起こらないから，爆発することはない．

Notes

• 定理 3.1は，(aij)が単位行列のとき Stroock [16, Corollary 7.3.14, p. 397]にある．

• 定理 3.3 の証明は Pinsky [13, Theorems 6.4.1, 6.4.4] によった．定理 3.2 の非爆発の
十分条件は Bakry [1] により，一般の条件の下で論じられている．より正確に言えば
Bakryが論じているのは Riemman 多様体の場合で，Ricc+Hess Φが下に有界という
条件で爆発が起こらないことを示している．

• 命題 3.4 の証明は Pinsky [13, Lemma 2.7.1, p. 68]によった．

4. 微分形式に作用する Witten Laplacian

第 2 節では関数に作用する Witten Laplacianを考察したが，ここでは微分形式に作用す
る Laplacian を導入する．
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微分形式

まず簡単に外積代数について復習しておく．ユークリッド空間上の話なので線型代数の復
習になる．以下 R

N 上の多重線型写像を扱う．tを p 重線型写像，sを q 重線型写像とする
とき p + q 重線型写像 t⊗ s を次で定義する：

t⊗ s(v1, . . . , vp, vp+1, . . . , vp+q) = t(v1, . . . , vp)s(vp+1, . . . , vp+q).(4.1)

さらに交代化写像 A を R
N 上の p 重線型写像 tに対し

At(v1, . . . , vp)) =
1

p!

∑
σ∈�p

sgnσ t(vσ(1), . . . , vσ(p))(4.2)

で定義する．Spは p 次対称群で，sgnσは符号を表す．さらに p 重線型写像 θが Aθ = θ を
満たすとき，p 次交代形式であるという．p 次交代形式全体を

∧p(RN)∗ とかく．また p 次
交代形式 θ と q 次交代形式 η の外積 θ ∧ η を

θ ∧ η =
(p+ q)!

p!q!
A(θ ⊗ η)(4.3)

で定義する．θ1, . . . , θN を (RN)∗ の正規直交基底とすれば p 次交代形式，即ち
∧p(RN)∗ の

元は

θi1 ∧ · · · ∧ θip(4.4)

の線型結合で表される．(4.4)の形の元全体が正規直交形になるように
∧p(RN)∗ に内積を入

れておく．
Ap(RN ) = R

N ×∧p(RN)∗ はベクトル束の構造を持ち，その切断を p 次微分形式と呼び，
切断全体の集合を Γ(Ap(RN)) とかく．ベクトル束 Ap(RN) は積の形の自明束だから，切断
は R

N 上の
∧p(RN)∗ に値をとる関数と同一視できる．以下では

∧p(RN )∗ 値の関数として
議論をする．p 次微分形式の中で滑らかなもの全体を Γ∞(Ap(RN))，さらに台がコンパクト
なものを Γ∞

0 (Ap(RN)) で表す．

生成，消滅演算子∧p(RN)∗ での作用素をいくつか導入する．まず θ ∈ (RN)∗ に対し ext(θ) :
∧p(RN)∗ −→∧p+1(RN)∗ を

ext(θ)ω = θ ∧ ω(4.5)

で定める．さらに v ∈ R
N に対し int(θ) :

∧p(RN)∗ −→ ∧p−1(RN )∗ を

int(v)ω(v1, . . . , vp−1) = ω(v, v1, . . . , vp−1)(4.6)

で定義する．さらに {e1, . . . , eN} を R
N の標準基底とし {θ1, . . . , θN} をその双対基底とす

る．そこで，作用素 ai, (ai)∗ を

ai = int(ei)(4.7)
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(ai)∗ = ext(θi)(4.8)

で定める．ai, (ai)∗ は外積代数R ⊕ (RN )∗ ⊕∧2(RN)∗ ⊕ . . . 上で定義されていると考えた方
が分かりやすいだろう．さらに次の交換関係を満たす．

[ai, aj]+ = 0(4.9)

[ai, (aj)∗]+ = δij(4.10)

[(ai)∗, (aj)∗]+ = 0(4.11)

ここで [ , ]+ は反交換子で例えば [ai, aj ]+ = aiaj + ajai である．これらはすべて容易である
が (4.10)だけ見ておこう．

(ai(aj)∗ + (aj)∗ai)ω = (int(ei) ext(θj) + ext(θj) int(ei))ω

= 〈ei, θ
j〉ω − ext(θj) int(ei)ω + ext(θj) int(ei)ω

= δijω.

微分形式に対して共変微分 ∇が定義できる．一般にテンソル場に対しても定義でき，次の
ように表される：

∇t =
∑

i

θi ⊗ ∂it.

∇ の共役作用素 ∇∗ は

∇∗(
∑

i

θi ⊗ ti) =
∑

i

∂∗i ti

と表され，従って

∇∗∇t =
∑

i

∂∗i ∂it = −
∑

i

(∂2
i − 2∂iΦ∂i)t

が成立する．
さらに微分形式に対しては，外微分が定義される．p 次微分形式 ω に対し，外微分 dω は
通常 dω = (p+ 1)A∇ω で定義されるが，今の枠組みでは

d =
∑

i

ext(θi)∂i =
∑

i

(ai)∗∂i(4.12)

と表され，従ってその共役作用素は

d∗ =
∑

i

ai∂∗i(4.13)

と表される．
この外微分を用いて Hodge-Kodaira Laplacianが −(dd∗ + d∗d) で定義される．この表現

を与えるのが Weitzenböck formulaである．
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定理 4.1. 次の等式が成立する

dd∗ + d∗d = ∇∗∇ + 2
∑
i,j

(ai)∗aj∂i∂jΦ.(4.14)

証明 (4.12), (4.13) の d, d∗ の表現から

dd∗ + d∗d =
∑
i,j

{(ai)∗∂i a
j∂∗j + aj∂∗j (ai)∗∂i}

=
∑
i,j

{(ai)∗aj ∂i∂
∗
j − (ai)∗aj ∂∗j ∂i + (ai)∗aj ∂∗j ∂i + aj(ai)∗ ∂∗j ∂i}

=
∑
i,j

{(ai)∗aj[∂i, ∂
∗
j ] + [(ai)∗, aj ]+∂

∗
j ∂j}

=
∑
i,j

{2(ai)∗aj∂i∂jΦ + δij∂
∗
j ∂i}

=
∑
i,j

2∂i∂jΦ(ai)∗aj +
∑

i

∂∗i ∂i

= ∇∗∇ +
∑
i,j

2∂i∂jΦ(ai)∗aj .

これが示すべきことであった．

Lebesgue 測度の場合

今までは測度 ν の下での話であった．同型 I : L2(dx) −→ L2(ν) をそのまま微分形式に拡
張できる．測度 ν の下での外微分と，その共役に対応する作用素は

D = e−ΦdeΦ,(4.15)

D̃ = e−Φd∗eΦ(4.16)

となる．この場合も Hodge-Kodaira 型の作用素 D̃D +DD̃が定義され，次のような表現を
持つ：

定理 4.2. 次の等式が成立する

D̃D +DD̃ =
∑

i

X̃iXi + 2
∑
i,j

(ai)∗aj∂i∂jΦ.(4.17)

ここで aj , (ai)∗ の作用は測度が ν であるか，Lebesgue 測度であるかに関わらず同じであ
るから，同じ記法にしたがっている．

証明 これはほぼ明らかで

D̃D +DD̃ = e−Φ(dd∗ + d∗d)eΦ

= e−Φ{∇∗∇ + 2
∑
i,j

(ai)∗aj∂i∂jΦ}eΦ
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=
∑

i

X̃iXi + 2
∑
i,j

(ai)∗aj∂i∂jΦ.

これが示すべきことであった．

このように対応が付けられるので，次のことはスカラーの場合と同様に証明できる．

定理 4.3. D̃D+DD̃は L2(dx;
∧p(RN)∗)の対称作用素とみなして定義域を Γ∞

0 (Ap(RN ))と
して本質的自己共役である．
さらに d∗d+ d∗d は L2(ν;

∧p(RN)∗) の対称作用素とみなし，定義域を Γ∞
0 (Ap(RN)) とし

て本質的自己共役である．

証明 これは全く定理 2.2 の証明と同じである．念のため D̃D + DD̃ の場合に概略だけ述
べる．まず

D̃D +DD̃ =
∑

i

X̃iXi + 2
∑
i,j

(ai)∗aj∂i∂jΦ

および
∑

i X̃iXi = ∇̃∇ + V に留意する．
超関数の意味で (D̃D +DD̃ + 1)ω = 0 のとき ω = 0 を示せばよいが，この条件から楕円

型正則性定理により ωが C1 級であることが示せる．従って任意の η ∈ Γ∞
0 (Ap(RN ))に対し

0 =

∫
�N

(ω, (D̃D +DD̃ + 1)η)dx

=

∫
�N

{(∇ω,∇η) + (ω, (V + 2
∑
i,j

(ai)∗aj∂i∂jΦ)η)}dx.

この式は η ∈ Γ1
0(A

p(RN ))にまで容易に拡張でき η = χ2
nω ととることができる．χn は 定理

2.2 の証明注意与えた近似のための関数である．従って

0 =

∫
�N

{(∇ω,∇(χ2
nω) + (ω, (V + 2

∑
i,j

(ai)∗aj∂i∂jΦ)χ2
nω)}dx

=

∫
�N

{2χn(∇ω,∇χn ⊗ ω) + χ2
n(∇ω,∇ω) + (ω, (V + 2

∑
i,j

(ai)∗aj∂i∂jΦ)χ2
nω)}dx

=

∫
�N

{(∇(χnω),∇(χnω)) −∇χn · ∇χn(ω, ω) + (χnω, (V + 2
∑
i,j

(ai)∗aj∂i∂jΦ)χnω)}dx.

よって，∫
�N

{(D(χnω), D(χnω)) + (D̃(χnω), D̃(χnω)) + (χnω, χnω)}dx =

∫
�N

∇χn · ∇χn(ω, ω) dx.

n→ ∞ のとき右辺は 0に収束するので，このことから ω = 0が得られる．

Notes

• 生成・消滅演算子については Cycon et al. [3] 参照．この本には超対称性を使った指数
定理の証明がある．
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5. 1 次元の場合の Witten Laplacian

1次元の場合にスペクトルの具体的な評価を行う．後でこのことが重要になる．
以下空間は R で，変数は t を使う．測度は Lebesgue 測度．Φ とかいてきたハミルトニ

アンを φとかいて特に区別する．以下 ∂t = d
dt
と略記することにして，作用素 Xφ = ∂t + φ′

を導入すれば Witten Laplacianはスカラーの場合

−�0 = X̃φXφ(5.1)

で 1-form の場合

−�1 = X̃φXφ + 2φ′′(t)(5.2)

と表される．1-formは fiberが 1次元だからスカラーと同一視する．−�1 の最小固有値を具
体的に評価すれことがここでの目的である．−�1 の最小固有値を λ1(φ) とかく．(5.2) の形
から φが凸で φ′′(t) ≥ c ならば，−�1 の最小固有値 λ1(φ)は λ1(φ) ≥ 2c を満たす．ここで
X̃φ = −∂t + ∂tφであるから

X̃φXφ −XφX̃φ = (−∂t + φ′)(∂t + φ′) − (∂t + φ′)(−∂t + φ′)

= −∂2
t − φ′′ − φ′∂t + φ′(∂t + φ′) + ∂2

t − φ′′ − φ′∂t − φ′(−∂t + φ′)

= −2φ′′.

即ち

−�1 = XφX̃φ(5.3)

が成立している．
定義 2.3にあるように

−�0 = X̃φXφ = − d2

dt2
+ φ′(t)2 − φ′′(t)(5.4)

であるから

−�1 = XφX̃φ = − d2

dt2
+ φ′(t)2 + φ′′(t)(5.5)

と表現される．
実は �0 と �1 を組にして考えると，超対称性の構造を持っている．L2(R) ⊕ L2(R) で考

えて，

Q =

(
0 X̃φ

Xφ 0

)
(5.6)

とすれば，Qは対称作用素で，

Q2 =

(
X̃φXφ 0

0 XφX̃φ

)
=

(
−�0 0

0 −�1

)

を満たしている．このことから，0 を除けば，−�0 と −�1 は同じスペクトル構造を持って
いることが次で分かる．
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命題 5.1. 一般に T をHilbert 空間 H 上の閉作用素とするとき，T ∗T と TT ∗ は固有値 0を
除いて，同じスペクトル構造を持っている．

証明 作用素 U を

U :
√
T ∗Tu �→ Tu

で定めると U は Ran(
√
T ∗T )から Ran(T ) への等距離作用素となる．実際

(
√
T ∗Tu,

√
T ∗Tu) = (T ∗Tu, u) = (Tu, Tu)

よりこのことは明らか．U は Ran(
√
T ∗T ) から Ran(T ) へ一意的に拡張できる．さらに

U−1TT ∗U
√
T ∗Tu = U−1TT ∗Tu =

√
T ∗TT ∗Tu = T ∗T

√
T ∗Tu

であるから，Ran(
√
T ∗T ) 上で U−1TT ∗U = T ∗T が成立している．これは T ∗T の 0 以外で

の固有値の空間で T ∗T と TT ∗ が unitarily equivalent であることを示している．

1次元の場合はこの特殊な構造から，−�0 の 0 以外の固有値と−�1 の 0 以外の固有値と
が等しくなることが分かる．
次の補題は有界関数による摂動で，最小固有値の正値性が保存されることを示している．

補題 5.2. χ を有界関数とするとき，χsup, χinf でそれぞれ χ の上限，下限を表せば，

λ1(φ) ≥ e−2(χsup−χinf)λ1(φ+ χ)(5.7)

が成立する．

証明 まず

e−χ(−∂t + φ′ + χ′)eχ = −e−χ∂te
χ + φ′ + χ′ = −e−χ(eχχ′ + eχ∂t) + φ′ + χ′ = −∂t + φ′ = X̃φ

が成り立っているので

(−�1u, u) = (X̃φu, X̃φu)

= ((−∂t + φ′)u, (−∂t + φ′)u)

= (e−χ(−∂t + φ′ + χ′)eχu, e−χ(−∂t + φ′ + χ′)eχu)

≥ e−2χsup((−∂t + φ′ + χ′)eχu, (−∂t + φ′ + χ′)eχu)

≥ e−2χsupλ1(φ+ χ)‖eχu‖2
2

≥ e−2χsupλ1(φ+ χ)e2χinf‖u‖2
2

= e−2(χsup−χinf)λ1(φ+ χ)‖u‖2
2.

これは (5.7) を意味している．
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上の (5.7)は

λ1(φ+ χ) ≥ e−2(χsup−χinf )λ1(φ)

と書き直すことも出来る．これで φが凸関数と有界関数の和にかけているとき，−�1 の最
小固有値が正で，さらに −�0 がスペクトルの跳びを持つことが分かる．より具体的に言え
ば，φ = V +W , V ′′ ≥ c のとき

λ1(φ) ≥ 2ce−2(Wsup−Winf)

の評価が得られる．
φが double well のとき，別の評価が可能であることを最後に示しておく．

命題 5.3. φ(t) = at4 − bt2 のとき

λ1(φ) ≥ 2
√

3a− 2b(5.8)

が成り立つ．

証明 (5.5) より

(−�1u, u) = ((− d2

dt2
+ φ′′(t) + φ′(t)2)u, u)

≥ ((− d2

dt2
+ 12at2 − 2b)u, u).

ここで − d2

dt2
+ 12at2 は調和振動子だから，最小固有値は 2

√
3a である．よって，

(−�1u, u) ≥ ((2
√

3a− 2b)u, u).

これが求める結果である．

Notes

• 参考にしたのは Helffer [7]. 補題 5.2の証明は同書の Lemma 8.3.4そのもの．スカラー
の場合はよく知られているから 命題 5.1 と組み合わせてそれに帰着してもよい．

• 準古典近似の話が O. Matte and J. S. Møller [12] にある．

6. Witten Laplacian のスペクトルの跳び

スピン系

スピン系は X = R
�

d
上 Gibbs 測度によって規定される．この測度は自己ポテンシャル

U : R → R を与えて，Hamiltonian を次で定義する：

Φ(x) =
∑

i,j∈�d
i∼j

J (xi − xj)2 +
∑
i∈�d

U(xi).(6.1)
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ここで x = (xi)i∈�dで i ∼ jは |i−j|2 = (i1−j1)2+ · · ·+(i1−j1)2 = 1を意味する．(xi−xj)2

の部分は粒子の相互作用を意味するわけであるが，ここでは最近接相互作用のみを扱う．こ
の相互作用をもっと一般化することも可能で，finite range であれば一般化することは難し
くないが，簡単のために最近接相互作用に限ることにする．(6.1) は無限和であるので，形
式的な意味しか持たない．Gibbs 測度は

ν = Z−1e−2Φ(x)dx(6.2)

と表現したりするが，Φ(x) は発散しており，dx は仮想的な Lebesgue 測度であるからまっ
たく意味を成さない．
そこで有限領域 Λと境界条件 η を与え，finite Gibbs 測度を定義し，その極限としてとら

えることが多い．Λが Z
d の有限集合であるとき，Λ � Z

d と表す．Λ � Z
d と η に対し，ハ

ミルトニアンを

ΦΛ,η(x) =
∑
i,j∈Λ
i∼j

J (xi − xj)2 +
∑
i∈Zd

U(xi) + 2
∑

i∈Λ,j∈Λc

i∼j

J (xi − ηj)2(6.3)

で定め， R
Λ 上の測度を

νΛ,η = Z−1e−2ΦΛ,η(x)dxΛ(6.4)

で定める．dxΛ は R
Λ 上の Lebesgue 測度を表す．(6.2) の測度 ν は任意の Λ � Z

d に対し，
Λcで条件付けた測度が νΛ,η に等しいこととして定義する．これは Dobrushin-Lanford-Ruelle

の方程式と呼ばれる．数学的に書けば

Eν [ · |ωΛc = ηΛc ] = νΛ,η(dωΛ) ⊗ δηΛc (dωΛc)(6.5)

が満たされることである．δηΛc は一点 ηΛc にのみ測度 1 を持つR
Λc
上の Dirac 測度である．

この様な測度 ν は存在および一意性は，一般には自明なことではない．自己ポテンシャル
U に何らかの制限を付けなければならない．ここでは有限系のみを考察し，そのことから
無限系の情報を引き出す方向で議論を進める．前節で述べたように Hodge-Kodaira 作用素
dd∗ + d∗dが定義されるが，1次以上の微分形式に対し，0を固有値に持たないことを示すの
がこれからの目標である．
p ≥ 1 を固定して p 次微分形式の場合を考察する．指数 I, J, . . . で異なる p 個の Λ の元

i1, i2, . . . , ip を表すことにする．さらにこのとき |I| = p と定める．I = {i1, . . . , ip} のとき
dxI = dxi1 ∧ . . . dxip で定め p-form θ を成分を用いて θ =

∑
I θIdx

I と表す．Weitzenböck

の公式から

(D̃D +DD̃)θ =
∑

i

X̃iXi

∑
I

θIdx
I + 2

∑
i,j

∂i∂jΦ (ai)∗aj
∑

I

θIdx
I

=
∑

I

∑
i

X̃iXiθIdx
I + 2

∑
I

θI

∑
i

∂2
i Φ (ai)∗aidxI

+ 2
∑

I

θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ (ai)∗ajdxI
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=
∑

I

∑
i

X̃iXiθIdx
I + 2

∑
I

θI

∑
i∈I

∂2
i ΦdxI + 2

∑
I

θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ (ai)∗ajdxI .

従って

((D̃D +DD̃)θ, θ)

= (
∑

I

∑
i

X̃iXiθIdx
I + 2

∑
I

θI

∑
i∈I

∂2
i Φdx

I + 2
∑

I

θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ (ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J)

=
∑

I

(
∑

i

X̃iXiθI , θI) + 2
∑

I

(θI

∑
i∈I

∂2
i Φ, θI) + 2

∑
I,J

(θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ (ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J)

=
∑

I

(
∑
i∈I

X̃iXiθI , θI) +
∑

I

(
∑
i	∈I

X̃iXiθI , θI) + 2
∑

I

(θI

∑
i∈I

∂2
i Φ, θI)

+ 2
∑
I,J

(θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ(ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J)

≥
∑

I

(
∑
i∈I

X̃iXiθI , θI) + 2
∑

I

(θI

∑
i∈I

∂2
i Φ, θI) + 2

∑
I,J

(θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ (ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J)

=
∑

I

∑
i∈I

((X̃iXi + 2∂2
i Φ)θI , θI) + 2

∑
I,J

(θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ (ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J).

ここでそれぞれを評価していけばよい．
最終的な結果を定理の形で述べておこう．

定理 6.1. U は U = V +W と分解され，V ′′ ≥ c > 0, W は有界であるとする．Wsup, Winf

をそれぞれ W の上限，下限とする．このとき 2(c+ 8dJ )e−2(Wsup−Winf) > 16dJ ならば p

形式上の D̃D +DD̃ の最小固有値は {2(c+ 8dJ )e−2(Wsup−Winf) − 16dJ }p より大きい．し
たがって調和形式は p ≥ 1 のとき存在しない．

証明 第 1項は実は 1次元の作用素になっているので，評価がを 1次元の場合に帰着できる．
これが巧妙なところであるが，ことらの評価は後で行う．第 2項の評価を先に行う．その前
に ∂j∂iΦ を計算しておこう．i �= j のとき

∂i∂jΦ(x) = ∂i∂j

{ ∑
k,l∈Λd

k∼l

J (xk − xl)2 +
∑
k∈Λd

U(xk) + 2
∑

k∈Λ,l∈Λc

k∼l

J (xk − ηl)2

}

=

{
−4J , i ∼ j のとき

0, それ以外のとき．

また，i = j のとき，

∂2
i Φ(x) = U ′′(xi) + 8J d

となっている．

2
∑
I,J

(θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ(ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J) = −8J

∑
I,J

(θI

∑
i∼j

(ai)∗ajdxI , θJdx
J)
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= −8J
∑
I,J

(
∑
i∼j

(ai)∗ajdxI , dxJ)(θI , θJ)

= −8J
∑
I,J

c(I, J)(θI , θJ).

ここで c(I, J) = (
∑

i∼j(a
i)∗ajdxI , dxJ) とおいたわけであるが c(I, J) は I と J が一つだけ

異なっていて，その異なる元が隣接しているときのみ 1 または −1で，それ以外はすべて 0

である．また I を固定したとき c(I, J) �= 0 となる J は高々 2dp 個である．このことに注
意すれば

−8J
∑
I,J

c(I, J)(θI , θJ ) ≥ −4J
∑
I,J

|c(I, J)|{‖θI‖2
2 + ‖θJ‖2

2}

≥ −4J
∑

I

2dp‖θI‖2
2 − 4J

∑
J

2dp‖θJ‖2
2

= −16dpJ
∑

I

‖θI‖2
2.

最終的に第 2項は

2
∑
I,J

(θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ(ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J) ≥ −16dpJ

∑
I

|θI |2

で評価される．J が十分小さければ第 1項がこれよりも大きくなることを示していく．
第 1項は ((X̃iXi + 2∂2

i Φ)θI , θI) を評価すればよいが，変数 xi だけに注目して，他の変数
は固定して考える．{xj}j∈Λ の内，変数 xi 以外のものを yi とする．即ち

yi = {xj}j∈Λ\{i}.

すると

Φ(x) = Φ(xi, yi) = U(xi) + 4dJ (xi)2 − xi

{∑
j∈Λ
j∼i

4xj +
∑
j∈Λc

j∼i

4ηj

}
+ Φ̂i(y

i).

よって，1次元でハミルトニアンとして

φ(t) = U(t) + 4dJ t2 − αt

の場合に，作用素 X̃φXφ + 2φ′′(t)の最小固有値を評価すればよい．ここに，Xφ = ∂t +φ′ で
ある．∂t = d

dt
と略記した．しかし，1次元の計算は既に前節で行っている．これで ((X̃iXi +

2∂2
i Φ)θI , θI) を評価する準備が出来た．
X̃iXi + 2∂2

i Φ は 1次元の作用素でその最小固有値の評価は (c + 8dJ )e−2(Wsup−Winf) で与
えられる．

((D̃D +DD̃)θ, θ) ≥
∑

I

∑
i∈I

((X̃iXi + 2∂2
i Φ)θI , θI)
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+ 2
∑
I,J

(θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ (ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J)

であったが，それぞれが評価されているので∑
I

∑
i∈I

((X̃iXi + 2∂2
i Φ)θI , θI) + 2

∑
I,J

(θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ (ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J)

≥
∑

I

∑
i∈I

2(c+ 8dJ )e−2(Wsup−Winf)‖θI‖2
2 − 16dpJ

∑
I

‖θI‖2
2

=
∑

I

2p(c+ 8dJ )e−2(Wsup−Winf)‖θI‖2
2 − 16dpJ

∑
I

‖θI‖2
2

= p{2(c+ 8dJ )e−2(Wsup−Winf) − 16dJ }‖θ‖2
2.

これが即ち求める結果である．

U が double well のときも同様な評価が可能である．

定理 6.2. U(t) = at4 − bt2 のとき，
√

3a− b− 4dJ > 0 ならば，p 形式上の D̃D +DD̃ の
最小固有値は 2(

√
3a− b− 4dJ )p より大きい．したがって調和形式は p ≥ 1 のとき存在し

ない．

証明 前の定理の証明とほぼ同様．今の場合は

φ(t) = at4 − bt2 + 4dJ t2 − αt

のとき，X̃iXi +2φ′′(t)の最小固有値の評価をすればよいが，それは 命題 5.3で 2
√

3a−2b+

8dJ で評価できる．よって

((D̃D +DD̃)θ, θ) ≥
∑

I

∑
i∈I

((X̃iXi + 2∂2
i Φ)θI , θI) + 2

∑
I,J

(θI

∑
i	=j

∂i∂jΦ (ai)∗ajdxI ,
∑

J

θJdx
J)

≥
∑

I

∑
i∈I

(2
√

3a− 2b− 8dJ )‖θI‖2
2 − 16dpJ

∑
I

‖θI‖2
2

= 2(
√

3a− b− 4dJ )p‖θ‖2
2.

これが示すべきことであった．

Notes

• 参考にしたのは Helffer [7]. 1-form の場合がこの本に議論してある．ここではそれを
p-formに拡張したわけである．

7. Hodge-Kodaira の分解定理

微分形式は exact, coexact, harmonicの 3つの部分に分解できるというのがHodge-Kodaira

の分解定理である．スペクトルの跳びが示されていれば，このことは容易に従うので，最後
にそれをまとめておく．
その前に必要なことを述べておく．
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命題 7.1. T : H1 → H2 を Hilbert 空間 H1 から H2 への稠密に定義された閉作用素とする．
このとき T ∗T は自己共役作用素で Dom(T ∗T )は Dom(T )で稠密．

証明

E (u, v) = (Tu, Tv), u, v ∈ Dom(T )

で bilinear form E を定めれば，これは閉．対応する Friedrichs 拡大を S とすれば，u ∈
Dom(S), v ∈ Dom(T )に対し

(Su, v) = (Tu, Tv).

これは Tu ∈ Dom(T ∗) で T ∗Tu = Su を意味する．即ち S ⊂ T ∗T . T ∗T が対称であること
は明らかで，S は自己共役だから S = T ∗T が従う．
残りは明らか．

これを使えば次の定理は容易に得られる．

定理 7.2. 次の Hodge-Kodaira の分解定理が成り立つ：p = 0 のとき

L2(μ) = { constant functions } ⊕ Ran(d∗).(7.1)

p ≥ 1 のとき

L2(μ;
∧p(RN)∗) = Ran(d) ⊕ Ran(d∗)(7.2)

証明 証明はどの場合も同じだから p ≥ 1 の場合のみ示す．

T = (d, d∗) : L2(μ;
∧p(RN)∗) → L2(μ;

∧p+1(RN)∗) ⊕ L2(μ;
∧p−1(RN )∗)

とすれば，−�p = T ∗T である．これは明らかなことではないが，Γ∞
0 (Ap(RN)) 上では �p =

T ∗T が成立し，�pは Γ∞
0 (Ap(RN ))で本質的自己共役だから所与の結果が成り立つのである．

これを書き直せば

−�p = dd∗ + d∗d

が成立している．スペクトルの跳びの条件から �p は有界な逆作用素を持つ．それを G で
表す．すると ω ∈ L2(μ;

∧p(RN)∗) に対して

ω = (dd∗ + d∗d)Gω = d(d∗Gω) + d∗(dGω).

d(d∗Gω)と d∗(dGω) の直交性は d2 = 0 より明らかである．

Notes

• 命題 7.1 の証明は Kato [11, Example VI.2.13] から取った．同書 Theorem V.3.24 に
も別の証明があり von Neumann の定理と呼ばれている．
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