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�� 論理と集合論

次のような論理記号を使う．

� � � � ならば
� � � � 同値
� � � � かつ
� � � � または
� � � � 否定
� � � � すべて
� � � � 存在する

� � は 	
� 	�! の意味で使うことが多いので，かつ，または，の言葉遣いをする．

� を集合として，�� で � の部分集合全体を表す．従って � の部分集合は，�� の元で
ある．� の部分集合を � � �� � � � で表す．次のような記号を用いる

� 	 � " 
� � �# � � � または � � �� 和集合
� 
 � " 
� � �# � � � かつ � � �� 積集合・共通部分

�� " 
� � �# � �� �� 補集合
� �� " 
� � �# � � � かつ � �� �� 差集合

さらに集合の族 �� � � $ に対し�
���

�� " 
� � �# ある � が存在して � � �����
���

�� " 
� � �# すべての � に対して � � ����

このとき次の �� ���	
� の法則が成り立つ．
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定義 ���� 集合列 
��� に対し

�
	
���

�� '"
��
���

�
���

�� %�(�&

�
	
���

�� '"
��
���

�
���

�� %�(�&

をそれぞれ上極限集合，下極限集合という．一般に

�
	
���

�� � �
	
���

��

であるが，特に �
	
���

�� " �
	
���

�� " � のとき � を 
��� の極限と呼び

� " �
	
���

��

と表す．

すべての 	 に対して �� � ���� のとき単調増大，�� � ���� のとき単調減少という．

��� が単調増大のとき � "

��
����� を

�� � �
と表す．同様に 
��� が単調減少のとき � "

��
����� を

�� � �
と表す．いずれの場合も �
	

���
�� " � である．

集合列 
��� に対して次が成立する'

%�& �
	
���

�� " 
� � �# 有限個の 	 を除いて � � ���

%�& �
	
���

�� " 
� � �# 無限個の 	 に対して � � ���

%�& % �
	
���

��&� " �
	
���

��
�

%�& ������� ��
" �
	

���
���

%�& ������� �� " �
	
���

���

� 
 を集合として � ' � �� 
 を写像とする．このとき � � � に対し

�%�& " 
�%�&# � � ��
を � による � の像という．また � � 
 に対して

���%�& " 
� � �# �%�& � ��
を � による逆像という．このとき 
��� を � の部分集合の族，
��� を 
 の部分集合の族
とするとき，次が成立する
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�
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�� 測度の定義

�' � ���

� ' � )����)�
�� �* ������� �* � %� � ��&

� ' � � +���,

�%�& " �

� が有限加法的 %-�
���. ���
�
/�&
	
��� �� � �  
 " �� � � � � 	 �
�0�
�� � "

��
����� � � の

とき

�%�& "
��

���

�%��&�

� が ��加法的 %�����
�
/�& あるいは完全加法的 %)�	1�����. ���
�
/�&
	
��� �� � �  
 � �  

�
�0�
�� � "
��

����� � � のとき

�%�& "

��
���

�%��&�

上の加法性に関しては
��

����� � �  
��

����� � � は仮定であって，たまたまこういうこと
が成り立つものに対して加法的だということである．ただ，この仮定は式が意味を持つため
には当然仮定しなければならないことである．

定義 ���� � � �� (
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� )����� � �
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� 
� )����� � ����
����
	
��� � 
� � ���
�
 ��� � � � (

注意 ���� � を �
�
 とする．このとき� � � � � �
� � � %� �
� " � � %� ��&&(

また � が ���
�
 のとき�� � � � ��
����� � � (

このことは示しておこう( �� " �� 
 �� とおくと
�

� �� "
�

� �� である．あとは�
�

�� " �� � %�� �
�
�

��& " �� � %
�
�

%�� ���&&

に注意すればよい．
� � �� のとき �%� & で � を含む最小の ����
���� を表わす．�%� & を � で生成された

����
���� という．
� を含む最小の ���
�
 も存在するが，こちらの方は特に記号を定めないことにする（そ

のつど断る）．

� の加法性に対して簡単に注意をしておこう．

命題 ���� � を �
�
 � 上で定義された非負値関数とする．このとき � が有限加法的であれ
ば，� � � �  � � � のとき �%�& � �%�&( � �� ��� � � � � �� � �  � � ��

����� のとき

�%�& �
��

���

�%��& %�(�&

が成立する（劣加法性という）．
また � が ��加法的であれば，� �� � �  
 � �  � � ��

����� のとき

�%�& �
��
���

�%��& %�(�&

が成立する（��劣加法性という）．さらに � � �  �� � �  �� � � のとき �%��& � �%�& が
成り立つ．

証明 � が有限加法的とする．� � � �  � � � ならば加法性から

�%�& " �%�& 2 �%� � �&�

非負性から �%�& � �%�& である．
劣加法性については，��加法的な場合だけ示そう．

�� " %� 
 ��& �
����
���

��

とおくと � が �
�
 であるから �� � � で� "
��

����� である．�� が �
�0�
�� であること
に注意すれば

�%�& �
��
���

�%��& �
��
���

�%��&�
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次に �� � � のとき，� "
��

������� � �� に注意して ��加法性から

�%�& "
��
���

�%���� � ��& " �
	
���

��
���

�%���� � ��& " �
	
���

�%����&�

定理 ��
� � ' � �
�
 � ' � � +���&' -�
���. ���
�
/� %常に有限値をとっていることは重要&

このとき � 
� �����
�
/� � �� � �  �� � � のとき �%��& � �(

証明 � を �����
�
/� で �� � � �� � � とする．このとき，�� ����� は �
�0�
�� で合併集
合は �� である．

��
���

�%�� � ����& " �%��& ���

さらに

�%��& "
��

���

�%�� � ����&

であるから，収束条件から �%��& � � である．
逆に �� を �
�0�
�� とする．� "

��
����� �� " � � ��

����� とおくと �� � � である．
よって仮定から �%��& � � でる．あとは

�%�&�
��

���

�%��& " �%�&� �%
��

���

��& " �%��& � ��

これは �����
�
/� を意味する．

例 ���� � " %���&( � " 
%�� �,� %���&� � � � � � �� およびこれらの �
0�
�� ��
��� と
し � を次のように定める'

�%�& "

�
�� 無限区間を含まないとき

�� 無限区間を含むとき

このとき � は有限加法的であるが ��加法的ではない．

�%%���&& "
��
���

�%%	� �� 	,&

は成り立たない．また

�%%	��&& � �

も成立していない．
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定義 ���� � ' � ����
���� � ' � � +���,' �����
�
/�( このとき � を測度という．また
%��� � �& を測度空間という．

測度の定義自体は簡単であるが，実際にこのようなものが存在するかは自明なことではな
い．以下実際にこのようなものが存在することを構成的に示していく．議論は一般的な枠組
みで進めることが出来るが，一番基本的な �次元の場合を例として取り上げながら進める．

� " � � " 
%�� �,# �� � � � � ���
� ' � � �' ������)���
�
 �

3��)���
����� 
(�( 

� � � � �%�& � �%�& �%�& " �%�2& '" �
		�
�%�&(

このとき � " �� を �%�& " � �%%�� �,& " �%�&��%�& で定める．

定理 ���� � は � 上で ��加法的．

証明 )��
	 �( � は有限加法的．
� %�� �, "

��
���%��� ��, とする．�� " ���� としてよい．

�%%�� �,& " �%�&��%�& "
��

���

%�%��&��%��&& "
��

���

�%%��� ��,&� ��

)��
	 �( � は有限劣加法的．
�

%�� �, �
��

���

%��� ��, � �%%�� �,& �
��

���

�%%��� ��,&

を 	 に関する帰納法で示していく．
	 " � のときは自明なので 	� � を仮定して 	 のときを示す．�� �(�( �� � � � ��( 番号

を付け替えて � " 	 とする．%�� ��, � ����
��� %��� ��, に注意しよう．

�%�&��%�& " �%�&��%��& 2�%��&��%�&

� �%�&��%��& 2
����
���

�%��&��%��& %�帰納法の仮定&

� �%��&��%��& 2
����
���

�%��&��%��&� ��

)��
	 �( � は ��加法的．
� %�� �, "

��
���%��� ��, とする．また %��� ��, は �
�0�
�� とする．%�� �, ���

���%��� ��, は有
限個の左半開区間の和であるから，)��
	 � より

�%%�� �,& �
��

���

�%%��� ��,&�
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	�� として

�%%�� �,& �
��
���

�%%��� ��,&�

逆向きの不等式を示そう．任意に � � � をとる．� は右連続だから Æ� を

�%�� 2 Æ�& � �%��& 2
�

��

ととり，また Æ � � を �%� 2 Æ& � �%�& 2 � となるようにとる．+� 2 Æ� �, は %��� �� 2 Æ�& で
被覆でき，コンパクト性から +� 2 Æ� �, を被覆する有限個の %��� � ��� 2 Æ�� ,，� " �� � � � � � が
取れる．ここで )��
	 � を使って

�%�&��%�&� � � �%�&��%�2 Æ&

�
��
���


�%��� 2 Æ��&��%���&�

�
��
���


�%�� 2 Æ�&��%��&�

�
��
���


�%��&��%��& 2 �����

"
��
���


�%��&��%��&�2 ��

� � � は任意だから

�%�&��%�& �
��
���


�%��&��%��&�

が示せた．44

左半開区間の有限個の和で現されるもの全体は �
�
 になる．� はこの �
�
 にまで自然に
拡張され，上の定理から ��加法的である．さらに，この �
�
 から生成される ����
���� に
拡張できることを以下に示していく．手順として，まず外測度と呼ばれるものを構成し，そ
れからさらに測度を構成する．そのために外測度の一般論をまず準備する．

�� 外測度

定義 
��� �� ' �� � +���, が次の条件をみたすとき，外測度という：

%
& ��%�& " �(

%

& � � � � ��%�& � ��%�&(
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%


& ��%
��

�����& �
��

��� �
�%��&(

%


&の性質は ��劣加法性と呼ばれている．これは ��加法性とは異なる．ここでの問題は，
適当な ����
���� に制限することにより，測度になることを示す．

定義 
��� � � � が ���可測 	
���

�� � � ' ��%�& " ��%� 
 � & 2 ��%� � � &� %�(�&

���可測 な集合を� %��& とかく'

� %��& '" 
�3� ��� �* ��� ���	��������� ������ %�(�&

%�(�& の条件は劣加法性から次と同値であるに注意しておこう'

�� � � ' ��%�& � ��%� 
 � & 2 ��%� � � & 53�� ��%�& ��

補題 
�
� � %��& は ����
���� で �� は � %��& 上の測度になる．

証明 まず � � �� %��& は明らか．� �� %��& � � � � �� %��& も容易に分かる．
)��
	 � � � �� %��& � � 
� �� %��&(

� � � � とする．

��%�& " ��%� 
 �& 2 ��%� ��& %� � �� %��&&

" ��%� 
 � 
 �& 2 ��%� 
 � ��& 2 ��%� � �&� %� � �� %��&&

ここで � � %� 
 �& " %� 
 � ��& 	 %� � �& に注意すれば劣加法性から

��%� 
 � ��& 2 ��%� � �& � ��%� � %� 
�&&�

両者をあわせて

��%�& � ��%� 
 � 
 �& 2 ��%� � %� 
 �&&�

よって � 
 � �� %��& である．44

今までのことを組み合わせれば� � �� %��& � � 	 � �� %��& も成り立つ．
)��
	 � �� �� %��& � � "

�
� �� �� %��&

� �� の代わりに �� �
����

����� を考えることにより，�� は �
�0�
�� としてよい．�� "��
����� とおく．任意に � � � をとる．

��%�& " ��%� ���& 2 ��%� 
 ��& %� �� �� %��&&

" ��%� ���& 2 ��%� 
 �� 
 ��& 2 ��%� 
�� � ��& %� �� �� %��&&

" ��%� ���& 2 ��%� 
 ��& 2 ��%� 
 %	���
�����&&

" ��%� ���& 2 ��%� 
 ��& 2 ��%� 
 ����&�
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この操作を繰り返して

��%�& " ��%� ���& 2 ��%� 
 ��& 2
����
���

��%� 
 ��&

� ��%� ��& 2
��

���

��%� 
 ��&�

	�� として

��%�& � ��%� ��& 2
��
���

��%� 
 ��&

� ��%� ��& 2 ��%� 
 �&� %� 外測度の ��劣加法性&

これは � �� %��& を意味する．44

また上のことから

��%�& " ��%� ��& 2
��
���

��%� 
 ��&

ここで � " � とすれば

��%�& "
��
���

��%� 
 ��& "
��
���

��%��&�

よって � が ��加法的であることが示せた．

命題 
��� ��%�& " � � � �� %��&(

証明 � � � をとる．

��%�& � ��%� � �& " ��%� � �& 2 ��%�& � ��%� � �& 2 ��%� 
 �&�

�� 測度の拡張

さて，ここで元に戻って，�
�
の上で定義されたものを拡張するという問題に戻ろう．� '

� �
�
 � ' � � +���,' �����
�
/� とする．これから外測度を作って，さらに測度を構成し
ていく．
� 上の測度 � から外測度を次のように定義する．� � � を任意の集合とするとき

��%�& " 
�*

�
�

�%��&# �� � � � � � 	����� %�(�&

この定義で被覆 � � 	��� が存在しないときは��%�& " �と定義する．�� を � から定ま
る外測度という．��%�& " � は明らかである．�� を外測度と呼んだが，実際に外測度の性質
を持っていることを確かめる必要がある．
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補題 ���� �� � � � � 	��� � ��%�& ��
� �

�%��&

証明 右辺が � なら自明なので有限とする．�� � � ���
� � � �(�(

��%��& 2 ���� �
�
�

�%��
�&�

� � �
�
���
� であり

��%�& �
�
�
�

�%��
�& �
�
�


��%��& 2 ����� "
�
�

��%��& 2 ��

� は任意だから

��%�& �
�
�

��%��&�

これは ��劣加法性を意味している．

補題 ���� � � � � ��%�& " �%�&

証明 ��%�& � �%�& は明らかだから逆向きを示す．� � 	�� �� � � とする．

�� " %� 
 ��& �
����
���

��

とおくと �� � � で � " 	��( � は � で ��加法的だから

�%�& "
��
���

�%��& �
��
���

�%��&�

よって �%�& � ��%�& となる．

補題 ��
� � �� %��&(

証明 ��%�& �� とする．任意の � � � に対し �� � � で
��
���

�%��& � ��%�& 2 �

となるものが存在する．

� 
 � � 	�%� 
 ��&

� � � � 	�%�� � �&

であるから

��%� 
 �& 2 ��%� � �& �
�
�

�%� 
 ��& 2
�
�

�%�� � �& "
�
�

�%��& � ��%�& 2 ��

� � � は任意だから

��%� 
 �& 2 ��%� � �& � ��%�&�
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定理 ���� � ' � �
�
 � ' � � +���,' �����
�
/� � � は � " �%� & に �����
�
/� に拡張
できる．

証明 補題 �(� 補題 �(� で� %��& は � を含み，�� は � 上では � と一致している．また
補題 �(� で �� は� %��& 上では測度になっている．� %��& は ����
���� だから �%� & を含
んでいる．これで定理の主張が示せた．

以上で拡張の存在が示せたので，一意性の問題に移ろう．一意性を示すときには次の単調
族を用いるのが便利である．

定義 ���� � � �� が次を満たすとき単調族という

%
& �� ��  �� �� � � �� (

%

& �� ��  �� �� � � �� (

定理 ���� � ' � �
�
 � を � を含む最小の ���
�
 とする．このとき� が � を含む最小
の単調族ならば，� "�( 特に � を含む単調族は � を含む．
また � が ��
���� のときは � " �%� & であるから� " �%� & が成り立つ(

証明 ���1 �( � � � をとり，

�� '" 
� �� # � � � �� ��

とおくと �� " � (

� � が �
�
 であるから �� � � であり，また �� が単調族であることは � が単調
族であることから従う．よって �� " � である． 44

���1 �(

� '" 
� �� # � �� ���� �� ��

とおくと � " �

� ���1 � から � � � である．また明らかに � は単調族だから � " � が従う． 44

次に，任意に � � � を固定して

�� '" 
� � �# � 	 � �� �

とおくと，これはは � を含む単調族だから�� �� (

また � �� に対し

�� '" 
� � �# � 	 � �� �

とおくと，上のことから�� は � を含む単調族だから�� �� が分かる．以上で

%
& �� �� �� � �� ��� ��  
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%

& �� �� �� � �� 	�� ��  

が成り立つ．�� ��  	 " �� �� � � � ならば �� " �� 	 � � � 	�� �� で�� � 	��� ��
が従う，よって � は ���
�
 で � を含むから � � �( ところで � は � を含む単調族
でもある．実際 �� � � のときは明らかだが，�� � � のときは �� � �� � �� � � なので
�� �� � � が分かり，�� � %�� ��& " � なので � � � が分かる．以上で� " � が示せ
た．

単調族はクラスを広げていくときの証明の道具立てとして有効なものである．似たものと
して次の形の定式化もある．応用上どちらを使っても同様に出来るときがほとんどである．

定義 ���� 集合の族 � が次の性質をみたすとき，� を �.�6
�族 %または ���.���	&と呼ぶ'

%
& � � � �  � � � のとき � �� � � (

%

& �� � �  �� � � � � � � (

定理 ���� 集合族 � を �
�
 とする．さらに，� を含む最小の ���
�
 を � とする．このと
き � を � を含む ���.���	 とすると� � � である．
証明 � を � を含む最小の ���.���	 とするとき，� " � を示す．そのためにまず �

が積集合をとる演算で閉じていることを示す．
)��
	 �( � � � をとり

�� '" 
� ��# � 
 � ����

とおくと，�� "� である．
� � が積で閉じているから，� � �� である．また � � � �� が � � � であれば

� 
 %� ��& " %� 
 �& � %� 
 �& ���

また �� � �� で �� � � のとき

� 
 � " � 

�
�

�� "
�
�

%� 
��& ���

以上で �� は � を含む ���.���	 で � の最小性より�� " � である． 44

)��
	 �(

� '" 
� ��# � 
 � ��� �� ���

とおくと，� "� である．
� )��
	 � の結果から � � � である．また � � � � が � � � であれば，� � �

に対し

� 
 %� ��& " %� 
 �& � %� 
 �& ���
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また �� � � で �� � � のとき，任意の � �� に対し

� 
� " � 

�
�

�� "
�
�

%� 
��& ���

以上で � は � を含む ���.���	 で � の最小性より� "� である． 44

� は ���.���	 であり，積をとる演算で閉じていることが分かった．これから � � ��
のとき

� �� " � � %� 
 �& ��

が従う．
次に � が和をとる演算でも閉じていることを示さなければならない．今までは � の性

質は，積で閉じていることしか使っていないが，ここで � が �
�
 であることが必要にな
る．その前に � の元は � の可算個の元で覆われることを注意しておこう．これは

	 " 
� � �# � �
�

��� �� � � �

とおくと，	 が �.�6
� 族の性質をみたすことは容易に確かめられる．また 	 は � を含
んでいるから，� の �.�6
� 族としての最小性から� � 	 となる．従って � の元は �
の可算個の元で覆われる．
さて，� � �� とする．� の可算個の元 �� がとれて

�� � �
�

��

とできる．� は �
�
 だから，�� "
��

����� に取り直せば，�� は単調増大と仮定しても
よい．

�� 
 %� 	�& " �� � 
%�� � �& 
 %�� ��&�

なので今まで示したことから �� 
 %� 	 �& ��( さらに

�� 
 %� 	�& � � 	�

であるから � の性質から � 	 � が示せる．
このことからさらに可算個の合併で閉じていることは，� 単調列で閉じているから従う．

以上で � は ���
�
 であることが示せた．従って � � � である．また � は ���.���	 だ
から� の ���.���	 としての最小性から� � � でもある．以上で� "� が示せた．

上の証明で，� が積をとる演算で閉じていることだけで� も積について閉じていること
がいえた．従って � がもし � を含んでいれば，和についても閉じていることが�� 7��
��

の法則から容易にわかる．これを定理の形で書いておこう．

定理 ���� 集合族 � を積集合をとる演算で閉じているとする' � � � � � � 
 � � � (

このとき � を � を含む ���.���	 で � � � ならば� � �%� & である．
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定理 ����� � ' �
�
 � ' � � +���&' �����
�
/� とする．ここではすべての � � � につい
て �%�& �� としていることに注意しよう．� を � を含む最小の ���
�
 とする．� 上で
定義された非負値関数  が ��加法性をみたし，� 上では � "  が成り立っていれば，�
全体で � "  が成立する．

この定理は � への拡張の一意性を言っている．

証明 任意に � � � をとり

�� " 
� � �# �%� 
 �& "  %� 
 �&�

とおく．� は �
�
 だから � � �� は明らか．また �� が単調族であることも   � の ��

加法性から確かめられる．よって 定理 �(� から �� " � が示される．
さて，� が � の可算個で覆われるから，� � � に対し� の可算増大列 �� がとれて，�
�� � � とできる．上の結果から

�%� 
 ��& "  %� 
 ��&

だから 	�� として �%�& "  %�& を得る．

さて元の問題に戻って， � を �
�
 � 上の完全加法的な測度とする．これから外測度を
作って � %��& を定義すると，�� は完全加法的な測度となる．また �� を � の元 � で
�%�& �� となるもの全体とする．�� も �
�
 となることは容易に分かる．上の定理から �

の ��加法的な拡張は �� を含む最小の ���
�
 %これを � とする&の上で一意的であること
がわかる．
一意性は �� を含む最小の ���
�
 の上で成り立つ．� " 
%�� �,# �� � � � � ��� とし

て，� を空集合以外は� と定義する．非常に極端な測度であるが，このときは �� は空集
合しか存在しない．� を含む最小の ���
�
 は 8���� ����
���� となるが，この上には，空
集合以外は無限大という測度と，)����
�
 	������ という測度が存在する．両者は � 上で
は一致するので拡張の一意性の成立しない例になっている．
また � が ��有限であれば �� を含む最小の ���
�
 � は � を含む．これは �� � � と

なる列 �� � �� が存在するから，� � � は � 
 �� � � となることからわかる．さらに
� � � も示せるから � は ����
���� となり，� ＝�%� & が成り立つ．従って � は �%� &

上へ一意的に拡張できることがわかる．
ここで ��有限の定義を与えておこう．� � ��  � ' � � +���,(

� 
� ��有限 	
��� ��� � � �(�( �%��& �� � "
��

�����(

�� ��	
�
�
� ��� �
�
�

� " 
%�� �,#�� � � � � ���
� � � � � � 
� � �  � �� は � の有限個の �
�0�
�� ��
�� で表される．

定義 ���� 
 � �� 
� )����� � ��	
�


	
���



�( ��	
�
�
� ��� �
�
� ��

%
& � � 
 (

%

& � � � 
 � � 
 � � �

%


& � � � 
 � � �� は 
 の有限個の �
�0�
�� ��
�� で表される．

命題 ���� � " 
�! � ' � ��	
�
�
 �* 
  �' � ��	
�
�
 �* ! 
 " 
���# � � � � � � � �
とすると，
 は ��	
�
�
(

証明 � � 
 は明らか．� � � �  � " � � のとき

%���& 
 %� �"& " %� 
 �&� %� 
"& � 


は明らか．� " %���& � %� �"& として � が 
 の有限個の直和出かけることを示そう．

� " 
%� � �&� �� 	 
%� 
 �&� %� �"&�

である．� � � � �" は � および � の有限個の直和でかけるから � は 
 の有限個の直
和でかける．

命題 ��
� 
 ' � ��	
�
�
 �' �3� ��� �* ��� -�
�� �
�0�
�� ��
�� �* 
 � � 
� � �
�
(

証明 � � � � � � 
� � � は明らか．� � � � � � �� � � を示す．

� "
��

���

��� �� � 
 � �
�0�
�� 

� "
��
���

��� �� � 
 � �
�0�
��

とする．

� �
��
���

�� "
��

���

%�� �
��
���

��&

である．��	
�
�
の性質から �� ��� � � で，� は有限個の 
������)�
�� で閉じているから
� ���

����� � � である．
命題 ���� 
 ' � ��	
�
�
  ' -�
���. ���
�
/� �� 
  �' �3� �
�
 
�������� �. 
 ( � � � に
対し

 %�& "
��

���

 %��&� 53��� � "
��

���

�� �� � 
  �
�0�
��(

とする．このとき  は 5������-��� で � 上で -�
���. ���
�
/�(

さらに  が 
 上で �����
�
/� ならば，� でも �����
�
/�であり， は �%
& " �%�& に
�����
�
/� に拡張できる．



�� 第 �章 測度

証明  が 
 で �����
�
/� ならば，� でも �����
�
/� であることだけ示す．� "
��

����� 

� �� � � �� は �
�0�
�� とする．� の作り方から

�� "

�
���
���

��
�� ��
� � 
 ' �
�0�
��

と表される．また � に対しても

� "
��
���

��� �� � 
 ' �
�0�
��

と表される．

� "
��
���

��
���

�
���
���

%�� 
 ��
�& %�
�0�
�� ��
��&

であるから，
 での �����
�
/
�. から

 %�& "
��
���

 %��&

"
��
���

��
���

�
���
���

 %�� 
 ��
�&

"
��
���

��
���

�
���
���

 %�� 
 ��
�&

"
��
���

 %��&� %� �� "
��
���

�
���
���

%�� 
 ��
�&' �
�0�
�� ��
��&

これから定理 �(� を使えば  は �%�& に �����
�
/� に拡張される．

さて，最初の問題に戻って� " � � " 
%�� �,# �� � � � � � �� � ' � � � を単調
増大右連続，�%%�� �,& " �%�& � �%�& の場合を考えると，今までの結果から � は �%� & に
�����
�
/� に拡張できる．

�' � の開集合全体

� " �%�&

)��
	 � " �%� &

� � の元は開区間の可算個の和集合で表される．また各階区間は %�� �& "
��

���%�� �� �
�
, �

�%� &

%�� �& "
��
���

%�� �� �



, � �%� &



�( 測度の完備化 ��

と表されるから � � �%� &( 従って �%�& � �%� &(

逆に %�� �, � � は

%�� �, "
��
���

%�� �2
�



& � �%�&

と表されるから � � �%�&( 従って �%� & � �%�&(44

一般に位相空間� に対して，開集合を含む最小の ����
����� " �%�&を 8���� ����
����

とよぶ．�%�& とかくこともある．

定理 ���� � ' � � � を単調増大右連続のとき �%%�� �,& " �%�& � �%�& となる測度が � 上
に一意的に存在する．特に �%�& " � のとき，即ち �%%�� �,& " �� � となる測度を�����
��

測度という．以後 �����
�� 測度 %�次元&を � で表す．

証明 一意性は ��有限に注意して定理 �(�� を用いればよい．

�� 測度の完備化

%��� � �&' � 	������ �1�)�

�' � �1�)�

� ' � ����
����

�' � 	������ �� � %
(�( �����
�
/�&

�' �.		���
) �
�����)� を次で定める．��� " %� ��& 	 %� � �&

定理 ���� %��� � �&' � 	������ �1�)�( �� � � �� � � �(�( � � � ��%�& " �%�&( ここ
で �� は外測度である．

証明

��%�& " 
�*
�%�&# � � � � � � ���

��%�& � �& のときだけ示せばよい．�� � �  �� � � �%��& � ��%�& とする．� "��
����� � � とおくと � � � で

��%�& � �%�& � �
	
���

�%��& " ��%�&�

� %�& '" 
� � �# ��%� & " ��
� �� %�& " �%� 	� %�&&' � と � %�& を含む最小の ����
����

� �
� '" 
� � �# � �� � � �(�( ��%���& " ��
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命題 ���� � �
� " � �� %�&(

証明 �� � � %�& � ��
����� � � %�& に注意する．

)��
	 � � �
� � � �� %�&

� � � � �
� ならば �� � � �(�( ��� � � %�&(

� " %�
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	 %� �
 

�

�&& � %� �
 

�

�& � � �� � ��

)��
	 � � �� %�& � � �
� (

� �  � %�& � � �
� は明らか．�

�
� が ����
���� であることを示す．�� � � �

� とする．
��� � � �(�( ����� � � %�&( ここで

%
��
���

��&�%
��
���

��& �
��
���

%�����& � � %�&�

よって
��

����� � � %�&(

� � � �
� に対し � � � を ��� � � %�& ととり

9�%�& " �%�&

で定める．

定理 ��
� %�� 9��� �
� & は測度空間である．

証明 まず 9� が 5������-��� であることを示す．� � � �
� に対し � � � � を ��� 

��� � � %�& となるようにとる．すると

��� " %���&�%���& � � %�&�

これから �%�& " �%�& が成り立つ．
次に �� � � �

� を �
�0�
�� とする．また �� � � を ����� � � %�& となるようにとる．
すると

�� 
 �� � %�����& 	 %�����& � � %�&

が成り立つ．�� " �� � %	���
�����& とすると �� は �
�0�
�� で �%��& " �%��& となる．また

� " 	��� " 	��� である．よって

9�%�& " �%�& "
��
���

�%��& "
��
���

�%��& "
��
���

9�%��&�

9�を � の完備化という．� � � �
�  9�%�& " � とする．すると任意の � � � に対し � � � �

�

となる．この性質を持つ測度を完備な測度という．上の手続きは，任意の測度から完備な測
度を作る手続きを示しているわけである．



�( �����
�� 測度と非可測集合 ��

�� �����
�� 測度と非可測集合
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� �, �%��& " %�

�
&�

�� ' �%��& " %�
�
&�

� " 
������ � �%��& " %�
�
&��� �%�& " �
	��� �%��& " �

� の濃度は � と同じ．この濃度を � とかく．

定理 ���� �����
�� 可測集合� %��& の濃度は ��(

証明 :����� ��� � の部分集合はすべて� %��& に属する．

定理 ���� �����
�� 非可測集合が存在する．（但し，証明には選択公理が必要）

証明 � " ��� とする．� の濃度は � と同じ �( # � � の代表元 �� を +�� �& からとる（選
択公理が必要）．� " 
��# # � �� とおいてこれが非可測を示す．

)��
	 � +�� �& �
�
���
�����

%� 2 $& � +��� �&

� �� � +�� �& に対し �# � � �(�( � � �� 2 � ( � �� � +�� �& より $ " � � �� とおけば
$ � �  !$! � � である．

� � " �� 2 $ � � 2 $� � +�� �& �
�
���
�����

%� 2 $&�

また
�
���
�����

%� 2 $& � +��� �& は明らか．

)��
	 � $ % � �  !$! !�! � � $ �" � � � 2 $ 
 � 2 � " �(
� � � � 2 $ 
 � 2 � をとる．� " �� 2 $ " ��� 2 �( �� � ��� " �� $ � � ( よって �� と

��� は同じ同値類に属すことになり矛盾．44

� が可測ならば，� 2 $ も可測で �%�& " �%� 2 $& である．
%�& �%�& " � のとき
� " �%+�� �&& �

�
���
�����

�%� 2 $& " �( 矛盾．

%�& �%�& � � のとき
� " �%+��� �&& �

�
���
�����

�%� 2 $& " �( 矛盾．
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第�章 積分

�� 単関数

%��� &' � 	��������� �1�)�

�' � �1�)�

� ' � ����
���� %� が位相空間のときは 8���� ����
���� にとることが多い&

��' 
��
)���� *��)�
�� �* � ��� �

��%�& "

�
�� � � ��
�� � �� ��

� ' � � �

� は単関数
	
��� � "

�
����
 ���

�����
� �� � �� �� � �

�' � 	������

� は ��単関数
	
��� � "

�
����
 ���

�����
� �� � �� �� � � � �%��& ��

注意 ���� 上の �� は �
�0�
�� に取ることができる．

単関数 � "
�

����
 ���

�����
 �� � � に対し � による積分を

�
��� "

�
���%��& � +���,

で定める．%� � � " � と規約する&

�  # を単関数，� � � � � のとき次が成り立つ．�
%� 2 #& �� "

�
� ��2

�
# ���

�� �� " �

�
� ��
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�
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�
!� ! ��

� � # �
�
� �� �

�
# ���

%��� & %
��&' 	��������� �1�)��

� ' � � 


� 
� 	���������
	
��� �� � �' ���%�& � �


 " � のとき � として 8���� ����
���� をとる．%以後特に断らない&

%��� � �&' � 	������ �1�)�

� ' � � +���,' 	����������
� �� '" ��1


�
# ��# � � # � �� #' �
	1��� %�(�&

命題 ���� � � � 	��������� とする．このとき単関数列 
��� で � � �� � � となるものが
存在する．またこの条件をみたす任意の列 
��� に対し



�� �� �



� �� となる．

証明

��
� " ���%%



��
�

 2 �

��
&� 
 " �� �� � � � � 	�� � �

�� " ���%%	��,&

と定め

�� " 	��� 2
�
�




��
�����

とすると �� � � は明らかである．
)��
	 � ' 	��������� #' ���
	1�� � � # � �  &� � � � �
	���



&� �� �



# ��

� # "
�

� �����
 ��' �
�0�
�� とする．

�
	
���

�
&����

�� �
�
#���

�� " ���%��&

を示せばよい．�� � � に対し，�� " 
� � ��# &�%�& � �� � �� とおく．&� � � � # より
	��� " ��( よって �
	��� �%��& " �%��& となる．�

&����
�� �

�
%�� � �&��� �� " %�� � �&�%��&�

従って

�
	
���

�
&����

�� � %�� � �&�%��&�



�( 単関数 ��

� � � は任意であるから

�
	
���

�
&����

�� � ���%��&�

集合の族 � が ���
�
 とは次の条件をみたすことであった'

%
& � � �
%

& � � � � � � �� � �

%


& �� � � 	 " �� �� � � � � 	��� � �
注意 ���� � � � は仮定しない．もし � � � ならば ����
���� となる．

例 ���� � " � � " 
� を含まない 8���� 集合全体 � は ���
�
 であるが ����
���� では
ない．

定理 ���� %��� & %
��& を可測空間．� " �%� & とする．このとき

� が可測 � �� � � ' ���%�& � � �

また �  � が ���
�
 の場合も同様．ただし，上の仮定は � が � を含む最小の ���
�
 で
あるとする．

証明


 " 
� � 
 # ���%�& � � �
とする．� � 
 が仮定．
 が ����
���� であることを示せばよい．
  � � 
 は明らか．
�� � 
 ならば

���%
��
���

��& "
��
���

���%��& � �

より
��

����� � 
 である．また � � 
 のとき
���%
 � �& " � � ���%�& � �

より 
 � � � 
 となる．
� " � で �%� & " �%�& となる例．


%���&# � � ��

+���&# � � ��

%��� �,# � � ��

%��� �&# � � ��

従って � の可測性をいうには 
�# �%�& � �� が可測であることを示せばよい．
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命題 ��
� %��� & を可測空間，�� ' � � +����,を可測関数の列とする．このとき 
�*� �� 

��1� �� �
	� �� �
	� �� は可測である．

証明

%
�*
�
��&��+��� �& "

�
�

���� +��� �&

%��1
�
��&��+��� �, "

�
�

���� +��� �,

であることに注意すれば 
�*� �� ��1� �� の可測性が示せる．

%��� & %
��& %!�� & が可測空間のとき �  #' 可測 � #Æ� ' 可測'

%��� &
����� %
��&

����� %!�� &

また，%
��& %!�� & が可測空間のとき

� " � '" �%
� � �# � � �� � � � �&
を 1����)� ����
���� という．

� ' %��� & � %
��& 可測

# ' %��� & � %!�� & 可測

このとき � と # を組にした関数

& " %�� #& ' %��� & � %
 � !�� " � &

も可測となる
� � � � � � � のとき &��%� � �& " ���%�& 
 #��%�& � � となるから．44

命題 ���� %��
 & %
�� &を位相空間，! " ��
 に積位相 � を入れる．このとき�%�&"
�%
 & � �%!&( %
  �  � は開集合の全体を表している．& また � 
 が第 �可算公理をみ
たせば�%�&"�%
 & "�%!& が成り立つ．

証明 � � 
  � � � ならば �� � � � %
(�( ! の開集合& であるから

�%
�� �# � � 
 � � � � � � �%� & " �%!&

� �%�&"�%
 & � �%!&�

また � 
 が第 �可算公理をみたせば � � � は
� "

�
���

%�� � ��&� �� � 
 � �� � � �

よって � � �%�&"�%
 & であるから

�%!& " �%� & � �%�&"�%
 &�



�( 単関数 ��

�  # ' %��� & �� �' 可測 � � 2 # � � #' 可測

�

� � �

�

� � �  %�� �& �� �2 � � �

� � �  %�� �& �� �� � � �

�

#

2

�

同様に �  # が可測ならば，��# も可測となる．但し，このときは # �" � とする．

命題 ���� %��� � �&' � 	������ �1�)� �  # ' � � +��2�, が可測ならば�
%� 2 #& �� "

�
� ��2

�
# ��

証明 命題 �(�より �� #�' �
	1�� *��)�
��� �� � �  #� � # をとる．明らかに �� 2#� � � 2#

だから �
%�� 2 #�& �� �

�
%� 2 #& ���

ところで �
%�� 2 #�& �� "

�
�� ��2

�
#� �� �

�
� ��2

�
# ��� %� 命題 �(�&

これから求める結果を得る．

一般に � ' � � +����, に対しては次で積分を定義する'

�� " � � �� �� " %��& � �� � " �� � ��

と表す．ここで � � � " 	�!
�� �� である．このとき�
� �� "

�
�� ���

�
�� �� %�(�&

と定義する．但し，右辺のすくなくとも一方は有限であることを仮定し，


�� �� "



�� �� "

� のときには定義しない．さらに

�
�%�� �& '" 
� ' ��� � 	��������� 

�
!� ! �� ��� %�(�&

と定める．� � � �%�� �& のとき � を可積分であるという．

定義 ���� %��� � �&' � 	������ �1�)� %
��&' � 	��������� �1�)� ' ' � � 
 ' � 	���������

	�1( このとき
�Æ'��%�& '" �%'��%�&&� � � �� %�(�&

を � の像測度 %
	�
� 	������& という．
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定理 ���� � ' 
 � +����, を可測関数とする．このとき�
�

� �%�Æ'��& "

�
�

%� Æ' & �� %�(�&

が成立する．

証明 命題 �(� より，単関数のときを示せばよい．線型性から特に � " ��� のときを示せば
よい． �

�

� �%�Æ'��& " �%�Æ'��%�& " ��%'��%�&&�

ところで � Æ' " ���%' & で ' %�& � � � � � '��%�& に注意すれば

��%' %�&& " ����
��%�&

が成り立つ．よって �
�

%� Æ' & �� "

�
�

�����
��%�& �� " ��%'��%�&&�

これで両辺が等しいことが示せた．

�� 積分に対する収束定理

%��� � �&' � 	������ �1�)�

� � � に関する命題が
「ほとんど至るところ %�(�( " ��	��� �/��.53���& 成立する」 � �%�& " � となる集合 �

が存在して � �� � のすべての � に対して成立する．
�(
( � " # �(�( � �%
�%�& �" #%�&�& " �

上のことを �%� �" #& " � のように略記することが多い．

定理 ���� %単調収束定理 %7������� )��/��
��)� �3����	&

�� � ��
�
���� � �� � �
	

���

�
�� �� "

�
� ���

証明 �� � �� を新たに �� として �� � � の場合を示す．命題 �(� より単関数列 ��
� で
��
� � �� となるものをとる． �

��
� �� �
�
�� ���

#� " ��
� � ��
� � � � � � ��
� とおく．すると

#� � �� �

�
#� �� �

�
� ��

一方 #� � �� だから �
#� �� �

�
#� �� �

�
� ��

から


�� �� �



� �� が従う．



�( 積分に対する収束定理 ��

定理 ���� %;����<� ��		�& �� � � ならば�
�
	
���

�� �� � �
	
���

�
�� ���

証明 #� " 
�*��� �� とすると #� � �
	
���

��( よって�
#� �� �

�
�
	
���

�� ���

ところで


�� �� �



#� �� だから

�
	
���

�
�� �� � �
	

���

�
#� �� "

�
�
	
���

�� ���

定理 ��
� %����=��<� ��	
����� )��/��
��)� �3�����	& �� # � � �%��� � �& !��%�&! � #%�& 

�� � � �(�( ならば � � � �%��� � �& で

�
	
���

�
�� �� "

�
� ���

証明

&� " 
�*
��# ( � 	�

� " ��1
��# ( � 	�

とおく．&� � �� � 
�( &� � �  &� � �!#! より 

&� �� � �� である．よって単調収束定理

より， �
&� �� �

�
� ���

逆に �
� を考えれば �
� � �� ( �
� � �!#! より � 
 
� �� � �� である．

�
�

� �� � �

�
� ���

�

�

� �� �

�
� ���

ところで �
&� �� �

�
�� �� �

�

� ���

これから

�
	
���

�
�� �� "

�
� ��

が従う．

例 ���� � " %�� �& � " � �� " 	�
�
 �
�
� とすると �� � � であるが�
�� �� " � �� ��

%!��! � # となる # � � � は存在しない．&
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�	���� の定理

関数列 
��� が概収束するときに次の �
���� の定理が成り立つ．

定理 ���� %��� � �& を有限測度空間とする．��値関数列 
��� が � に概収束するとき，任
意の � � � に対し �%� � �& � � となる集合 � が存在して，�� は � に � 上で一様収束す
るように出来る．

証明 ( 	 � � に対して

��
� " 
� � �# !��%�&� �%�&! � �

(
�� � 	��

条件から ( を固定するとき �%� � ��
�& � � である．%有限測度を使っている&．そこで (

に対して 	 " 	%(& を選んで

�%��
�
��& � �

��

ととる．� "
�

���
�
�� とおくと

�%� � �& �
�
�

�%� � ��
�
��& �
�
�

�

��
" ��

� 上で一様収束していることは明らかだろう．

有限測度の場合はこの定理を用いて��	
����� )��/��
��)� �3����	 を証明することも可
能である．

積分記号下での微分

さて，収束定理の応用として積分記号下での微分について述べよう．%��� � �& を測度空
間として，) � * " % � +& でパラメーター付けられた関数の族�%�� )& が与えられているとす
る．�%�� )& � � �%�& を仮定して

� %)& "

�
�%�� )& ��%�& %�(�&

の微分可能性の問題を考える．

定理 ���� 関数 �%�� )& は � の関数としては可積分，) の関数として微分可能であるとし，さ
らに � 上の可積分関数 ,%�& が存在して !��


��

��
! � ,%�& が成り立っているとする．このと

き %�(�& で定義される関数 � %)& は微分可能で

�

�)

�
�%�� )& ��%�& "

�
-�%�� )&

-)
��%�&

が成り立つ．



�( 積分に対する収束定理 ��

証明 任意の )� � * を固定すると，仮定から

�
	
���

�%�� )� 2 &&� �%�� )�&

&
"
-�%�� )�
-)

であるから，可測関数の極限として ��


��
��
も可測である．また平均値の定理より

�%�� )� 2 &&� �%�� )�&

&
"
-�%�� )� 2 .&&

-)

となる . � %�� �& が存在する．& は十分小さいところで考えればよいので . は � & に依存す
るが )� 2 .& � * である限り 				�%�� )� 2 &&� �%�� )�&

&

				 � ,%�&

が成り立つ．これから定理 �(�を用いて

�
	
���

�
�%�� )� 2 &&� �%�� )�&

&
��%�& "

�
-�%�� )�&

-)
��%�&

が示せる．& は連続的に動かしているが，� に収束する任意の列についていえればよいので
このことが示せる．

ここで一つ例を挙げよう．

� %)& "

� �

�

/��
 �
��

�
��

とする．被積分関数を ) で微分すると �/��
 �
� � だから ) を %���& で考えれば定理の条件
をみたしている．例えば ,%�& として /��
 が取れる．従って ) で微分して

� �%)& " �
� �

�

/��
 �
� � ���

ところで � �

�

/��
%)�� � 2 0 �
��& �� "

� �

�

/��
/�
 �� "

� �

�

/
����
 ��

"

�
�

0� )
/
����


��
�

" � �

0� )
"

) 2 0

)� 2 �
�

これから � �

�

/��
 �
�� �� "
�

)� 2 �
�

つまり � �%)& " � �
����

( 原始関数を求めれば

� %)& " � ��)��� )2 ��

)�� として � %)& � � なので � " �
�
( よって� �

�

/��
 �
� �

�
�� "

1

�
� ��)��� )

が示せる．
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�� 積測度

%��� � �& %
��� 2&' 測度空間
3%� � �& " �%�& " 2%�& となる測度 3 が構成できることを示す．この測度を積測度

%1����)� 	������& という．ここでも � � � " � � � " � とする．
� " 
���# � � � � � � �� は ��	
�
�
 である．

定理 
��� 3 は � で完全加法的である．

証明 � � �  � � � をとり

�� � "
��
���

�� � �� %�
�0�
��&

�� � � � �� � �

と表されたとする．

��%�&��%�& "
��
���

���
%�&���

%�&

である．� を固定して 2 で積分して�
�

��%�&��%
"

��%�&2%�&

�& �2%�& "
��
���

�
�

���
%�&

"�
�

���
%�&2%��&

���
%�& �2%�& %	������� )��/��
��)� �3����	&

さらに � で積分して

�%�&2%�& "
��
���

�%��&2%��&�

� を � で生成される �
�
 即ち � の元の -�
�� �
�0�
�� ��
��

� � 
 より � は ��
���� となり第 �章定理 �(� より 3 は �%� & " � "� に ��加法的
に拡張できる．さらに � 2 が ��-�
�� ならば拡張は一意的である．

定理 
��� �%�& �� 2%
 & �� とする．このとき � � � "� に対し，�
�


�
�

��%�� �& ��%�&

�
�2%�& "

�
�


�
�

��%�� �& �2%�&

�
��%�&� %�(�&

%ここでは関数の可測性も定理の主張の中に含まれる&



�( 積測度 ��

証明

� " 
� � � "�#

�
�


�
�

��%�� �& ��%�&

�
�2%�& "

�
�


�
�

��%�� �& �2%�&

�
��%�&�

とおく．まず � " �� � � � �  � � � のときは � � � である．実際�
�


�
�

��%�&��%�& ��%�&

�
�2%�& " �%�&

�
�

��%�& �2%�& " �%�&2%�&�

同様に �
�


�
�

��%�&��%�& ��%�&

�
�2%�& " �%�&

�
�

��%�& �2%�& " �%�&2%�&�

� が ��� の形の有限個の直和でかけるものも含むことは明らか．
次に� は単調族である．実際 �� � �  �� � � ならば単調収束定理より � � � が分かる．

もう少し説明すれば � を固定したとき ���%�� �&は � の可測関数で各点 � で ��%�� �&に収束
する．従って � の関数として ��%�� �& は可測である．%つまり切断面 �	 " 
� � �# %�� �& �
�� � � (& さらに単調収束定理から�

�

���%�� �& ��%�& �
�
�

��%�� �& ��%�&

左辺は � の可測関数であったから，その極限として右辺も可測関数になる．以上のような議
論により � � � が示せるわけである．
�� � �  �� � � のときも �%�& � � 2%
 & � � より �� � � �%�& �� � � �%2& から

�����
��<� ��	
����� )��/��
��)� �3����	 から � � � が示せる．
以上で � は ��� の形の集合およびその有限直和を含み，さらに単調族であるから第 �

章定理 �(� から � "� に一致することがわかる．

定理 
�
� %��� � �& %
��� 2& を ��有限測度空間．このとき 3 は � "� に一意的に拡張
できるが，� � � "� に対し

3%�& "

�
�


�
�

��%�� �& ��%�&

�
�2%�& "

�
�


�
�

��%�� �& �2%�&

�
��%�&� %�(�&

証明 � 2 が有限測度のとき

 %�& "

�
�


�
�

��%�� �& ��%�&

�
�2%�&

で定めると，単調収束定理より  は ��加法的である．また

 %�� �& " �%�&2%�&

が成り立つ．拡張の一意性から 3 "  が成立する．
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� 2 が ��有限のときは�� � � �� � 
  �%��& �� 2%��& �� となる�� �� をとり，
上の結果から

3%� 
 %�� � ��&& "

�
�


�
�

��	
��
���%�� �& ��%�&

�
�2%�&

"

�
�


�
�

��	
��
���%�� �& �2%�&

�
��%�&�

	�� として単調収束定理より

3%�& "

�
�


�
�

��%�� �& ��%�&

�
�2%�& "

�
�


�
�

��%�� �& �2%�&

�
��%�&�

定理 
��� %;��
�
�>�����
& %��� � �& %
��� 2& を ��有限測度空間．� ' � � 
 � +���,' 可
測，または � � � �%� � 
�� "�&� �� 2& のとき�

� �%�� 2& "

�
�


�
�

�%�� �& ��%�&

�
�2%�& "

�
�


�
�

�%�� �& �2%�&

�
��%�&� %�(�&

ここで � � � � の場合は


�
�%�� �& ��%�& は 2��(�( で有限，



�
�%�� �& �2%�& は ���(�( で有

限である．

証明 � が指示関数の場合は定理 �(� で示した．これから単関数の場合も容易である．非負
の場合は単調収束定理から成り立つ．� � の場合は，正，負の部分に分けて考えれば明らか
である．

完備な測度を扱うときは ;��
�
の定理は多少注意が必要である．本質的なところは終わっ
ているので概略だけ述べる．まず関数に関して次のことに注意しよう．

命題 
��� %��� � �& を測度空間とし，%� �
� � 9�& を完備化とする．� ' � � +����, に対して

次は同値'

%
& � は � �
� 可測．

%

& � �可測関数 �  � が存在し � � � � �  �%� �" �& " �(

証明 %
& � %

& � � � の場合を示せばよい．� � 単関数の列 �� が存在して �� � � とで
きる．�� は単関数だから �� " ��
������

とかける．� �
� は � の ��完備化であるから��
� 

��
� � � で

��
� � ��
� � ��
�

かつ �%��
� ���
�& " � となるものが存在する．そこで �� " ��
������
 �

�
" ��
������

とおけ
ば �� � �� � �

�
かつ �� " �

�
���(�( である．ここで

� " �
	
�
��



�( 積測度 ��

� " �
	
�
�
�

とおけば �� が �(�( で収束するから � � � � �  � " � ���(�( が成立している．
%

& � %
& 条件から任意の �に対して 
� � �� � 
� � �� � 
� � �� である．仮定から

�%
� � �� � 
� � ��& " � であるから 
� � �� � � �
� が従う．

%��� � �& %
��� 2& を完備測度空間とする．さらに � "� の 3 " �� 2 による完備化
を� とする．

命題 
��� � � � が 3%�& " � をみたせば ���(�( � に対し 2%�
& " � 2��(�( � に対し
�%�	& " �( ここで �
 " 
� � 
 # %�� �& � �� �	 " 
� � �# %�� �& � ��(
証明 測度の完備化の成立から � � � で 3%�& " 3%�& " � となる� � � "� が存在する．
よって定理 �(�から

���(�( � に対して 2%�
& � 2%�
& " �

2��(�( � に対して �%�	& � �%�	& " �

が成り立つ．

完備化したものの ;��
�
 の定理は次のように定式化される．証明は上の命題を使えば明
らかであろう．

定理 
��� %��� � �& %
��� 2& を 完備 ��有限測度空間．%� � 
�� "�� �� 2& の完備化を
%� � 
�� � 3& とする．
� ' � � 
 � +���,' � �可測，または � � � �%� � 
�� � 3& のとき ���(�( � に対し

�
 は ��可測，2��(�( � に対し � 	 は � �可測．さらに � �� 

�
�%�� �& ��%�& は ��可測，

� �� 

�
�%�� �& �2%�& は � �可測 で次が成立する'�
� �%�� 2& "

�
�


�
�

�%�� �& ��%�&

�
�2%�& "

�
�


�
�

�%�� �& �2%�&

�
��%�&� %�(�&

ここで � � � � の場合は


�
�%�� �& ��%�& は 2��(�( で有限，



�
�%�� �& �2%�& は ���(�( で有

限である．

今までは二つの測度の積を扱ったが，二つでなく一般の個数の直積に対しても同様のこと
が成り立つ．

定理 
��� %������ ��&' ��-�
�� 	������ �1�)�� 0 " �� � � � � 	( � " �� � � � � ��� 上で � を

�%�� � � � � � ��& " ��%��& � � � � � ��%��& �� � ��� � � � � �� � �� %�(�&

と定めると，� は � " �� " � � � " �� に一意的に ��加法的に拡張され � � � または
� � � �%�� �& のとき�

�

� �� "

�
��



� � �


�
��

�%��� � � � � ��&��%��&

�
� � �

�
���%��& %�(�&

が成立する．
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�' �3� �����
�� 	������ �� �

�� " �� � � � � �� �� �
�

' �3� �����
�� 	����� �� �� (

�� 上の �����
�� 測度について測度論的に具体例を見ていく．'� ' �� � �� を '�� " ��

� � � で定める %�倍する&．
)��
	 �( �Æ'��

� " ���� %体積が ��� される&．
�

�Æ'��
� %%��� ��,� � � � � %��� ��,& " �%%

��
�
�
��
�

,� � � � � %
��
�
�
��
�

,& "
�

��
�%%��� ��,� � � � � %��� ��,&�

これから �Æ'��
� " ���� が従う． 44

中心 � 半径 $ の閉球 を次の記号であらわす'

��%�� $& " 
� � �� # !�� �! � $��

)��
	 �( ��%��%�� $&& " $���%��%�� $&&(

� '��
� %��%�� $&& " ��%�� $& だから

%��Æ'��
� &%

"
$����%��%�� $&&

��%�� $&& " ��%��%�� �&&�

よって ��%��%�� $&& " $���%��%�� �&&( 44

4� " ��%��%�� $&& とおこう %	次元単位球の体積&．

� ' �� � +���& を �%�& " !�! で定める．

)��
	 �( �%��Æ���&%$& " 	4�$
����$(

�

%��Æ�
��&%%�� �,& " ��%��%�� �& ���%�� �&& " 4�%�� � ��& "

� �

�

	4�$��� �$�

よって

��Æ�
�� " 	4�$��� �$�

この場合に定理 �(�を適用すれば�
��

�%!�!& ���%�& "

� �

�

�%$&	4�$
��� �$�

半径だけの関数の積分は �次元に帰着できる．



�( ���
��������� 積分 ��

4� の値は？ 4� " � 4� " 1 4� " �
�
1( 一般の 4� の計算は正規分布を用いて計算できる(�

��

/�


�
�
�

"�
�

/�
�
� ��� � � �

"
�
�

/�
� ��

��

�
�

/�
�� ���

����
����� "

� �

�

/���	4�$
��� �$

ここで ? 関数が必要になる．右辺で ) " $� として変数変換すると� �

�

/���	4�$
��� �$ "

� �

�

/��	4�)

���� � �

�
�) "

	4�
�

� �

�

/��)
�
�
�� �) "

	4�
�

?%
	

�
&�

ここで ? は

?%�& "

� �

�

/��)!�� �)

で定義される．自然数 	 に対して ?%	& " %	� �&@ となるので，階乗の一般化である．特に

?%
�

�
& "

� �

�

/�
� �� "
#
1

である．従って上の 	 のときの関係式は

	4�
�

" 1� ��

� 4� "
�1� �

	?%	��&
�

注意 
��� 	4� は 	� �次元球面の表面積である．

�� ���
��������� 積分

積分 � �� 

��� は次の線形性をみたす'�

% � 2 +#& �� "  

�
� ��2 +

�
# ���  � + � � %�� � &(

� の関数と見れば線型汎関数である．この節では線型汎関数から測度が定まることを示すこ
とを目標とする．

測度 $� 線型汎関数

� を一般的な空間として
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� ' � 上の実関数の集まり．

� が実ベクトル空間 	
��� �  # � �    + � � に対し  � 2 +# � � (

� がベクトル束 	
��� %
& � はベクトル空間
%

& �  # � � � � � # � �

ここで � � # " 	�!
�� #� � � # " 	
�
�� #�(
例 ���� %�& %��� � �& が測度空間のとき � �%�� �& はベクトル束である．

%�& � が位相空間のとき，��%�& %有界連続関数全体& はベクトル束である．

定義 ���� * ' � � � が次をみたすとき前積分 %1���
���
���& という'

%�& * は線型' *% � 2 +#& "  *%�& 2 +*%#&(

%�& * は非負' � � � � *%�& � �(

%�& �� � � � *%��& � � %一種の連続性&

%�& の条件は各点収束の意味である．

* がこれらの条件をみたすとき，測度 � が存在して *%�& "


� �� と表されることを目標

とする．

注意 ���� 5 をコンパクトな空間として � " �%5& としたとき，%�& %�& から %�& は自動的
に従う．
� �� � � とする．�
�
の定理から �� は � に一様収束する．�� " %��%� とおけば �� � �

である．よって

� � *%��& � *%����& " ��*%��& � �� ��

5 " +�� �, � � �%+�� �,& に対し *%�& "

 �

�
�%�& �� %�
�	��� 積分& としたとき，* は %�& 

%�& をみたし，従って %�& もみたす．従ってこれから測度が定まるが，これが �����
�� 測度
である．

さて，測度の構成のために準備をする．� から � � � の部分集合を次のように定める'

�  # � �  � � # のとき

+�� #& " 
%�� )& � � � �# �%�& � ) � #%�&�� %�(�&

これから
� " 
+�� #&# �� # � � � � � #� %�(�&

とし，� 上の関数 2 を
2%+�� #&& " *%#&� *%�& %�(�&

で定める．逆に * は 2 を用いて

*%�& " 2%+�� ��&&� 2%+�� ��&& %�(�&

と表すことが出来る．



�( ���
��������� 積分 ��

定理 ���� 2 は � 上 ��加法的で，従って �%� & 上に ��加法的に拡張できる．

証明 � が ��	
�
�
 であることは区間のときと同様．実際

+�� #& 
 +&� 
& " +� � &� � � & � %# � 
&&
であり

+�� #& � +&� 
& " +�� � � %# � &&& 	 +# � %
 � �&� #&

となることから分かる．
次に 2 が � 上 ��加法的であることを示す．

+�� #& "
��
���

+��� #�& %�
�0�
��&

とする．点ごとに考えれば，区間の長さに関しては ��加法的であった %�%)& " ) という関数
に第 �章定理 �(�を用いればよい& から

#%�&� �%�& "
��
���

%#�%�&� ��%�&&

が成り立つ．ここで

&�%�& " # � � �
��

���

%#� � ��&

とおけば &� � � で &� � � である．また線型性から

*%&�& " *%#&� *%�&�
��

���

%*%#�&� *%��&& " 2%+�� #&&�
��

���

2%+��� #�&&�

ところで左辺は条件から *%&�& � � となるから 	�� として

2%+�� #&& "
��
���

2%+��� #�&&

が成り立つ．

� は ����� ベクトル束 	
��� � � � � � � � � �
%���& で � が ���
�
 のとき � ' � � � が��可測である
	
��� � � � 8���� � �� � に対し ���%�& � �(

定理 ��
� � を ����� ベクトル束，* を前積分とするとき，次をみたす � 上の測度 � が存
在する'

*%�& "

�
� ��� � � � � %�(�&

また � は，すべての � を可測にする最小の ���
�
 � 上で一意的である．さらに �� � �
ならば � はすべての � を可測にする ����
���� で一意的である．



�� 第 �章 積分

証明 � � � をとる．

#� " %	%� � � � �&& � �

とおくと #� � ���"�
 であるから

+�� �#�& � 
� � �� � +�� �&�

よって 
� � �� � +�� �& は � で生成される ���
�
 に属する．
ここで

� " ���
�
 
�������� �. 
& � ��� & � �

とおく．また 2 を定理 �(�で構成した測度とし，� � � に対し

�%�& " 2%�� +�� �&&

と定める．� は ���
�
 � 上で �����
�
/� である．
)��
	 �( � � � � � � に対し

2%�� +�� �&& " ��%�&�

� まず � � � � � � に対し

2%
� � �� � +�� �&& " �
	
���

2%+�� �#�&& " �
	
���

*%�#�& " � �
	
���

*%#�&

" �2%
� � �� � +�� �&& " ��%
� � ��&�

次に � � � � � � を固定して


�
� " 
� � �# 2%
� � �� 
 �� +�� �&& " ��%
� � �� 
 �&�

とおく．# � � のとき 
� � �� 
 
# � �� " 
� � # � �� であるから

2%
� � �� 
 
# � �� � +�� �&& " 2%
� � # � �� � +�� �&&

" ��%
� � # � ��& " ��%
� � �� 
 
# � ��&�

即ち 
# � �� � 
�
� である．また 
�
� が ���.���	 であることは容易に分かる．また
� � 
�
� も上のことから明らかである．さらに 
# � �� という形の集合は積について閉じ
ている．以上で第 �章定理 �(� から 
�
� は � を含む．
さて次に � � � をとると，� は 
� � �� の形の可算個の集合で覆える' � � �

�
�� � ��(
#� " �� � � � � � �� とおけば 
#� � �� は単調増大で � を覆っている．

2%
#� � �� 
 �� +�� �&& " ��%
#� � �� 
 ��&�

なので 
 �� とすれば求める結果を得る． 44



�( ���
��������� 積分 ��

)��
	 �( *%�& "


� �� � � � (

� 一般に � ��
	1�� *��)�
�� & "
�

� �����
%��' �
�0�
��& に対し

2%+�� &&& "
�
�

2%+�� �����
& "

�
�

2%�� � +�� ��&& "
�
�

���%��& "

�
& ���

次に � � �  � � � に対し � �単関数 �� � � をとると +�� ��& � +�� �& だから

*%�& " 2%+�� �&& " �
	
���

2%+�� ��&&

" �
	
���

�
�� �� "

�
� ���

一般の � � � に対しては � " �� � �� と分解すればよい． 44

)��
	 �( � は � 上で一意的に定まる．
�

*%�& "

�
� �� "

�
� �6� � � �

と二通りにかけたとする．#� " %	%� � � � �&& � � として #� � ���"�
 より

�%� � �& " �
	
���

�
#� �� " �
	

���

�
#� �6 " 6%� � �&�

ここで � � � に対して


� " 
� � �# �%
� � �� 
 �& " 6%
� � �� 
 �&�

とおくと 
� は ���.���	 で � を含む．よって 
� は � を含んでいる．あとは � の元は

� � �� という形の集合の可算個で覆われていることを使えば，)��
	 � と同様に � 上で �

と 6 が一致することが分かる．これで一意性が示せた．
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