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Pearson 分布族



Pearson 分布族

Definition 1

次の形の密度 ρを持つ分布を Pearson 分布族という:

ρ(x) = exp
{∫ g(x)

f (x)
dx
}
. (1)

ここで g(x)は 1次式で， f (x)は 2次式である．

特に確率密度に限らず，この形の密度を Pearson密
度と呼ぶ．

元々は 12種類に分類されているが，6種類に大別する．

同属の分布に対しスペクトルの類似性が成立する．
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Pearson 分布族の分類 I

6種類の密度（有限測度の場合も正規化していない）

密度関数 区間
1 e−βx2/2 R

2 xαe−βx (0,∞)
3 xα(1− x)β (0, 1)
4 (1+ x2)α exp{β arctan x} R

5 xαe−β/x (0,∞)
6 xα(1+ x)β (0,∞)

4 / 74



Pearson 分布族の分類 II

別の観点からの分類も可能．特に統計に関わる分布が多い．

完全系列 不完全系列
α-系列 正規分布
β-系列 ガンマ分布 極値分布
γ-系列 ベーター分布 F-分布 & Pareto分布 t-分布
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対応する確率過程

生成作用素の係数による分類:

完全系列 不完全系列 特殊関数
α-系列 a = 1 0F1

β-系列 a = x a = x2
1F1

γ-系列 a = x(1− x) a = x(1+ x) a = 1+ x2
2F1

確率過程との対応を考えると

完全系列 不完全系列
α-系列 ブラウン族
β-系列 ベッセル族 ブラック-ショールズ族
γ-系列 ヤコビ族 フィッシャー・パレート族 スチューデント族

6 / 74



生成作用素の表現について



1次元の拡散過程の一般形

1次元の拡散過程の一般形:

A = a
d2

dx2
+ b

d

dx
. (2)

Definition 2

(2)で aが 2次式で，bが 1次式のとき，対応する拡散過
程を Pearson-Kolmogorovの拡散過程，あるいは
Kolmogorov拡散過程と呼ぶ．

aが二次式で，bが 1次式のとき，Fellerの意味での標準測
度 dm= ρdxが Pearson分布になることを Kolmogorovが
注意している．
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生成作用素の表現

生成作用素 Aの表現には，いくつかの流儀がある．これを
次のように分類する．

名前 生成作用素 双対性 微分作用素

Kolmogorov a
d2

dx2
+ b

d

dx

Feller
d

dm

d

ds

d

dm
= − d

ds

∗ d

ds
: L2(dm) → L2(ds)

Stein
(
a

d

dx
+ b
) d

dx
a

d

dx
+ b = − d

dx

∗ d

dx
: L2(ρ) → L2(aρ)
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Feller の双対性と，Stein の双対性

上の Fellerの双対性と，Steinの双対性から次のような対応
が作られる．

Feller’s pair
d

dm

d

ds
←→ d

ds

d

dm

Stein’s pair (a
d

dx
+ b)

d

dx
←→ d

dx
(a

d

dx
+ b)

この pairは，0以外は同じスペクトルを持つ（超対称性）
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Stein の双対の特徴

Steinの双対の計算

d

dx
(a

d

dx
+ b) = a

d2

dx2
+ (a′ + b)

d

dx
+ b′.

aが 2次式で bが 1次式のとき，双対も同じクラスに入る．

Kolmogorov拡散過程は Steinの双対で閉じている
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Doob の h-変換



V = d
dx と

d
dsの同値性

d
ds = aρ d

dx と V = d
dx の関係:

d

ds
: L2(ρ) → L2(1/(aρ))

および

d

dx
: L2(ρ) → L2(aρ).

これらは本質的に同じ作用素と考えられる．
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二つを結ぶのが次のユニタリー作用素である．

U f = aρ f (3)

但しU : L2(aρ) → L2(1/(aρ))と見ている．

Proposition 3

d
ds = UV が成り立つ．また共役に対して ( d

ds)
∗U = V∗ が成

り立つ．
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結局，上のことは次の図式が可換であることを示している．

L2(aρ)

L2(ρ) L2(1/(aρ)) L2(ρ)

D U D∗

d

ds

(
d

ds

)∗
= − d

dm

Figure 1: V と d
dsの同値性
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Doob の h-変換

さて，上のことに注意すると，実は V∗ と − d
dmが同値とな

り，これらを組み合わせれば VV∗ と − d
ds

d
dmが同値であるこ

とが分かる．

Theorem 4

VV∗ と − d
ds

d
dmはユニタリー同値である．即ち次が成り

立つ

VV∗ = −U−1 d

ds

d

dm
U, − d

ds

d

dm
= UVV∗U−1. (4)
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Kolmogorov diffusions の分類

aを 2次式，bを 1次式としてA = a d2

dx2 + b d
dx で生成される

拡散過程を Kolmogorov diffusionsといった．これから分類
を行う．aの次数でまず分類できる．即ち 0次，1次，2次
の 3つに分類できる．

(I) a = 1 on (−∞,∞) ブラウン族
(II) a = x (0,∞) ベッセル族

(III-1) a = x2 on (0,∞) ブラック-ショールズ族
(III-2-a) a = x(1− x) on (0, 1) ヤコビ族
(III-2-b) a = x(x + 1) on (0,∞) フィッシャー-パレート族

(III-3) a = x2 + 1 on (−∞,∞) スチューデント族

この分類に従って以後スペクトルを整理していく．
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(I)ブラウン族



a = 1 b = β ∈ Rの場合

この場合はドリフトつきブラウン運動になる．

b = β ∈ Rで，βをパラメーターとして，次の形の生成作用
素を考える．

A =
d2

dx2
+ β

d

dx
(5)

スピード測度密度は

ρ(x) = exp{
∫
βdx} = eβx (6)

である．また V = d
dx : L2(ρ) → L2(ρ)とすると，その双対は

(
d

dx
)∗ = − d

dx
− β. (7)
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スペクトルを求めよう．次のような変換
I : L2(ρ) −→ L2(dx)を考える．

J f (x) = eβx/2 f (x). (8)

次の図式が可換となる:

L2(ρ)
A−−−−−→ L2(ρ)

J
y yJ

L2(dx)
d2

dx2−
β2

4

−−−−−−→ L2(dx)

(9)
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従ってこの場合のスペクトル集合は

σ(A) = (−∞,−
β2

4
] (10)

となる． d2

dx2 の固有関数は分かっているから Aの固有関数は
e(iλ−β/2)x が固有値 −λ − β2/4に対する固有関数である．さ
らに

d

dx
e(iλ−β/2)x = (iλ − β/2)e(iλ−β/2)x

(
d

dx
+ β)e(iλ−β/2)x = (iλ + β/2)e(iλ−β/2)x

が成り立っている．即ち V, V∗ がともに固有関数を固有関
数に移していることが分かる．これが Stein双対から導かれ
ることである．
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ドリフトのあるブラウン運動のスペクトル

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4−1−2−3−4−5
β

Figure 2: スペクトルの βへの依存性
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Feller の対応

Fellerの双対は今の場合丁度 βの符号の反転である．従っ
て，y軸に関する対称性として表れている．

��

��

��

��

� � � ���������

�

Figure 3: Feller’s pair
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a = 1で b = βx, β ∈ Rの場合

β = 0のとき，ブラウン運動なので，この族をブラウン族と
呼ぶことにする．生成作用素は

A =
d2

dx2
+ βx

d

dx
(11)

標準測度密度は ρ(x) = exp{
∫
βxdx} = eβx2/2であり，

V = d
dx : L2(ρ) → L2(ρ)の双対は

(
d

dx
)∗ = − d

dx
− βx (12)

となる．よって

Au = −V∗Vu = u′′ + βxu′,

Âu = −VV∗ = u′′ + βxu′ + βu

である．
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Hermite 多項式

まず Hermite多項式 Hn(ξ) (n ∈ Z+, ξ ∈ R)を次で定める．

Hn(ξ) =
(−1)n

n!
eξ

2/2 dn

dξn
e−ξ

2/2. (13)

通常の定義と定数が異なっていることに注意しておく．こ
こではこの方が以下の定数が簡単になる．
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Ornstein-Uhlenbeck 過程

β = −1の場合は，Ornstein-Uhlenbeck過程である．

(
d2

dx2
− x

d

dx
)Hn = −nHn

となって，Hnは固有関数であることが分かる．
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双対 Ornstein-Uhlenbeck 過程

次に β = 1の場合を考えよう．この場合に対応する確率過
程を双対 Ornstein-Uhlenbeck過程と仮に呼んでおく．この
場合は

d

ds
: L2(e−βx2

) → L2(eβx2
) (14)

が固有関数の対応を与える，というのが Feller双対である．
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双対 Ornstein-Uhlenbeck 過程の固有関数

(
d

dx
+ x)(e−x2/2Hn+1 = −xe−x2/2Hn+1 + e−x2/2H ′

n+1
+ xe−x2/2Hn+1

= e−x2/2H ′
n+1
= e−x2/2Hn.

これで e−x2/2Hnが固有値 −(n + 1)に対する固有関数である
ことが分かる．

また Doobの h-変換は J : L2(e−x2/2) → L2(ex2/2)は

J f = ε−x2/2 f (15)

で与えられる．
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1 2 3 4−1−2−3−4
β

Figure 4: スペクトルの βへの依存性
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1 2 3 4−1−2−3−4
β

Figure 5: Feller’s pair
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1 2 3 4−1−2−3−4
β

Figure 6: Stein’s pair
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1 2 3 4−1−2−3−4
β

Figure 7: Doob’s h-transformation
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(II)ベッセル族



a = x, b = 1+ α, α ∈ Rの場合

この場合は平方 Bessel過程になる．I = (0,∞), a = x,
p = xαである．従って

Au = xu′′ + (1+ α)u′, Âu = xu′′ + (2+ α)u′.

A and Âは同じスペクトルを持ち，微分が固有関数の対応
を与える．
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超幾何関数

超幾何関数を次で定義する．

0F1(c; x) =
∞∑

n=0

1

(c)nn!
xn. (16)

簡単のために
B(c; x) = 0F1(c; x). (17)

とおく．

31 / 74



一般化固有関数は次で与えられる．

(a) α > −1
固有値 −ξ (ξ ≥ 0)に対する固有関数は B(1+ α; −ξx)で

d

dx
[B(1+ α; −ξx)] =

λ

1+ α
B(2+ α; −ξx).

これらを entrance family固有関数と呼ぶ．

(b) α < 0
固有値 −ξ (ξ ≥ 0)に対する固有関数は x−αB(1− α; ξx)
で

d

dx
[x−αB(1− α; −ξx)] = −αx−α−1B(−α; −ξx)

これらを exit family固有関数と呼ぶ．
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Remark 1

関数 Bは本質的に Bessel関数である．

B(α + 1,−ξx) = Γ(α + 1)(ξx)−α/2Jα(
√

4ξx) (18)
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Bessel 拡散過程のスペクトル： entrance family

��
�

��� ������	
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微分による固有関数の対応関係
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Bessel 拡散過程のスペクトル： exit family

�
�

��� ������	
 �� �

α α+1 α+2 α+3 α+4

微分による固有関数の対応関係
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a = x, b = 1+ α − x, α ∈ R

Kummer過程になる．

I = (0,∞), a = x, p = xαe−x. 従って

Au = xu′′ + (1+ α − x)u′, Âu = xu′′ + (2+ α − x)u′ − u.

これらの作用素は 0以外で同じスペクトルを持つ．
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合流型超幾何関数

合流型超幾何関数は次で定義される．

1F1(a; c; x) =
∞∑

n=0

(a)n

(c)nn!
xn. (19)

次のように略記する．

M(a, c; x) = 1F1(a; c; x) (20)

M は本質的に Laguerre多項式である．

L(α)
n (x) =

(α + 1)n

n!
M(−n, α + 1; x) (21)
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Theorem 5

(a) α > −1 entrance family固有値 −n (n = 0, 1, . . . )に対
する固有関数は M(−n, α + 1; x)で

[M(−n, α + 1; x)]′ = − n

α + 1
M(−n + 1, α + 2; x).

(b) α < 0 exit family
固有値 −n + α (n = 0, 1, . . . )に対する固有関数は
x−αM(−n, 1− α; x)で

[x−αM(−n, 1− α; x)]′ = −αx−α−1M(−n,−α; x).
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Kummer 作用素のスペクトル (Exit 系列)

0

−1

−2

−3

−4

−5
...

−1
α

...

α α+1 α+2 α+3 α+4−1
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Kummer 作用素のスペクトル (Entrance 系列)

0

−1

−2

−3

−4

−5

−1−2−3−4−5
α 0

−1

−2

−3

−4

−5

α α+1 α+2
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Kummer 作用素のスペクトル全体

0

−1

−2

−3

−4

−5

−1−2−3−4−5 1 2 3 4
α
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a = x, b = 1+ α + x, α ∈ R

Kummer作用素の Feller対を考えると

L̃α = x
d2

dx2
+ (α + 1+ x)

d

dx
(22)

α > −1の場合 (entrance 系列)

L̃α の固有値は −n − α − 1で固有関数は

L(α)
n (x)e−x. (23)

α < 0の場合 (exit 系列)

L̃α の固有値は −n − 1で固有関数は

L(−α)
n (x)x−αe−x. (24)
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0

−1

−2

−3

−4

−5

−1 1 2 3 4
α 0

−1

−2

−3

−4

−5

α α+1 α+2 α+3 α+4
α

Figure 8: 双対 Kummer作用素のスペクトル（Entrance系列）
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0

−1

−2

−3

−4

−5...

−1−2−3−4
α 0

−1

−2

−3

−4

−5
...

α+4α+3α+2α+1α

Figure 9: 双対 Kummer作用素のスペクトル（Exit系列）
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すべてを纏めて書くと，次のようになる．

0

−1

−2

−3

−4

−5

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4
α

Figure 10: 双対 Kummer作用素のスペクトル
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(III-1)ブラック-ショールズ族



(III-1) a = x2, I = (0,∞).

生成作用素は次で与えられる．

A = x2 d

dx2
+ (αx − β) d

dx
. (25)

β = 0のとき，対応する拡散過程は数理ファイナンスで重要
な Black-Scholesモデルである．これから，この族をブ
ラック-ショールズ族と呼ぶ．
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β = 0の場合： Black-Scholes 過程

生成作用素は次の形であった．

A = x2 d

dx2
+ αx

d

dx
. (26)

スペクトルは次で与えられる．

σ(A) = (−∞,−1

4
(α − 1)2] (27)
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Black-Scholes 過程のスペクトル

G = x2 d2

dx2
+ αx

d

dx
α

−5

−10

−15

−20

−25

−30

−35

−40

−45

−50

−55

−60

2 4 6 8 10 12 14 16−2−4−6−8−10−12−14−16 0
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β = −1の場合

生成作用素は次の形になる．

A = x2 d

dx2
+ (αx + 1)

d

dx
. (28)

n = 0, 1, 2, . . .に対し λn(α)を次で定める．

λn(α) = n(n − 1+ α). (29)

すると，スペクトルは次で与えられる．

σess(A) = (−∞,−1
4

(α − 1)2]

σp(A) = {λn(α); 0 ≤ n <
1− α

2
}.
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固有関数

点スペクトルに対応する固有関数は

P(α)
n (x) = xnL(1−2n−α)

n

(1
x

)
. (30)

ここで L(1−2n−α)
n は Laguerre多項式である．
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β = −1の場合のスペクトル

G = x2 d2

dx2
+ (αx+ 1)

d

dx
α

−5

−10

−15

−20

−25

−30

−35

−40

−45

−50

−55

−60

2 4 6 8 10 12 14 16−2−4−6−8−10−12−14−16 0
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β = 1の場合

生成作用素の次で与えられる．

A = x2 d

dx2
+ (αx − 1)

d

dx
. (31)

n = 1, 2, . . .に対し ξn(α)を次で定める．by

ξn(α) = n(n + 1− α) (32)

スペクトルは次で与えられる．

σess(A) = (−∞,−1

4
(α − 1)2]

σp(A) = {ξn(α); 1 ≤ n <
α − 1

2
}.
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固有関数

点スペクトルの固有関数は次で与えられる．

x−α+2e−1/x P(4−α)
n−1

(x) = xn−α+1e−1/xL(α−2n−1)
n−1

(1
x

)
.

ここで L(α−2n−1)
n−1

は Laguerre多項式である．
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β = 1のときのスペクトル

G = x2 d2

dx2
+ (αx− 1)

d

dx
α

−5

−10

−15

−20

−25

−30

−35

−40

−45

−50

−55

−60

2 4 6 8 10 12 14 16 18−2−4−6−8−10−12−14−16 0
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β = 0のときのスペクトル

G = x2 d2

dx2
+ αx

d

dx
α

−5

−10

−15

−20

−25

−30

−35

−40

−45

−50

−55

−60

2 4 6 8 10 12 14 16−2−4−6−8−10−12−14−16 0
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β = −1のときのスペクトル

G = x2 d2

dx2
+ (αx+ 1)

d

dx
α

−5

−10

−15

−20

−25

−30

−35

−40

−45

−50

−55

−60

2 4 6 8 10 12 14 16−2−4−6−8−10−12−14−16 0
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(III-2-a)ヤコビ族



(III-2-a) a = x(1− x), b = α + 1)(1− x) − (β + 1)x

I = (0, 1), a = x(1− x), ρ = xα(1− x)β である．このとき生
成作用素は次で与えられる．

Au = x(1− x)u′′ + ((α + 1)(1− x) − (β + 1)x)u′,

Âu = x(1− x)u′′ + ((α + 2)(1− x) − (β + 2)x)u′ − (α + β + 2)u.
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Gauss 超幾何関数

固有関数の表示をするのに，緒幾何関数が必要である．

2F1(a, b; c; x) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)nn!
xn. (33)

簡単のために次のように置く．

K(x) = K(α, β, γ; x) = 2F1(−γ, α+ β+ γ+ 1; α+ 1; x) (34)

Remark 2

K は本質的に Jacobi多項式である．

P(α,β)
n (x) =

Γ(α + n + 1)

n!Γ(α + 1)
K(α, β, n;

1− x

2
). (35)
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固有値と固有関数

(a) α > −1, β > −1 [entrance,entrance] family
固有値 −n(n+ α + β + 1) (n = 0, 1, . . . )に対する固有関
数は K(α, β, n)であり

K′(α, β, n) = −
γ(α + β + γ + 1)

α + 1
K(α + 1, β + 1, n − 1).

(b) α < 0, β > −1 [entrance,exit] family
固有値 −(n − α)(n + β + 1) (n = 0, 1, . . . )に対する固有
関数は x−αK(−α, β, n)であり

[x−αK(−α, β, n)]′ = −αx−α−1K(−α − 1, β + 1, n).
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固有値と固有関数（続き）

(c) α < 0, β < 0 [exit,exit] family
固有値 −(n + 1)(n − α − β) (n = 0, 1, . . . )に対する固有
関数は x−α(1− x)−βK(−α,−β, γ)であり

[x−α(1− x)−βK(−α,−β, n)]′

= −αx−α−1(1− x)−β−1K(−α − 1,−β − 1, n + 1).

60 / 74



スペクトルを図示すると次のようになる．但し，β = α + 3
の場合に限定して， αをパラメーターとして見ている．

−10

−20

−30

−40

−50

−60

α
−1−1 6543210−1−1−2−3−4−5−6−7−8−9−10
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Steinの対応は次のようになる．

−10

−20

−30

−40

−50

−60

α
−1−1 6543210−1−1−2−3−4−5−6−7−8−9−10
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超幾何関数のまとめ

x
d2

dx2
+ (α + 1)

d

dx
Bessel 0F1

x
d2

dx2
+ (α + 1− x)

d

dx
Laguerre 1F1

x(1− x)
d2

dx2
+ ((α + 1)(1− x) − (β + 1)x)

d

dx
Jacobi 2F1
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(III-2-b) フィッシャー-パレート族



(III-2-b) a = x(1+ x), I = [0,∞)

生成作用素は

A = x(1+ x)
d2

dx2
+ ((α + 1)(1+ x) + (β + 1))x)

d

dx
. (36)

この場合，標準測度が Fisher分布と，Pareto分布になるの
でフィッシャー-パレート族と呼ぶことにする．
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α > −1の場合

n = 0, 1, 2, . . . に対し λn(α, β)を次で定める．

λn(α, β) =
(
n −
|β| + β

2

)(
n + α −

|β| − β
2

+ 1
)
=

(n − β)(n + α + 1), β ≥ 0,

n(n + α + β + 1), β ≤ 0.

このとき

Theorem 6

Aのスペクトルは次で与えられる

σess(A) =
(
−∞,−

(α + β + 1)2

4

]
σp(A) = {λn(α, β); 0 ≤ n <

[−α + |β| − 1

2

]
}
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G = x(1 + x)
d2

dx2
+ ((α + 1)(1 + x) + (β + 1)x)

d

dx
, β = α− 11

−5

−10

−15

−20

−25

−30

−35

−40

−45

−50

−55

−60

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12−1−2−3
α

0
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α < 0の場合

n = 1, 2, . . . に対し ξn(α, β)を次で定める．

ξn(α, β) =
(
n −
|β| − β

2

)(
n − α −

|β| + β
2

+ 1
)

=

n(n − α − β − 1), β ≥ 0,

(n + β)(n − α − 1), β ≤ 0.

Theorem 7

Aのスペクトルは次で与えられる．

σess(A) =
(
−∞,−

(α + β + 1)2

4

]
σp(A) = {ξn(α, β); 1 ≤ n <

[α + |β| + 1

2

]
}.
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−5

−10

−15

−20

−25

−30

−35

−40

−45

−50

−55

−60

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12−1−2−3
α

G = x(1 + x)
d2

dx2
+ ((α + 1)(1 + x) + (β + 1)x)

d

dx
β = α− 11
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(III-3)スチューデント族



(III-3) a = 1+ x2, I = (−∞,∞)

生成作用素は次で与えられる．

A = (1+ x2)
d2

dx2
+ (2(α + 1)x + 2β)

d

dx
. (37)

このとき，標準測度が t-分布になるのでスチューデント
族と呼ぶことにする．
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Theorem 8

Aのスペクトルは次で与えられる．本質的スペクトルは

σess(A) =
(
−∞,−(α +

1

2
)2
]
. (38)

点スペクトルは，α < −1
2 のとき

λn(α) = n(n + 2α + 1), 0 ≤ n < −α − 1

2
(39)

であり，α > 1
2 のとき

ξn(α) = n(n − 2α − 1), 1 ≤ n < α +
1

2
. (40)

−1
2 ≤ α ≤

1
2 のとき，存在しない．
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固有関数は次で与えられる．

x 7→ K(α + iβ, α − iβ, n,
1− ix

2
).
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βを固定してスペクトルを表示すると

G = (1 + x2)
d2

dx2
+ (2(α + 1)x+ 2β))

d

dx
α

−5

−10

−15

−20

−25

−30

−35

−40

−45

−50

−55

−60

1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7−8 0
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G = (1 + x2)
d2

dx2
+ (2(α + 1)x+ 2β))

d

dx
α

−5

−10

−15

−20

−25

−30

−35

−40

−45

−50

−55

−60

1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7−8 0
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ありがとうございました
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