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80年代初頭に始まった極小モデル理論は、最近大きく発展している。
[6]の出版以降の約 10年間の発展は凄まじい。ショクロフによる画期的
なアイデア [7]は [2]に詳しい。[2]を足掛かりにして [3]が世に出た。歴
史的な結果である。[5]に詳しい解説がある。今回は [1]についての話
である。[1]は記述の難解さゆえに専門家の間でも評価されていなかっ
たが、すばらしいアイデアを含んでいる。[4]で理論を整備し、技術的
な困難を全て取り除くことに成功した。今日はこれについて話したい。
以下全て複素数体上で考えることにする。

極小モデル理論の出発点は森による錐定理である。

定理 1 (錐定理). Xは非特異射影多様体とする。このとき、0 < −KX ·
Cj ≤ dim X + 1となるような高々可算無限個の有理曲線Cj ⊂ Xで、

NE(X) = NE(X)KX≥0 +
∑

R≥0[Cj]

を満足するものが存在する。

非常に大雑把に言うと、クライマン–森錐体NE(X)のKXと負で交
わる部分は、大体凸多面体的である。森による定理 1の証明は、正標数
の世界で変形理論を使うという驚異的な物であった。さらに、３次元
では端射線に付随して収縮写像が存在するということまで森は証明し
ている。端射線というのは、クライマン–森錐体の角のことである。こ
の森の結果で、高次元代数幾何学の進むべき正しい道が明らかになっ
たのである。極小モデル理論がしばしば森理論と呼ばれる理由はここ
にある。その後、川又–フィーベックの消滅定理に依存した証明が得ら
れた。この川又によるX論法と呼ばれる方法は、端射線に付随する収
縮写像の存在も同時に示せるし、川又対数的末端特異点を許した多様
体に対しても錐定理を示すことが出来る。現在の極小モデル理論の基
礎は川又–フィーベックの消滅定理に大きく依存している。とりあえず
川又–フィーベックの消滅定理を思い出しておこう。いろいろな定式化
が知られているが、錐定理の証明には以下の形で十分である。

定理 2 (川又–フィーベック消滅定理). Xを非特異射影多様体とし、D

は豊富なQ-因子とする。Dの分数部分 {D}の台はX上の単純正規交
差因子とする。このとき、

H i(X,OX(KX + pDq)) = 0
1



が全ての i > 0に対して成立する。ただし、pDqは Dの切り上げで
ある。

川又–フィーベックの消滅定理は小平の消滅定理の単なる一般化のよ
うに見えるが、その応用の多さは小平の消滅定理の比ではない。ここ
で、「対」に対する特異点の定義を簡単に思い出しておく。

定義 3 (対に対する特異点). (X, B)は正規多様体X と有効Q-因子B

の対とする。ここで、Bは相異なる素因子Biを用いて、B =
∑

i biBi

と表示する。ただし、biは非負な有理数である。KX +BはQ-カルティ
エ因子と仮定する。f : Y → X を (X, B)の対数的特異点解消とする。
つまり、Y は非特異、f は固有双有理射、f の例外集合Eは Y 上の単
純正規交差因子で、E +

∑
i f

−1
∗ Biも Y 上の単純正規交差因子とする。

ただし、f−1
∗ BiはBiの Y 上への固有変換である。

KY = f ∗(KX + B) +
∑

j

ajEj

と書く。全ての jに対して aj > −1のとき、対 (X, B)は川又対数的末
端対といい、aj ≥ −1のとき、対 (X, B)は対数的標準対という。ただ
し、f∗(

∑
j ajEj) = −Bとなるように

∑
j ajEjは選んである。

次に定義する対数的標準中心も大切な概念である。

定義 4 (対数的標準中心). (X, B)を対数的標準対とする。X の閉部
分集合 C が対数的中心であるとは、(X, B)のある対数的特異点解消
f : Y → Xが存在し、

KY = f ∗(KX + B) +
∑

j∈J

ajEj

と書いたとき、f(Ej0) = Cかつ aj0 = −1となる j0 ∈ J が存在するこ
ととする。

ここまでは古典的な極小モデル理論の話である。ここから最新の極
小モデル理論に話を移そう。アンブロ [1]のアイデアである。詳しいこ
とはすべて [4]に載っている。

設定 5. M を非特異代数多様体とし、Y をM 上の被約な単純正規交差
因子とする。DはM上のQ-因子で、D =

∑
diDiと書いたとき、全て

の iに対してDiはM 上の素因子で、0 ≤ di ≤ 1が成立するとする。さ
らに、Dと Y は共通成分を持たず、Supp(D + Y ) はM 上の単純正規
交差因子とする。このときB = D|Y とおく。以下、対 (Y, B)について
考える。ν : Y ′ → Y を Y の正規化とし、KY ′ + BY ′ = ν∗(KY + B)と
おくと、(Y ′, BY ′)は対数的標準対である。Y の既約成分と、(Y ′, BY ′)
の対数的標準中心の Y での像を (Y, B)の階層と呼ぶ。



次の定理はコラールの捻れ不在定理と消滅定理の拡張である。この
定理の証明が一番面倒な点である。論文 [1]の一番問題があった部分で
ある。もっと一般的な形は、[4]を参照せよ。

定理 6 (捻れ不在定理と消滅定理). (Y, B)は設定 5の (Y, B)とする。
f : Y → Xを固有射とし、Lを Y 上のカルティエ因子とする。さらに、
H ∼Q L − (KY + B)は f -半豊富と仮定する。 このとき、以下の２つ
の主張を得る。

(1) Rqf∗OY (L)の全ての (零でない ) 局所切断の台は、(Y, B)の幾
つかの階層の f での像を含む。

(2) Xを射影多様体とし、X上の豊富なQ-カルティエQ-因子H ′に
よってH ∼Q f ∗H ′と書けるとする。このとき、すべての p > 0
と q ≥ 0に対してHp(X, Rqf∗OY (L)) = 0が成立する。

この新しい定理 6を使うと、以下の錐定理が証明出来る。

定理 7 (錐定理). (X, B)は射影的な対数的標準対とする。このとき、
(1) 0 < −(KX + B) ·Cj ≤ 2 dim Xとなるような高々可算無限個の
有理曲線Cj ⊂ Xで

NE(X) = NE(X)(KX+B)≥0 +
∑

R≥0[Cj]

を満足するものが存在する。
(2) 任意の ε > 0と豊富な因子Hに対して、

NE(X) = NE(X)(KX+B+εH)≥0 +
∑

有限本

R≥0[Cj]

が成立する。
(3) F ⊂ NE(X)は(KX+B)-負な端錐面とする。この時、(ϕF )∗OX '

OZ を満たす射影多様体への射 ϕF : X → Z のうち、既約曲線
C ⊂ Xに対しての条件「ϕF (C) = (1点) ⇔ [C] ∈ F」を満たす
ものが 1つだけ存在する。ϕF は F の収縮と呼ばれる。

(4) 端錐面 F と射ϕF : X → Zは (3)の通りとする。LはX上の直
線束で、[C] ∈ F となる任意の曲線CについてL ·C = 0を満た
すようなものとする。このとき、Z上の直線束LZでL ' ϕ∗

ZLZ

となるものが存在する。

古典的な極小モデル理論では、川又対数的末端対 (X, B) に対してし
か錐定理は証明されていなかったが、対数的標準対に対してまで錐定
理が拡張出来たのである。この一見すると僅かな差が、実はかなり巨
大な進歩である。厳密に言うと、(1)の中の有理曲線の長さに関する主
張は [3]の大結果の助けを借りないと証明出来ない。この点は注意が必
要である。定理 6が万能と言うわけではない。次の定理の方が新しい
テクニックの強力さがよく伝わるかもしれない。



定理 8. (X, B)を射影的な対数的標準対とする。LをX 上のカルティ
エ因子で、L− (KX + B)は豊富とする。{Cj}j∈Jを (X, B)の対数的標
準中心のいくつかの集合とする。Xの閉部分集合 V =

⋃
j∈J Cjを考え

る。V には被約なスキーム構造をいれておく。このとき、

H i(X, IV ⊗OX(L)) = 0

が全ての i > 0に対して成立する。ただし、IV は V のX上での定義イ
デアルである。特に、制限写像

H0(X,OX(L)) → H0(V,OV (L))

は全射である。

川又–フィーベックの消滅定理に依存した古典的極小モデル理論のテ
クニックやL2理論では到達出来なかった定理である。ここで述べたも
の以外でも、川又–フィーベックの消滅定理のかわりに定理 6を使うこ
とにより、川又対数的末端対に対しての定理を対数的標準対に対する
定理に格上げすることが出来る。このようなことを組織的に行うには、
擬対数的多様体（quasi-log variety）なる可約な多様体のクラスで川又
のX論法を展開する必要がある。次元に関する帰納法を上手く機能さ
せるには、可約な多様体まで理論に組み込まないといけないのである。
ここが [1]の最も素晴らしいアイデアであった。
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