
第8回白浜研究集会
開催期間：2016年 11月 28日（月）から 12月 1日（木）
開催場所：紀州・白浜温泉 旅館むさし

プログラム& アブストラクト

11月 28日 (月)

14:50–15:00　開会の挨拶

15:00–15:40　
あしだ
蘆田

そうへい
聡平（京都大学 理学研究科 D2）

　分子前期解離のレゾナンスの幅の指数評価

15:50–16:30　
さかもと
坂本

しょうた
祥太（京都大学 人間・環境学研究科 D3）

　希薄気体中における粘性摩擦の数理解析

16:40–17:20　
さがわ
佐川

ゆう じ
侑司（大阪大学 理学研究科 D1）

　非線形シュレディンガー方程式の解の最大存在時刻

11月 29日 (火)

09:30–10:10　
さ の
佐野 めぐみ（大阪市立大学 理学研究科 D2）

　有界領域上の一般化された臨界 Hardy不等式に関連する最小化問題

10:20–11:00　
いしかわ
石川

あ い
歩惟（神戸大学 システム情報学研究科 M2）

　シンプレクティック空間上で表現された KdV方程式の離散化

11:10–11:50　
やまぞえ
山添

しょうたろう
祥太郎（京都大学 情報学研究科 D3）

　小さいポテンシャルを持つ非線形 Schrödinger方程式における定在波解
の軌道安定性

昼食

14:00–14:40　
にしぐち
西口

じゅんや
純矢（京都大学 理学研究科 D3）

　ダイナミクスにおける時間遅れの構造をどのように理解するべきか？

14:50–15:30　
かわぐち
川口

すみ え
澄恵（京都大学 理学研究科 M2）



　計算機による二次元非圧縮流れパターンのコード化

Tea Time (20分)

15:50–16:10(SC)　
ひがき
檜垣

みつ お
充朗 （京都大学 理学研究科 D1）

　粗い境界付近の粘性流体の数学解析

16:10–16:30(SC)　
す だ
須田

ともはる
智晴（京都大学 人間・環境学研究科 M2）

　 Flowの解析と Helmholtz-Hodge分解

16:40–17:00(SC)　
もり
森

たかひろ
隆大（京都大学 理学研究科 M1）

　 Self-Intersection Local Times of Brownian Motion

17:00–17:20(SC)　
せ ら
世良

とおる
透（京都大学 理学研究科 M1）

　Markov過程に関するエルゴード定理

17:20–17:40(SC)　
はまぐち
浜口

ゆう し
雄史（京都大学 理学研究科 M1）

　 PCS過程とバリアオプション

11月 30日 (水)

09:30–10:10　
なかじま
中島

しゅうた
秀太（京都大学 数理解析研究所 D1）

　 First Passage Percolation and its related topic

10:20–11:00　
しみず
清水

ゆう き
雄貴（京都大学 理学研究科 M1）

　トーラス上の渦力学

11:10–11:50　
やまなか
山中

しょうご
祥五（京都大学 情報学研究科 M2）

　解析的に非可積分な解ける微分方程式について

昼食

14:00–14:40　
の ば
野場

けい
啓（京都大学 理学研究科 D1）

　屈折 Lévy過程の一般化と脱出問題

14:50–15:30　
かわごえ
川越

だいすけ
大輔（京都大学 情報学研究科 D2）

　 Propagation of boundary-induced discontinuities in radiative trans-

fer



Tea Time (20分)

15:50–16:10(SC)　
みのしま
蓑島

じゅん
淳（京都大学 理学研究科 M1）

　極大消散作用素に対応する Extrapolation の存在及び発展方程式への
応用

16:10–16:30(SC)　
しみず
清水

いっけい
一慶（京都大学 理学研究科 M1）

　 Schrödinger maps および Coulomb gaugeによる表現

16:40–17:20　
う だ
宇田

とも き
智紀（京都大学 理学研究科 D3）

　主値積分の形状微分を用いた定常渦班の数値計算

12月 1日 (木)

09:50–10:30　
ご と う だ
後藤田

たけし
剛（京都大学 理学研究科 D3）

　渦層の相互作用による特異点の出現と渦の巻き上げの数値計算

10:40–11:20　
いぬい
戍亥

たかひさ
隆恭（京都大学 理学研究科 D3）

　一般化された微分型非線形シュレディンガー方程式の大域解について

11:20–11:30　　閉会の挨拶

(SC：ショートコミュニケーション)



分子前期解離のレゾナンスの幅の指数評価
蘆田　聡平 ∗ 京都大学 理学研究科

キーワード：シュレーディンガー方程式、Born–Oppenheimer近似、レゾナンス

シュレーディンガー方程式
i∂tu(t, x) = Hu(t, x)

においてハミルトニアンHの表象を古典力学のハミルトニアンとして、ハミルトン方程式
の解を考える。物理的直観から、E ∈ RがH のスペクトルに入るとき、エネルギーEの
古典軌道が全て有界領域に留まるならEは固有値である。一方で、エネルギーEの任意の
古典軌道が無限に遠くまで行くならEは連続スペクトルに入る。これらに対して、有界領
域に留まる軌道と無限に遠くまで行く軌道の両方が存在するようなエネルギーの領域に関
しては、実部がこの領域に入る複素数値の固有値に対応する L2に入らない固有関数が存
在する。この固有値をレゾナンスと呼ぶ。
以下、空間が 1次元の場合を考える。hを小さいパラメーター、V をポテンシャルとし
てH = −h2∆ + V とする。レゾナンスを E, ImE ≤ 0として、lim inf

x→+∞
(ReE − V (x)) >

0, lim inf
x→−∞

(V (x) − ReE) > 0が成り立つとする。レゾナンスに対応する固有状態 uの遠方
での漸近挙動は u ∼ ei

∫ x
a (E−V (t))1/2/hdt(E − V (x))−1/4, x → +∞となる。ポテンシャルが

|Imx| < C⟨Rex⟩の形の領域に解析接続されるとすると、上の漸近挙動がこの領域で成立す
るなら、Fθ(x) = x+ iθx, θ > 0, x > C > 0, Fθ(x) = x, x < 0としてFθ(R)の上で uはL2

に入る。この特徴づけからレゾナンスが定義できる。また、レゾナンスは伸張群によるH

の変換の解析接続の固有値であることもわかる。
レゾナンスの虚部の大きさは対応する固有関数の安定性に関係していて、レゾナンスの
幅と呼ばれる。Servat [1]は V (x) > ReEとなる区間 Iでの積分 S =

∫
I(V (x)−E)1/2dxを

用いて |ImE| ≤ Che−2S/hの評価を導いた。
Born–Oppenheimer近似においては、いくつかの電子と原子核からなる系において電子
と原子核の質量の比を 0に近づけるときのシュレーディンガー方程式の解の挙動を調べる。
このとき電子のエネルギー準位が交差している場合は分子の前期解離に関係していて、原
子核に対して、対角成分がハミルトニアンになっている微分作用素の行列を考える必要が
ある（Klein-Martinez-Seiler-Wang [2])。私はこのような作用素に対して、Fujiie-Martinez-

Watanabe [3]における解の構成を用いて上記のようなレゾナンスの幅の指数評価を導いた。

参考文献
[1] E. Servat, Asymptotic anal, 39 (2004), 187-224.

[2] M. Klein, A. Martinez, R. Seiler, X. P. Wang, Commun. Math. Phys., 143 (1992),

607-639.

[3] S. Fujiie, A. Martinez, T. Watanabe, J. Differential Equations, 260 (2016), 4051-4085.
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希薄気体中における粘性摩擦の数理解析
坂本　祥太 ∗ 京都大学大学院　人間・環境学研究科

（日本学術振興会特別研究員DC2）

キーワード：分子気体運動論、粘性摩擦、Vlasov方程式

3次元空間に分布した流体の内部において、底面の中心が x軸上にあり、x軸正の方向に
動こうとする円筒形の物体の運動に関する、次のような問題を考える。

Ẋ(t) = V (t), V̇ (t) = E − F (t), t > 0, (1)

X(0) = 0, V (0) = V0.

ここにX(t)と V (t)は物体の x軸方向の位置と速度、定数E > 0は外力の強さ、F (t)は
物体表面と流体の相互作用による摩擦項である。流体が連続体の場合、典型的なモデルは
F (t) = −λV (t) (λ > 0)であるが、この場合 V (t)に関する微分方程式 V̇ (t) = E− λV (t)は
容易に解くことができて、V∞ = E/λを終末速度（微分方程式の定常状態）として

V (t) = V∞ + (V0 − V∞)e−λt

となる。この場合 V (t)は V0 − V∞の符号にかかわらず単調かつ指数的に V∞に漸近するこ
とが分かる。一方流体が希薄気体と考え、気体中の粒子が物体に衝突することによって摩
擦が起きる、というモデルを採用するとF (t)はより複雑な形をとる。このとき粒子同士の
相互作用がないとすると気体の運動はVlasov方程式

∂tf(t, x, v) + v ·∇xf(t, x, v) = 0, t > 0, x ̸∈ Ω, v ∈ R3 (2)

と表される。ただしΩを物体の表面および内部とした。(1)と (2), さらに粒子と物体の相
互作用の仕方を表す境界条件を組み合わせた系の解 (V, f)において、V∞ − V (t)は単調に
0に漸近するとは限らず、かつその速さも

|V∞ − V (t)| ∼ 1

(1 + t)α
(t → ∞) (3)

（αは問題設定に依存するが、1より大で高々5まで）と連続体でのモデルと比べ明らかに
解の振る舞いが異なる。詳しくは先駆的研究 [1]やモノグラフ [2]をみよ。本講演では、ど
のようにして漸近挙動が証明されるか、境界条件や（ここでは簡単のため円筒に限ったが）
物体の形状によってどのように漸近速度が変わるか、などに関して発表する予定である。

参考文献
[1] S. Caprino, G. Cavallaro, and C. Marchioro, Math. Models Methods Appl. Sci., 17

(2007), 1369-1403.

[2] P. Buttà, G. Cavallaro, and C. Marchioro, Mathematical Models of Viscous Friction,

(Springer, Cham, 2015).

∗sakamoto.shota.76r@st.kyoto-u.ac.jp

sakamoto.shota.76r@st.kyoto-u.ac.jp


ඇઢܗγϡϨσΟϯΨʔํఔࣜͷղͷ࠷େଘࠁ࣌ࡏ

઒ࠤ ါ࢘ ∗ େࡕେֶ ཧֶڀݚՊ

Ωʔϫʔυɿภඍ෼ํఔࣜ

ຊߨԋ͸େࡕେֶͷ࠭઒ल໌ࢯͱͷڞಉͮ͘جʹڀݚ. γϡϨσΟϯΨʔํܗͷඇઢ࣍
ఔࣜͷॳظ஋໰୊Λ͑ߟΔ:

{
i∂tu+ 1

2∂
2
xu = N(u, ∂xu), t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = εϕ(x), x ∈ R.
(1)

͜͜Ͱ i =
√
−1, u = u(t, x) ͸ෳૉ਺஋ະ஌ؔ਺Ͱ͋Δ. ·ͨ ε ͸ॳظ஋ͷେ͖͞Λද͢

ਖ਼ͷύϥϝʔλͰ͋Δ. ϕ ͸ద౰ͳॏΈ෇͖ Sobolevۭؒ Hs,σ ʹଐ͢Δط஌ؔ਺ͱ͠, ඇ
ઢ߲ܗ N ͸ (u, u, ∂xu, ∂xu) ʹ͍ͭͯͷ .ଟ߲ࣜͱ͢Δ࣍੪࣍3

ඇઢઁܗಈͷཱ৔͔Β (1)ͷղͷ௕ڍؒ࣌ಈΛ͑ߟΔͱ, گքతͳঢ়ྟ͕߲ܗͷඇઢ࣍3
Λ༩͑Δ͜ͱ͕෼͔Δ. ͢ͳΘͪ, Λ൐͏߲ܗͷඇઢ࣍3 ,γϡϨσΟϯΨʔํఔࣜ͸ݩ࣍1

ॳظ஋͕ͲΜͳʹখͯ͘͞΋ؒ࣌େҬղ͕ଘ͢ࡏΔͱ͸ݶΒͳ͍͠, Ծʹؒ࣌େҬղ͕ଘ
,ͱͯ͠΋ͨ͠ࡏ Ұൠతʹ t → +∞ ʹ͓͍ͯࣗ༝ղʹ͸઴ۙ͠ͳ͍. ผͷํ͍ݴΛ͢Δͱ,

ඇઢ߲ܗ N ͸ (1) ͷղͷ௕ڍؒ࣌ಈʹຊ࣭తͳӨڹΛ༩͑Δ. ͦͷ͜ͱΛͨ͠࡯ߟͷ͕࠭
઒ल໌ࢯʹΑΔઌڀݚߦ [2] Ͱ͋Δ. ͦ͜Ͱ͸ඇઢ͕߲ܗ gauge৚݅Λຬͨ͢৔߹ʹ͓͍
ͯղͷ lifespanͷධՁ͕ಘΒΕͨ.

ɹࠓճ, ඇઢ͕߲ܗ gauge৚݅Λຬͨ͢ͱ͸ݶΒͳ͍৔߹ʹ͓͍ͯ΋ղͷ lifespanͷධՁΛ
༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨͷͰ, ͦͷ͜ͱΛใ͢ࠂΔ. ಘΒΕͨओ݁Ռ͸࣍ͷͱ͓ΓͰ͋Δ.

ఆཧ 1 ([1]). ඇઢ߲ܗ N ͸ N(eiθ, 0) = eiθN(1, 0), (θ ∈ R) Λຬͨ͢ͱԾఆ͢Δ. ϕ ∈
H3(R) ∩H2,1(R) ͱ͢Δ. ,ʹ࣍ Ψ : R → C Λ

Ψ(ξ) :=
1

2πi

∮

|z|=1

N(z, iξz)
dz

z2

ͱఆٛ͢Δ. ͞Βʹ࠷େଘࠁ࣌ࡏ Tε Λॳظ஋໰୊ (1) ͕ C([0, T );H3(R) ∩H2,1(R)) ʹ͓
͍ͯҰҙతͳղΛͭ࣋Α͏ͳਖ਼ͷ࣮਺ T ͷ্ݶͱఆٛ͢Δ. ͜ͷͱ͖

lim inf
ε→+0

ε2 log Tε ≥
1

2 sup
ξ∈R

(
|ϕ̂(ξ)|2 ImΨ(ξ)

)

͕੒Γཱͭ.

ݙจߟࢀ
[1] Y. Sagawa and H. Sunagawa, The lifespan of small solutions to cubic derivative nonlin-

ear Schrödinger equations in one space dimension, Discrete Contin. Dynam. Systems

36 (2016), no.10, 5743–5761.

[2] H. Sunagawa, Lower bounds of the lifespan of small data solutions to the nonlinear

Schrödinger equations, Osaka J. Math. 43 (2006), no.4, 771–789.
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༗քྖҬ্ͷҰൠԽ͞ΕͨྟքHardyෆ౳ࣜʹ
ؔ࿈͢Δ࠷খԽ໰୊

໺ࠤ Ί͙Έ ∗ େཱࢢࡕେֶ ཧֶڀݚՊ਺෺ܥઐ߈

ΩʔϫʔυɿHardyͷෆ౳ࣜ, ྟքιϘϨϑۭؒ, ,খԽ໰୊࠷ ପԁܕภඍ෼ํఔࣜ

໰୊ઃఆͱͦͷഎܠ
ྼྟքιϘϨϑۭؒW 1,p

0 (p < N)ʹ͓͍ͯ͸ Sobolevෆ౳ࣜ΍Hardyෆ౳ࣜΛ͸͡Ίͱ
͠ʮෆ౳ࣜͷ੒ཱɾෆ੒ཱʯ·ͨʮྑ࠷ఆ਺ͷ஋ʯ, খԽ໰୊࠷ఆ਺ʹ෇ਵͨ͠ྑ࠷ͯͦ͠
ͷʮ࠷খԽݩͷଘࡏɾඇଘࡏ (ෆ౳ࣜͷݴ༿Ͱ͸౳߸੒ཱɾෆ੒ཱ)ʯʹؔͯ͠ඇৗʹΑ͘
.੒͞Ε͍ͯΔ͕ڀݚ ͜ͷΑ͏ͳෆ౳ࣜʹؔ͢ΔڀݚΛ͜͏ߦͱͰ, ପԁํܕఔࣜͷղͷଘ
ಈڍେҬతؒ࣌ఔࣜͷํܕ΍์෺ࡏɾඇଘࡏ (blow-up͔, global͔)౳ͷڀݚ΁໾ཱͯΔ͜
ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷΑ͏ʹෆ౳ࣜ͸ภඍ෼ํఔࣜΛղੳ͢Δࡍͷॏཁͳ “ಓ۩”ͱ͍͏໘΋͋
Δ͕, ҰํͰෆ౳ࣜࣗ਎͔Β΋༷ʑͳݱ৅͕؍ଌͰ͖, ͦΕࣗମ͕େมڵຯਂ͍.

ຊߨԋͰ͸ྟքιϘϨϑۭؒW 1,N
0 Λѻ͍͍ͨ. ۩ମతʹ͸, ҰൠԽ͞ΕͨྟքHardyෆ

౳ࣜͷྑ࠷ఆ਺ʹ෇ਵͨ࣍͠ͷ࠷খԽ໰୊ (1)ͷʮਖ਼஋ੑ (i.e. ෆ౳ࣜͷ੒ཱɾෆ੒ཱ), ࠷
ྑఆ਺ͷ஋, .Δ͑ߟ͍ͯͭʹʯࡏɾඇଘࡏͷଘݩখԽ࠷

G := inf
u∈W 1,N

0 (Ω)\{0}
R(u), ͨͩ͠ R(u) :=

∫
Ω |∇u|N dx

(∫
Ω

|u|q
|x|N (log aR

|x| )
β dx

)N
q

ͱ͢Δ. (1)

͜͜ͰΩ͸RN ͷ༗քྖҬ, 0 ∈ Ω, R := supx∈Ω |x|, a ≥ 1, q > 1, β > 1ͱ͢Δ. (1)ͷ࠷খ
Խݩ u͸, singular potentialΛ΋ͬͨ࣍ͷପԁܕN ϥϓϥεํఔࣜͷऑղͱͳ͍ͬͯΔ.

−div ( |∇u|N−2∇u ) =
|u|q−2u

|x|N(log aR
|x| )

β
in Ω, u = 0 on ∂Ω.

Ω͕͔ͭٿ (a, q, β)͕ಛผͳؔ܎Λຬͨ͢ͱ͖ʹ͸, খԽ໰୊࠷ʹط (1)ʹ༷ؔͯ͠ʑͳ݁
Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔ .(ԋதʹ঺հ͢Δߨ) ຊߨԋͰ͸Ұൠͷ༗քྖҬΛѻ͏.

໰୊Λཧղ͢Δ্Ͱॏཁͳࣄฑ
1. ϙςϯγϟϧؔ਺ fa,β(x) := |x|−N(log aR

|x| )
−β ͸ aͱ βʹΑͬͯܗঢ়΍ಛҟੑͷ͞ڧ

͕มԽ͢Δ. ۩ମతʹ͸ a > 1ͷ৔߹ (ඇγϟʔϓͳ৔߹), fa,β͸ݪ఺ʹͷΈಛҟੑΛ΋ͭ
ͷʹରͯ͠, a = 1ͷ৔߹ (γϟʔϓͳ৔߹)͸, քͷҰ෦ڥ఺͚ͩͰͳ͘ݪ ∂Ω∩ ∂BR(0)ʹ
΋ಛҟੑΛ΋ͭ. ͞Βʹ β͸ fa,βͷಛҟੑͷ͞ڧΛද͓ͯ͠Γ, β͕େ͖͍΄Ͳݪ఺Ͱͷಛ
ҟੑ͸ऑ͘ͳΔͷʹର͠, a = 1ͷͱ͖͸ β͕খ͍͞΄ͲڥքͰͷಛҟੑ͸ऑ͘ͳΔ.

2. β = N−1
N q+1͔ͭu͕ٿରশؔ਺ͷͱ͖,εέʔϦϯά uλ(x) = λ−N−1

N u

((
|x|
aR

)λ−1

x

)

(λ > 0)ʹؔͯ͠R(u)͸εέʔϧෆมੑΛ΋ͭ (ͨͩ͠ྖҬͷมԽ͸ແ͢ࢹΔ).
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シンプレクティック空間上で表現された
KdV方程式の離散化

石川 歩惟 ∗ 神戸大学 大学院システム情報学研究科

キーワード：幾何学的力学，離散力学，数値計算

1 概要
近年, 構造保存型数値解法と呼ばれる, 方程式のもつ構造を保つようにスキームを設計す
る手法が盛んに研究されている. この方法では, 汎用解法に比べて安定性に優れたスキーム
を得られる場合が多いことが経験的に知られている.

例えば, Hamilton力学的手法の多くは, 線形空間M上のHamilton方程式

ut =M∇uH (1)

を対象とする. ここで, M は歪随伴作用素, ∇xHはハミルトニアンHの x方向の勾配をそ
れぞれ表す. また, 変分原理に基づく方法 [1]では, (1)をハミルトンフローとしてシンプレ
クティック空間 (M,ω)上で記述したもの

X⨼ω = dH, ut =X (2)

を対象とする. ただし, ωはシンプレクティック形式と呼ばれる, 閉かつ非退化な微分 2形
式で, dHは Fréchet微分である.

いずれも, 通常は常微分方程式に対する手法であり, 偏微分方程式に適用するためには,

対象となる方程式の Hamilton構造を保つような, 適切な空間離散化が必要となる. (1)に
対しては, 離散変分導関数法 [2]など, 対象が偏微分方程式の場合の研究も進んでいるが, [1]

の方法で必要となる (2)の形の方程式に対するこのような研究は少ない.

そこで, 本発表では, 特に

ut = ∂x δG
δu

, H(u) = ∫ T

0
G(u)dx (3)

の形で記述される Hamilton偏微分方程式を対象とした, (M,ω)上での Hamilton構造を
保った空間離散化法について述べる. その際, KdV方程式 ut = ∂x(−1

2u
2 −α2uxx)を例に, 実

際に [1]を適用して得られたスキームの挙動についても考察する.

参考文献
[1] A. Ishikawa and T. Yaguchi, JSIAM Lett., 8 (2016), 53–56.

[2] D. Furihata, J. Comput. Phys., 156 (1999), 181–205.
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小さいポテンシャルを持つ非線形Schrödinger方程式
における定在波解の軌道安定性
山添 祥太郎 ∗ 京都大学 情報学研究科

キーワード：非線形 Schrödinger方程式，定在波解，安定性解析

概要
本研究は京都大学情報学研究科の矢ヶ崎一幸教授との共同研究である．
空間 1次元において，小さいポテンシャルを持つ非線形 Schrödinger方程式を考える．

i∂tu = −∂2
xu+ εV (x)u+ β(|u|2)u, (t, x) ∈ R× R. (NLS)

ここで，u : R×R → Cは未知関数，ε ∈ R，ポテンシャル V : R → Rおよび非線形性を表
す関数 β : R → Rは所与のものとする．(NLS)は弱い分散性を持った非線形波動を記述す
る方程式として物理学の様々な場面で現れる．例えば，量子物理においてはBose-Einstein

凝縮した粒子の時間発展を表す方程式として，光学においては光ファイバー中を伝わる波
束を記述する方程式として知られている．
(NLS)の次の形の解を定在波解と呼ぶ：

u(t, x) = eiωtϕω(x).

ここで，ω > 0，ϕωは無限遠方で減衰する実数値関数である．ε = 0のとき，(NLS)が ω

について滑らかに依存する定在波解の族を持つことを仮定する．このとき，任意の x0 ∈ R
に対して eiωtϕω(x − x0)も定在波解であることに注意する．この仮定を満たす典型的な例
としては，吸引的で冪乗型の非線形項 β(|u|2)u = −|u|p−1u (p > 1) がある．
0 < ε ≪ 1のときを考える．Melnikov関数M : R → Rを

M(x0) =

∫ ∞

−∞
V (x+ x0)ϕω(x)ϕ

′
ω(x) dx

で定める．V に関する適当な仮定のもとで，x0がMの単純な零点のとき，εをパラメータ
として，eiωtϕω(x−x0)から分岐する (NLS)の定在波解が存在することが知られている．講
演では，この分岐した定在波解の軌道安定性に関する結果を与え，いくつかの具体的な V

と βについて軌道安定/軌道不安定になる例を紹介する予定である．軌道安定性の証明は，
Grillakis-Shatah-Strauss[1, 2]の議論と線形化作用素の解析を組み合わせることで行う．

参考文献
[1] M.Grillakis, J.Shatah andW.Strauss, Stability theory of solitary waves in the presence

of symmetry, I, J. Funct. Anal., 74 (1987) 160–197.

[2] M.Grillakis, J.Shatah andW.Strauss, Stability theory of solitary waves in the presence

of symmetry, II, J. Funct. Anal., 94 (1990) 308–348.
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ダイナミクスにおける時間遅れの構造をどのように
理解するべきか？

西口 純矢∗ 京都大学理学研究科 数学教室 / 学振特別研究員 (DC2)

キーワード：時間遅れ，関数微分方程式，初期値問題，位相ダイナミクス，定数変化法

遅延微分方程式とは，時間変数 tをもつ微分方程式であって，未知関数の時間微分が未知
関数の過去の値にも依存するものである．ダイナミクスは時間とともに変化するシステム
の振る舞いであり，微分方程式や差分方程式のそれは典型例である．力学系理論はダイナ
ミクスを数学的に扱う学問分野の１つであり，それは力学系的状態 (“dynamical state”) か
らなる相空間と，その上の時間発展を記述するルールから構成される．時間発展を記述する
ルールの存在は決定論的因果律を意味する．遅延微分方程式はその過去依存性 (hereditary

effect) により，一見すると因果律を満たさないように思われる．しかし，各時刻における
力学系的状態を未知関数の履歴 (history) と考えることで，遅延微分方程式のダイナミク
スの概念を得ることができる．相空間は何らかの関数空間であり，ダイナミクスは無限次
元である．時間遅れの構造は，ダイナミクスの無限次元性をもたらす１つの構造である．
時間遅れの構造はさまざまな数理モデルにおいて現われる．具体的な構造が分かってい
る場合もあれば，それがブラックボックスになっている場合もある．時間遅れが状態変数
に依存する「状態依存遅れ」というのはその１つであり，困難が生じることが知られてい
る (Walther [1])．時間遅れの構造についての十分な情報がないときに，どのように数学的
解析を進めればよいのだろうか？ また，ネットワークの構造に時間遅れ相互作用を付加し
たとき，どこまでその情報を用いて解析すべきだろうか？
本講演では，時間遅れの構造における非線型項と過去依存性の２つをブラックボックス
にした「関数微分方程式」の定式化を扱う (Hale & Verduyn Lunel [2])．この定式化におい
て，初期値の空間は未知関数の履歴からなり，それは時間遅れが有限か無限か，状態依存
遅れかどうか，未知関数の履歴をどのような位相で考えるかによって変わる．このような
状況で，上記の問題をダイナミクスの観点から考えたい．この講演の主結果の１つは，「関
数微分方程式が位相的ダイナミクスを生み出すための必要十分条件は，ẋ = 0 という自明
な方程式の作る初期値の空間上の解半群が連続である」ということである．また，非斉次
の線型関数微分方程式に対する定数変化法の正当化への応用についても述べる ([3])．

参考文献
[1] H.-O. Walther, The solution manifold and C1-smoothness for differential equations

with state-dependent delay, J. Diff. Eqns. 195 (2003), 46–65.

[2] J. K. Hale and S. M. Verduyn Lunel, “Introduction to Functional Differential Equa-

tions,” Springer-Verlag, New York, 1993.

[3] J. Nishiguchi, Retarded functional differential equations with general delay structure:

initial value problems and application to variation of constants formula, in preparation.
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ඇѹॖྲྀΕύλʔϯͷίʔυԽݩ࣍ΑΔೋʹػࢉܭ

઒ޱɹ੅ܙ ∗ ౎େֶژ େֶӃཧֶڀݚՊ ਺ֶɾ਺ཧղੳઐ߈

Ωʔϫʔυɿೋݩ࣍ඇѹॖྲྀΕɼྲྀΕύλʔϯͷ treeදݱɼύʔγεςϯτϗϞϩδʔ

ԣࢁɾ্ࡔ ([1], [2])ʹΑΓɼଟॏ࿈݁ྖҬ಺ͷೋݩ࣍ඇѹॖྲྀΕͷҐ૬తύλʔϯΛه
߸΍ treeΛ༻͍ͨ༗ݶͳදݱʹΑΓ෼ྨ͢Δํ๏͕ൃ͞ݟΕͨɽಛʹ treeදݱ͸ྲྀΕ৔ͷ
Ґ૬ಉ஋ྨͱ 1ର 1ʹରԠ͢Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͓ͯΓɼͦΕΛ༻͍Ε͹ɼԼਤͷΑ͏ʹྲྀΕ
ͷҐ૬ߏ଄Λ؆ܿʹද͢͜ͱ͕ՄೳͱͳΔɽҰํͰɼ༩͑ΒΕͨྲྀΕͷ treeදݱΛ۩ମత
ΑΓಛ௃తͳྲྀઢΛநग़͢Δํ๏͕ͱΒΕʹۀ࡞ͱखࢹΊΔͨΊʹ͸ɼ͜Ε·Ͱ͸໨ٻʹ
͍ͯͨɽຊڀݚͰ͸ɼྲྀΕؔ਺͔Β treeදݱɼ΋͘͠͸ͦΕʹಉ஋ͳਖ਼نදݱͱݺ͹ΕΔ
ΊΔΞϧΰϦζϜΛ։ൃͨ͠ɽٻʹΛ༻͍ͯࣗಈతػࢉܭΛɼݱද߸ه

ਤ 1: ྲྀΕͱɼྲྀΕʹରԠ͢Δ treeදݱͱɼtreeදݱʹಉ஋ͳਖ਼نදݱ

ϗϞϩδʔΛ༻͍Δͱਤܗ (Ґ૬ۭؒ)ͷ࿈݁੒෼ͷݸ਺΍݀ͷݸ਺ͳͲͷҐ૬తͳ৘ใ
Λ༩͑ΒΕΔͷʹର͠ɼύʔγεςϯτϗϞϩδʔ ([3])͸ਤܗͷΑΓਫ਼ີͳ৘ใΛऔΓग़
͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽຊڀݚʹؔͯ͠͸ɼ༩͑ΒΕͨྲྀΕͷྲྀΕؔ਺ͷྟք఺ΛؚΉ౳ߴઢͷ
ͳͲͷ৘ใΛɼύʔγεςϯτϗϞϩδʔΛ༻͍ͯநग़͢Δ͜ͱ͕ՄೳͱͳΔɽ͜Ε͞ߴ
Λ༻͍Δ͜ͱͰɼ༩͑ΒΕͨྲྀΕͷྲྀΕؔ਺σʔλͱଟॏ࿈݁ྖҬͷߏ଄ (ྲྀΕͷো֐෺
ͷҐஔ)σʔλʹରͯ͠ɼύʔγεςϯτϗϞϩδʔΛ͢ࢉܭΔ͜ͱͰɼࢦఆ͞ΕͨྖҬ
ʹ͓͚Δਖ਼نදݱΛٻΊΔΞϧΰϦζϜΛ༩͑ɼͦΕΛ࣮૷͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽߨԋͰ͸ɼ
Λࣔͭͭ͠ɼͦͷΞϧΰϦζϜͷ֓ཁʹ͍ͭͯઆ໌͢Δɽྫࢉܭͷࡍ࣮

ݙจߟࢀ
[1] T. Yokoyama and T. Sakajo, Word representation of streamline topologies for struc-

turally stable vortex flows in multiply connected domains, Proc. Roy. Soc. A, vol. 469

(2013), 20120558.

[2] T. Sakajo and T. Yokoyama, Tree representations of streamline topologies of struc-

turally stable 2D incompressible flows, preprint (2015).

[3] ฏԬ༟ষ, λϯύΫ࣭ߏ଄ͱτϙϩδʔ ग़൛ཱڞ) 2013)
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ք෇ۙͷ೪ੑྲྀମͷ਺ֶղੳڥ͍ૈ

ᐻ֞ॆ࿕ ∗ Պڀݚ౎େֶཧֶژ

ΩʔϫʔυɿφϰΟΤ-ετʔΫεํఔࣜɼૈ͍ڥքɼφϰΟΤน๏ଇɼڥք૚

ද໘ͷૈ͍ݻମน෇ۙͷྲྀΕͷ਺ཧߏ଄Λௐ΂Δ͜ͱ͸ɼཧֶɾֶ޻ͷ྆෼໺Ͱجຊత
ͳ໰୊Ͱ͋ΔɽҎԼɼૈ͍ڥքΛͭ࣋ ඇ༗քྖҬΩεݩ࣍2 = {x = (x1, x2) ∈ R2 | εω(x1

ε ) <

x2 < Δɽ͢࡯ߟք஋໰୊Λڥ஋ظͷφϰΟΤ-ετʔΫεํఔࣜͷॳ͍͓࣍ͯʹ{∞
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

∂tu
ε −∆uε + uε ·∇uε +∇pε = 0 , t > 0 , x ∈ Ωε ,

∇ · uε = 0 , t ≥ 0 , x ∈ Ωε ,

uε(t, x1, x2) is 2π-periodic in x1 , t ≥ 0 ,

uε|t=0 = u0 , x ∈ Ωε .

քڥ͍ૈ ∂Ωεʹ͓͍ͯ͸࣍ͷ no-slipڥք৚݅ (Dirichletڥք৚݅)Λ՝͢ɽ

uε = 0 on ∂Ωε .

͜͜Ͱະ஌ؔ਺uε = (uε
1(t, x), u

ε
2(t, x))ٴͼ pε = pε(t, x)͸ྲྀମͷ଎౓৔ٴͼѹྗ৔Ͱ͋Δɽ

ॳظ଎౓৔ u0͸൒ۭؒR2
+ = {x ∈ R2 | x2 > 0}্ͷ଎౓৔ aͷθϩ֦ுͰ༩͑ΒΕΔͱ

Ծఆ͠ɼڥքؔ਺ ω : R → (−1,−1
2)͸׈Β͔ͳपظ 2πͷؔ਺Ͱ͋Δͱ͢Δɽਖ਼਺ ε = 1

N ,

N ∈ N, ͸ૈ໘ ∂Ωεͷৼ෯ͱύϧε෯ (͢ͳΘͪ “ૈ͞”)Λಛ௃͚ͮΔύϥϝʔλͰ͋Δɽ
ૈ໘෇ۙͷྲྀΕͷߏ଄ղੳͷख๏ͱͯ͠ɼྲྀମྗֶʹ͓͚ΔφϰΟΤน๏ଇ͕஌ΒΕͯ
͍ΔɽφϰΟΤน๏ଇͱ͸ɼૈ໘Λฏୱͳڥքͱͯ͠ϞσϧԽ͢Δ୅ΘΓʹૈ͞ʹґଘ͠
ք৚݅Λ্ख͘՝͢ख๏Ͱ͋ΓɼྲྀΕڥͨ uεͷྑ͍઴ۙܗΛಘΔ্Ͱ༗ޮͰ͋Δɽ
ྲྀମྗֶʹ͓͚Δน๏ଇͷٞ࿦͸ࣜܗతͳ΋ͷͰ͋ΔͨΊɼͦͷ਺ֶతਖ਼౰Խ͸ॏཁͰ
͋Δɽ࣮͸ɼφϰΟΤน๏ଇͷਖ਼౰Խ͸ɼૈ͞ εͷྵݶۃʹ͓͚ΔྲྀΕ uεͷڍಈΛڥք૚
ཧ࿦Λ༻͍ͯୈҰࣅۙ࣍·Ͱ໌Β͔ʹ͢Δ໰୊ͱ௚઀తͳ͕ؔ͋܎ΔɽҰํɼ͜ͷΑ͏ͳ
ల։ͷਖ਼౰Խʹ͸ɼεྵݶۃͰݱΕΔղʹର͍ͯ͠ߴਖ਼ଇੑ͕ཁ͞ٻΕΔɽۙ೥จݙ [2]Ͱ
ඇఆৗ໰୊͕ѻΘΕͨ΋ͷͷɼॳظ଎౓৔͕ྵɼ֎ྗ͕ॳࠁ࣌ظ෇ۙͰ߃౳తʹྵͱ͍͏
ಛघͳԾఆ͕՝͞Ε͓ͯΓɼॳࠁ࣌ظ෇ۙͷਖ਼ଇੑͷଛࣦʹΑΔࠔ೉͕औΓআ͔Ε͍ͯͨɽ
ຊൃදͰ͸ɼࣗવͳ੔߹৚݅Λຬͨ͢ҰൠͷC1ڃͷॳظ஋ʹର͢ΔφϰΟΤน๏ଇͷਖ਼
౰Խʹ੒ޭͨ͜͠ͱΛใ͢ࠂΔ ([1])ɽน๏ଇͷਖ਼౰Խʹඞཁͳ εྵྲྀݶۃͷਖ਼ଇੑͷਫ਼ີ
ͳੵݟΓΛޱࢳͱͯ͠ɼ൒ۭؒʹ͓͚Δ L∞ۭؒͰͷղͷਖ਼ଇੑཧ࿦ͱΤωϧΪʔ๏ɼٴ
ͼڥք૚ղੳΛ૊Έ߹ΘͤΔ͜ͱʹΑΓɼඇఆৗ໰୊ಛ༗ͷࠔ೉Λղܾ͢Δɽ

ݙจߟࢀ
[1] M. Higaki, Navier wall law for nonstationary viscous incompressible flows, J. Differ-

ential Equations 260 (10) (2016) 7358-7396.

[2] A. Mikelić, S. Nec̆asová, M. Neuss-Radu, Effective slip law for general viscous flows

over an oscillating surface, Math. Models Methods Appl. Sci. 36 (15) (2013) 2086-2100.
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Flowの解析とHelmholtz-Hodge分解

須田　智晴 ∗ 京都大学　人間・環境学研究科

キーワード：Flow Analysis; Vector Field Topology; Helmholtz-Hodge Decomposition.

概要
常微分方程式の解の挙動を調べることは基本的な問題であるが，比較的簡単な状況を除いてそれ

を解析的に行うことは難しい．そこで数値的にベクトル場を積分し，さらにその特徴をうまく捉え
ることが応用上必要となる．このための手法として「重要な解軌道」を取り出す方法 [1]，Conley

theoryを利用する方法 [2]，Helmholtz-Hodge分解を用いる方法 [4]などが提案されている．ここで
はこれらの方法について簡単に紹介した後，Helmholtz-Hodge分解を用いる方法について解説する．
また，その数値的な解析が成立するための条件を述べる．

Helmholtz-Hodge分解による解析
定理 1 (Helmholtz-Hodge分解の存在と一意性 [3]). 　D ⊂ R3を有界で境界 ∂Dが滑らかな領域
とする．このとき，D上の任意の（十分に滑らかな）ベクトル場 Fは次の形に一意に分解される．
　

F = −∇V + u.

ここで∇ · u = 0，また ∂D上で uは法線方向の成分をもたない, i.e. u · n = 0.

この設定は応用上よく使われるが [5]，その理由は次による．

定理 2. 領域D上で u ·∇V = 0のとき，dV
dt ≤ 0である．ただし dV

dt は V の解に沿った微分を表す．
すなわち，領域全体で直交条件を課したときのHelmholtz-Hodge分解から得られるポテンシャル

関数は Lyapunov関数を与える．ここで，領域全体での直交条件は u · n = 0を適切な条件下では
含意するため，このときは分解の一意性により境界条件から領域全体での直交性が得られる．

参考文献
[1] Helman, J., & Hesselink, L. (1989). Representation and display of vector field topology in fluid flow

data sets. IEEE computer, 22(8), 27-36.

[2] Chen, G., Mischaikow, K. M., Laramee, R. S., Pilarczyk, P., & Zhang, E. (2006). Vector field editing
and periodic orbit extraction using morse decomposition. Corvallis, OR: Oregon State University,
Dept. of Computer Science.

[3] Chorin, A. J., Marsden, J. E., & Marsden, J. E. (1990). A mathematical introduction to fluid me-
chanics (Vol. 3). New York: Springer.

[4] Polthier, K., & Preuss, E. (2003). Identifying vector field singularities using a discrete Hodge decom-
position. In Visualization and Mathematics III (pp. 113-134). Springer Berlin Heidelberg.

[5] Bhatia, H., Norgard, G., Pascucci, V.,& Bremer, P. T. (2013). The Helmholtz-Hodge Decomposition;
A Survey. IEEE Transactions on visualization and computer graphics, 19(8), 1386-1404.

[6] Tong, Y., Lombeyda, S., Hirani, A. N., & Desbrun, M. (2003, July). Discrete multiscale vector field
decomposition. In ACM transactions on graphics (TOG) (Vol. 22, No. 3, pp. 445-452). ACM.
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Self-Intersection Local Times of Brownian Motion

森　隆大 ∗

京都大学 理学研究科 数学・数理解析専攻 数理解析系 M1

キーワード：Brown運動

概要
Brown運動は確率解析において最も基本的な確率過程の一つであり, その pathの解析が
詳細に行われている. 本講演ではその中で pathの自己交差に関する性質を紹介する.

p-multiple self-intersection local time β とは, d次元Brown運動Bが時刻 [0,∞)の間に
p重点を持つ頻度を表しており, 形式的には以下のように (ランダムな)測度で定義できる:

β(A) :=

∫

Rd

[∫

A

p∏

j=1

δ0(B(sj)− x)ds1 · · · dsp

]
dx,

ただしA ⊂ {(s1, · · · , sp) ∈ (R+)p|s1 < · · · < sp}.
Renormalized self-intersection local time γ とは, β の平均が 0になるように中心化した
ものであり, d = p = 2のとき形式的に以下で定義できる:

γ(A) := β(A)− E[β(A)].

[0, 1]2< := {(s1, s2) ∈ [0, 1]2|s1 < s2}とかいたとき, γ([0, 1]2<)の指数モーメントの有限性
は実解析学と物理数学の両方と関連がある.

本講演では, 指数モーメントE
[
eλγ([0,1]

2
<)
]
が λ = κ(2, 2)−4を境に収束・発散が変わると

いう定理 [2]を紹介する. ここで, κ(2, 2)はGagliardo-Nirenberg不等式

||f ||4 ≤ C||∇f ||1/22 ||f ||1/22 ; f ∈ W 1,2(R2)

の最良定数である.

さらに γを用いたポリマーモデルを設定し, 相転移が起こることを確認する.

参考文献
[1] Chen, X. (2010). Random Walk Intersections: Large Deviations and Related Topics.

Mathematical Surveys and Monographs 157. Amer. Math. Soc., Providence, RI.

[2] Bass, R. F., Chen, X. (2004). Self-intersection localtime: critical exponent and laws

of the iterated logarithm. Ann. Probab. 32 3221-3247
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Markov過程に関するエルゴード定理
世良 透 ∗ 京都大学 数学教室

キーワード：Markov過程，エルゴード理論

概要
局所コンパクト第二可算な Hausdorff空間 S 上の, Harrisの意味で再帰的な Feller過程

X = (Xt)t≥0を考える. Pxを x ∈ Sから出発するときのXの分布, θs : (xt)t≥0 #→ (xt+s)t≥0

を時間ずらし作用素とする. Xの再帰性により S上に不変測度 λ ̸= 0が定数倍を除き一意
に定まる.すなわち, Pλ :=

∫
S Pxλ(dx)とすると, 任意の s ≥ 0に対し Pλ ◦ θ−1

s = Pλが成り
立つ.また強エルゴード性という性質も成り立つ.

特に, λが有限測度のとき（このとき X は正再帰的であるという）正規化して確率測
度にとれて, Birkhoffの個別エルゴード定理より, S 上の確率測度 µおよび有界可測関数
f : S → Rに対し t → ∞で

1

t

∫ t

0

f(Xs)ds →
∫

S

f(x)λ(dx) Pµ-a.s.

が成り立つことが分かる.

一方で λが無限測度のとき（このときXは零再帰的であるという）上のように tだけの
関数で正規化して

∫ t

0 f(Xs)dsを意味のあるものに概収束させるということは出来ない.し
かしある条件の下では分布収束させることが出来る.例えばB = (Bt)を二次元Brown運動
とすると,これは再帰的で, λとして R2上の Lebesgue測度がとれる.このとき有界可測か
つ λに関し可積分な関数 f で

∫
R2 f(x)dx ̸= 0なるものに対し

2π

log t

∫ t

0

f(Bs)ds → E
∫

R2

f(x)dx in distribution

が成り立つ.ここに E はパラメータ 1の指数分布に従う確率変数である.

以上は連続時間で考えたが離散時間のMarkov過程に関しても同様のことが言える. 講
演では上記のようなMarkov過程に関するエルゴード的性質を紹介する.

参考文献
[1] J. Aaronson, An Introduction to Infinite Ergodic Theory, Mathematical Surveys and

Monographs 50, American Mathematical Society, Providence RI, USA, 1997.

[2] O. Kallenberg, Foundations of Modern Probability, Second Edition, Probability and

Its Applications, Springer-Verlag, New York, 2002.

[3] G. Kallianpur and H. Robbins, Ergodic property of the Brownian motion process, Proc.

Natl. Acad. Sci. USA 39 (1953), 525-533.
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PCSաఔͱόϦΞΦϓγϣϯ

඿ޱ ༤࢙ ∗ ౎େֶژ ཧֶڀݚՊ

Ωʔϫʔυɿ਺ཧϑΝΠφϯε,put-call symmetry,֬཰ඍ෼ํఔࣜ

֓ཁ
ۚ༥ࢢ৔ʹ͓͍ͯ࠷΋جຊతͳ೿ੜ঎඼ͱͯ͠,ϤʔϩϐΞϯܕͷϓοτΦϓγϣϯ͓Α
ͼίʔϧΦϓγϣϯ͕͋Δ. ཰ࢠՁաఔS͕རג 0,഑౰ۚ 0ͷϒϥοΫɾγϣʔϧζϞσϧ
ʹै͏ (͜ͷͱ͖,S͸υϦϑτແ͠زԿϒϥ΢ϯӡಈͰ͋Δ)ͱ͖,͜ΕΒͷΦϓγϣϯͷؒ
ʹ͸ put-call symmetry(ҎԼ,PCS)ͱ͍͏ରশੑ͕੒ཱ͢Δ.͢ͳΘͪ,C(T, k; x),P (T, k; x)

ΛͦΕͧΕגࡏݱՁ x,ຬظ T Ձ֨࢖ߦ, kͷϤʔϩϐΞϯίʔϧ,ϓοτͷՁ֨ͱͨ͠ͱ͖,

C(T,K;S0) = P (T, S0;K) (1)

͕੒ཱ͢Δ.

Carr-Lee[1]͸,೚ҙͷඇෛՄଌؔ਺Gʹର͠

E0G(MT ) = E0[
MT

M0
G(

M2
0

MT
)] (2)

͕੒ཱ͢ΔΑ͏ͳਖ਼஋֬཰աఔ (M,F ,P)ΛPCSաఔͱఆٛ͠,ͦͷಉ஋৚݅Λࣔͨ͠.͜
͜Ͱ,G(x) = (x−K)+ͱ͢Δ͜ͱʹΑΓ,্Ͱड़΂ͨϤʔϩϐΞϯΦϓγϣϯʹؔ͢ΔPCS

͕ै͏͜ͱ͕Θ͔Δ.

PCSաఔ͸༷ʑͳۚ༥೿ੜ঎඼ɺಛʹόϦΞΦϓγϣϯͷϔοδʹԠ༻͞ΕΔ. ͜͜Ͱ
όϦΞΦϓγϣϯͱ͸,࢈ࢿݪՁ͕֨͋ΔҰఆͷՁ֨ (όϦΞ)ʹ౸ୡ͢Δ͔൱͔Ͱ,ݖར͕
ൃੜͨ͠Γফ໓ͨ͠Γ͢ΔΦϓγϣϯͰ͋Δ.

ຊߨԋͰ͸ [1]ʹैͬͯ,PCSΛຬͨͨ͢Ίͷ֬཰ඍ෼ํఔࣜʹؔ͢Δे෼৚݅Λड़΂,Φ
ϓγϣϯϔοδ΁ͷԠ༻Λ঺հ͢Δ.

ݙจߟࢀ
[1] Carr,Peter and Lee,Roger;Put-call symmetry: extensions and applications. Math. Fi-

nance 19 (2009), no. 4, 523-560.

[2] Als,Elisa and Chen,Zhanyu and Rheinlnder,Thorsten;Valuation of barrier options via

a general self-duality.Math. Finance 26 (2016), no. 3, 492-515. ɹ

[3] Rheinlnder,Thorsten and Schmutz,Michael;Self-dual continuous processes. Stochastic

Process. Appl. 123 (2013), no. 5, 1765-1779.
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First Passage Percolation and its related topic

中島秀太 ∗ 京都大学 数理解析研究所　博士後期課程 1年

キーワード：First Passage Percolation, optimization problem, random environment

概要
伝染病は、病原体がその宿主から他の個体へと移り、連鎖的に感染者数が拡大する伝染
性の病気である。それらを数理モデルに置き換える際、例えば接触感染を考えたとしても、
接触した時必ず感染するとは限らず、さらに「接触」という個体それぞれの行動に依存す
る極めて複雑なものを正確に記述することは至難の業である。そのような状況の中でひと
つの実現の方法は適当なランダム環境を与え、伝染速度をランダム環境に依存する形で割
り当てるというものである。First Passage Percolation(FPP)はそのような実現の一つであ
り、動的な伝染モデルとして 1965年にHammersleyとWelshにより導入された。以下で具
体的な定義を述べる。

モデルの定義
隣接している Zdの二点をつなぐ辺の全体を E(Zd)で表す。各辺 e ∈ E(Zd)には、その
辺を通過するのに必要な時間を表す独立で同一分布に従う非負確率変数 τeが与えられてい
るとする。また、Zdの辺を e1 → · · · → ekの順にたどる路 πの移動時間を t(π) =

∑k
i=1 τei

で定義する。さらに二点 x, y ∈ Zd間の最小移動時間を
T (x, y) := inf{t(π) : πは xから yへの路 }.

で定義し、最小移動時間を与える路を optimal pathと呼ぶことにする。ここで t ∈ [0,∞)

についてB(t) := {x ∈ Zd : T (0, x) ≤ t}とすると時刻 tまでに到達できる集合となる。

病原体が辺 eの移動にかかる時間を τeと考えると、T (0, x)は原点で病原体が発生してか
ら xが感染するまでにかかる時間、B(t)は時刻 tでの感染者の集合を表している。

講演内容
このようにFPPは応用的な側面を持つ一方で、その数学的内容の豊富さにより、多くの
純粋数学的な研究がなされてきた。本講演ではそのようなFPPの中心課題における先行研
究を紹介するとともに optimal pathの最大辺移動時間に関する最近の結果を述べる。

参考文献
[1] A. Auffinger, J. Hanson, and M. Damron. 50 years of first passage percolation, 2015.

ArXiv e-print 1511.03262.
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トーラス上の渦力学
清水 雄貴 ∗ 京都大学 理学研究科

キーワード：geometric vortex dynamics

曲面 (M, g)上の非圧縮非粘性流体で渦度が delta関数の線形結合で書かれるものを点渦
力学系と呼び，その係数 {Γm}Nm=1を渦の強度という．流体力学的Green関数GH は

△GH(ζ, ζ0) =

⎧
⎨

⎩
δζ0 − 1

Area(M)
if M is compact,

δζ0 if M is non-compact,
(1)

の弱解であって相反条件，GH(ζ, ζ0) = GH(ζ0, ζ) (ζ, ζ0 ∈ M),を満たす関数として定義さ
れ，Robin関数RはGH の測地的距離 dにより正則化した関数

R(ζ) = lim
ζ0→ζ

[
GH(ζ, ζ0)−

1

2π
log d(ζ, ζ0)

]
, (2)

として定義される．強度 {Γm}Nm=1の点渦力学系に対しm番目の渦の複素座標での位置 ζm
は次の常微分方程式を満たす．

dζm
dt

= 2
√
−1λ−2(ζm)

∂

∂ζm

[
N∑

j ̸=m

ΓjGH(ζm, ζj) +
1

2
ΓmR(ζm)

]
. (3)

但しλは conformal factorである．この力学系はGHとRによって与えられるため，曲面の
幾何構造による影響を強く受ける．一方これまでは単連結であるかまたは定曲率であるよ
うな曲面に限りそこでの渦運動の挙動の詳細な解析が可能であった．近年になりGreen &

Marshall[2]によって単連結でも定曲率でもない曲面であるEuclid空間に標準的に埋め込ま
れたトーラスにおけるGreen関数の解析表示が与えられ，[1]ではこれを用いてトーラス上
の点渦方程式の解析表示が導かれた．本研究の目的は曲面の幾何構造がその上の渦運動へ及
ぼす影響を理解することにあり，講演では単連結でも定曲率でもない曲面に固有の点渦相互
作用を紹介する．そこで幾つかの理論的な困難がある．一つは点渦方程式が複素座標上で導
出されるため，トーラス含め単連結でない曲面上では点渦方程式の coordinate-freeな表示
が必要である．これに対して [1]では点渦方程式がある symplectic多様体上のHamiltonian

ベクトル場と一致するように相空間と symplectic形式, Hamiltonianを構成することで，点
渦方程式の coordinate-freeな表示を与えた．さらにある第一積分を発見し，2点渦問題が
完全可積分であることを示した．その結果それまでの曲面上の渦運動には見られなかった
挙動を見出すことに成功した．本講演は坂上貴之氏（京都大学）との共同研究に基づく．

参考文献
[1] T. Sakajo and Y. Shimizu, Point vortex interactions on a toroidal surface, Proc. Roy.

Soc. A, 472 (2016) 20160271. (doi:10.1098/rspa.2016.0271)

[2] C.C.Green and J.S.Marshall, Green’s function for the Laplace-Beltrami operator on a

toroidal surface, Proc. Roy. Soc. A, 469 (2012) 20120479.(doi:10.1098/rspa.2012.0479)
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ղੳతʹඇՄੵ෼ͳղ͚Δඍ෼ํఔࣜʹ͍ͭͯ

தࢁ ঵ޒ ∗ ౎େֶژ ৘ใֶڀݚՊ

ΩʔϫʔυɿՄੵ෼൑ఆ, Poincaré-Dulacඪ४ܗ

֓ཁ
nݩ࣍ඍ෼ํఔࣜʹରͯ͠, pݸͷՄ׵ͳϕΫτϧ৔ͱͦΕͧΕͷอଘྔͱͳΔ qݸͷؔ
਺͕ଘ͠ࡏ, p+ q = nͱͳΔͱ͖, ඍ෼ํఔࣜ͸Մੵ෼Ͱ͋ΔͱݴΘΕΔ. ϕΫτϧ৔ͱؔ
਺͕ղੳత (·ͨ͸, ༗ཧܕ)Ͱ͋Ε͹, ղੳతʹ (·ͨ͸, ༗ཧܕతʹ)Մੵ෼Ͱ͋ΔͱݴΘ
ΕΔ.

Մੵ෼൑ఆ͸Ұൠతʹ೉͍͕͠, ༗ཧܕతʹՄੵ෼Ͱ͋Ε͹ಛղपΓͷม෼ํఔࣜͷඍ෼
ΨϩΞ܈͸Մ׵ͳ୯Ґ੒෼Λͭ࣋ [1]. ͜ΕʹΑΓ, ඇՄੵ෼ੑΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ৔߹͕
͋Δ. ͔͠͠, ಛղ΍ͦͷม෼ํఔ͕ࣜ؆୯ʹॻ͚Δ͜ͱ͸كͰ͋Δ. ͦ͜Ͱ, ฏߧ఺पΓ
Ͱͷඪ४ܗΛ͑ߟΔ͜ͱͰ, Մੵ෼ੑΛ͑ߟΔ. ϋϛϧτϯܥʹ͓͍ͯ, Birkhoffඪ४ܗͷ
਺͕࣍໐ڞ 1ҎԼͷͱ͖͸Մੵ෼Ͱ͋Δ͕, ͦ͏Ͱͳ͍ͱ͖͸ඇՄੵ෼ͳྫ͕͋Δ͜ͱ͕஌
ΒΕ͍ͯΔ. ͜ͷྨࣅͷ݁Ռ͕, Ұൠతʹ੒Γཱͭ͜ͱ͕Θ͔ͬͨ. ͭ·Γ, Poincaré-Dulac

ඪ४ܗʹର͠ڞ໐࣍਺Λఆٛ͠, ͦΕ͕ 1ҎԼͰ͋Ε͹ղੳతʹՄੵ෼Ͱ͋Δ͕, 2Ҏ্ͳ
ΒղੳతʹඇՄੵ෼ͳྫ͕͋Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨ [2]. ࣮͸, ͜͜Ͱग़͖ͯͨඇՄੵ෼ͳඍ෼
ํఔࣜͷղ͸؆୯ʹॻ͚Δ.

ຊൃදͰ͸, Մੵ෼ͷ֓೦Λௐ΂ΔϞνϕʔγϣϯʹ͍ͭͯઆ໌͠, ඇՄੵ෼Ͱ͋Δʹ΋
ؔΘΒͣղ͚Δඍ෼ํఔࣜʹର͢ΔղऍΛ༩͑Δ.

ݙจߟࢀ
[1] M. Ayoul, N. T. Zung, Galoisian obstructions to non-Hamiltonian integrability,

C. R. Math. Acad. Sci. Paris 348 (2010), no.23-24, 1323–1326.

[2] S. Yamanaka, Local analytic integrability of Poincaré-Dulac normal forms, in prepa-

ration.
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۶ંLévyաఔͷҰൠԽͱ୤ग़໰୊

໺৔ ܒ ∗ ౎େֶژ ཧֶڀݚՊ

Ωʔϫʔυɿ֬཰࿦ɼLévyաఔ

࣮਺஋ͷ֬཰աఔX = {Xt : t ≥ 0}͕͋Δ͔۠ؒΒ୤ग़͢Δࠁ࣌ͷ෼෍Λಛ௃͚ͮ
Δ໰୊Λ X ʹର͢Δ୤ग़໰୊ͱ͍͏. ͜͜Ͱ͸, ೋͭͷ࣮਺ a > bͱඇෛ࣮਺ q ≥ 0,

X ͷ௨աࠁ࣌ τ+a = inf{t > 0 : Xt > a}, τ−b = inf{t > 0 : Xt < b}ʹର͠, ଴஋ظ

EX
0

(
e−qτ+a 1(τ+a <τ−b )

)
ΛٻΊΔ໰୊Λ͑ߟΔ.

ɹXΛ spectrally negative ͳ Lévyաఔͱͨ͠ͱ͖, Xʹର͢Δ୤ग़໰୊͸εέʔϧؔ਺
Λ༻͍ͯද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. εέʔϧؔ਺͸, X ͷ Laplaceࢦ਺Λ༻͍ͯ Laplaceม׵ʹ
ΑΓఆٛ͞ΕΔ. ·ͨ, ୤ग़໰୊ͷԠ༻ͱͯ͠, ϙςϯγϟϧଌ౓Λεέʔϧؔ਺Λ༻͍
ͯද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ɹKyprianou and Loeffen [1] ͸, ۶ં Lévyաఔ U ʹର͢Δ୤ग़໰୊Λ࿦ͨ͡. ൴Βͷ۶
ંLévyաఔU͸, ஋ 0Λ௒͑Δ·Ͱ͸ spectrally negativeͳLévyաఔXʹैͬͯಈ͖, 0

Λ௒͑ͨͱ͖ʹԼ͖޲ʹυϦϑτ α͕͔͔Δ. ,ͱ͏ݴ͘͠ৄ spectrally negative ͳ Lévy

աఔXʹର͠, ۶ં Lévyաఔ U = {Ut : t ≥ 0}͸, ֬཰ඍ෼ํఔࣜ

Ut − U0 = Xt − α

∫ t

0

1{Us>0}ds, t ≥ 0 (0.1)

ͷղͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔ.

ɹຊߨԋͰ͸ ,͖ͮجʹ[2] ·ͣKyprianou–Loeffenͷ۶ં LévyաఔΛҰൠԽͨ֬͠཰ա
ఔ, ͭ·ΓX, Y ΛҟͳΔ spectrally negative ͳ Lévyաఔͱͯ͠, ਖ਼ͷ஋ΛͱΔͱ͖͸X

ͷڍಈΛ, ෛͷ஋ΛͱΔͱ͖͸ Y ͷڍಈΛ͢Δ֬཰աఔ U Λఆٛ͢Δ. ৄ͘͠ड़΂Δͱ,

֬཰աఔ U Λ, X ͕༗քมಈͳඪຊ࿏Λͭ࣋ͱ͖͸X ͱ Y Λಠཱͱͯ͠, ֬཰ඍ෼ํఔ
ࣜͷղͱͯ͠ఆٛ͠, ·ͨ, X͕ඇ༗քมಈͳඪຊ࿏Λ΋ͪ Gaussian part Λͨ࣋ͳ͍ͱ
͖͸Λप༡ཧ࿦Λ༻͍ͯߏ੒͢Δ. ͞Βʹ, ຊߨԋͰ͸ෳ߹ PoissonաఔʹΑΔۙࣅͱ୤
ग़໰୊, ϙςϯγϟϧଌ౓ʹ͍ͭͯ͢࡯ߟΔ.

ݙจߟࢀ
[1] A. E. Kyprianou and R. L. Loeffen. Refracted Lévy processes. Ann. Inst. Henri

Poincaré Probab. Stat. 46 (2010), no. 1, 24–44.

[2] K. Noba and K. Yano Generalized refracted Lévy process and its application to exit
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Propagation of boundary-induced discontinuities in

radiative transfer

川越 大輔 ∗ 京都大学大学院 情報学研究科

キーワード：微分積分方程式, 不連続性

Ω を帯状領域 R2 × (0, 1), S2 を R3 の単位球面とし, 次の微分積分方程式を考える:

− ξ ·∇I(x, ξ)− µtI(x, ξ) + µs

∫

S2

p(ξ · ξ′)I(x, ξ′) dσξ′ = 0, (x, ξ′) ∈ Ω× S2. (1)

ただし, ·はベクトル空間R3 のEuclid内積, dσはS2上の面素とする. ここで, µt および µs

は非負の定数で, µt > µs を満たす. また, p は閉区間 [−1, 1] 上の非負値連続関数で, 任意
の ξ ∈ S2 に対して ∫

S2

p(ξ · ξ′) dσξ′ = 1

が成り立つと仮定する. 本講演では, 方程式 (1) を定常輸送方程式と呼ぶ.

定常輸送方程式 (1) には通常, 次の境界条件が課される. まず, 境界 Γ− を次のように定
義する. ∂Ω 上の点 x に対して, n(x) を点 x における ∂Ω の外向き単位法線とすると,

Γ− := {(x, ξ) ∈ ∂Ω× S2|n(x) · ξ < 0}.

そして, I0 を Γ− 上の関数として, 次の境界条件を課す:

I(x, ξ) = I0(x, ξ), (x, ξ) ∈ Γ−. (2)

最後に, 定常輸送方程式の境界値問題の解を定義する. (Ω× S2)∪ Γ− 上の関数 I が次の
積分方程式を満たすとき, I は定常輸送方程式の境界値問題 (1) - (2) の解であるという.

I(x, ξ) = exp(−µtτ−(x, ξ))I0(x− τ−(x, ξ)ξ, ξ)

+ µs

∫ τ−(x,ξ)

0

exp(−µt s)

∫

S2

p(ξ, ξ′)I(x− sξ, ξ′) dσξ′ ds, (x, ξ) ∈ (Ω× S2) ∪ Γ−.

ただし, τ−(x, ξ) は
τ−(x, ξ) := inf{t > 0|x− tξ ̸∈ Ω}

で定義される (Ω× S2) ∪ Γ− 上の関数である.

本講演では, この解の存在と一意性, さらに境界値の不連続性が解の不連続性としてどの
ように伝播するかについて述べる.

参考文献
[1] K. Aoki, C. Bardos, C. Dogbe, F. Golse, A note on the propagation of boundary

induced discontinuities in kinetic theory, Math. Models Methods Appl. Sci. 11, no. 9

pp. 1581–1595, (2001).
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ͼٴࡏૉʹରԠ͢ΔExtrapolationͷଘ༺࡞ࢄେফۃ
ൃలํఔࣜ΁ͷԠ༻

ຸౡ ३ ∗ ౎େֶژ ཧֶڀݚՊ ਺ֶࣨڭ

Ωʔϫʔυɿۃେফ࡞ࢄ༻ૉɼextrapolatipnɼൃలํఔࣜ

XΛBanachۭؒɺA (t)Λ t ∈ R≥0Ͱύϥϝʔλ෇͞ΕͨX্ͷ࡞༻ૉͱͨ͠ͱ͖,

u′(t) = A(t)u(t), where u(t) is a X valued function. (1)

Λൃలํఔࣜͱ͍͏.෺ཧతʹ͸ൃలํఔࣜ͸ܥͷؒ࣌มԽ͕աڈͷঢ়ଶʹ͸ґΒͣɺࡏݱ
ͷࠁ࣌ͷ෺ཧྔͷΈʹΑͬͯఆ·ΔΑ͏ͳܥͷൃؒ࣌లΛهड़͍ͯ͠ΔͱΈͳͤΔ. A(t) =

A͕ؒ࣌ʹґΒͳ͍ઢ࡞ܗ༻ૉͰ͋Δ৔߹Λ͑ߟΔ. ͜ͷΑ͏ͳྫͱͯ͠ྫ͑͹, X =

L2(Ω), where Ω ⊂ Rn.D(A) = {u ∈ H2
0 (Ω);∆u ∈ X}, Au = ∆u on D(A)͕͋Δ. ͜Ε͸

೤ํఔࣜͷDirichlet໰୊Λ͑ߟΔ͜ͱʹରԠ͍ͯ͠Δ.

AΛBanachۭؒX্ͷઢ࡞ܗ༻ૉͱͨ͠ͱ͖∥u∥ ≤ ∥u−λAu∥, for all u ∈ X and λ > 0

Λຬͨ͢΋ͷΛX্ফࢄతͱ͍͍ɺফࢄత͔ͭX্ͷ࡞༻ૉ I − λA͕೚ҙͷλ > 0ʹͭ
͍ͯશࣹ Ͱ͋Δͱ͖X্ۃେফࢄతͰ͋Δͱ͍͏. A͕X্᜚ີͳఆٛҬΛ΋͓ͬͯΓɺ
͢ࡏଘ͕܈తͰ͋Δͱ͖ɺHille-yoshidaͷఆཧʹΑΓAͰੜ੒͞ΕΔॖখ൒ࢄେফۃ͔ͭ
Δ. ͜ͷ࣌ɺࣜ (1)ͷॳظ஋໰୊Λ͑ߟΔͱ u(0) ∈ D(A)ͳΒ͹ॖখ൒܈ͷଘࡏʹΑΓɺॳ
.Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔ͢ࡏ஋໰୊ʹҰҙղ͕ଘظ ͕ͩ u(0) ∈ Xͷͱ͖͸ղ͕ଘ͢ࡏΔͱ͸ݶ
Βͳ͍. ஋Λظͷ໰୊͸ɺ۩ମతͳϞσϧ΁ͷԠ༻্͸ɺۭؒతʹͳΊΒ͔Ͱͳ͍ॳऀޙ
༩͑Δ͜ͱʹ૬౰͍͍ͯ͠Δ͜ͱ͕ଟ͍.෺ཧʹ͓͍ͯ͸͠͹͠͹ΈΒΕΔ໰୊Ͱ͋Δ.

A͕ X্᜚ີͳఆٛҬΛ΋ͭۃେফࢄతͳઢ࡞ܗ༻ૉͷͱ͖ɺBanachۭؒX ͱX ্
ૉAͰɺX͸X্᜚ີɺD(A)༺࡞తͳࢄେফۃ = X͔ͭɺA͕Aͷ֦େͱͳΔ΋ͷ͕ɺ
ಉܕΛআ͍ͯҰҙଘ͢ࡏΔ. ͜ͷ (X,A)Λ (X,A)ͷ extrapolation ͱݺͿ. ࣜ (1)ͷൃలํ
ఔࣜΛ

u′(t) = A(t)u(t), where u(t) is a X valued function. (2)

ʹ֦ு͢Δ͜ͱʹΑͬͯɺu(0) ∈ X(= D(A))ͷॳظ஋໰୊ʹࣜ (2)ͷҙຯͰͷҰҙղͷଘ
.ΛࣔͤΔࡏ ࣜ (1)ͷղͳΒ͹ࣜ (2)ͷղͰ͋Δ͕ɺٯ͸ඞͣ͠΋੒ཱ͢Δͱ͸ݶΒͳ͍ͱ
͍͏ҙຯͰɺࣜ (2)ͷղ͸ (1)ͷղͷऑղͱݺ͹ΕΔ΋ͷʹ૬౰͢Δ. extrapolation্ͷղ
͕ (1)ͷղͱͳΔ৚݅Λௐ΂Δͱ͍͏ܗͰఆࣜԽ͢Δ͜ͱʹΑΓɺൃలํఔࣜͷॳظ஋໰
୊ΛΑΓਫ਼ີʹ͢ڀݚΔ͜ͱ͕ՄೳͱͳΔ. ࡞తͳࢄେফۃԋͰ͸᜚ີͳఆٛҬΛ΋ͭߨ
༻ૉʹରԠ͢Δ extrapolationͷଘࡏͷূ໌Λ͠ɺͤڐ͕ؒ࣌͹ൃలํఔࣜ΁ͷ؆୯ͳԠ༻
Λड़΂͍ͨ.
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Schrödinger maps͓ΑͼCoulomb gaugeʹΑΔදݱ

ਗ਼ਫ Ұܚ ∗ ౎େֶژ ཧֶڀݚՊ

ΩʔϫʔυɿSchrödinger mapsɼCoulomb gauge

N Λ Riemann໘ɼm ≥ 1ͱ͢ΔɽSchrödinger mapsͱ͸࣍ͷํఔࣜΛຬͨࣸ͢૾ u =

u(x, t) : Rm × R → N ͷ͜ͱΛ͢ࢦ:

∂tu = JDk∂ku.

ୠ͠ɼ∂t͸ tʹؔ͢Δඍ෼ɼ∂k͸ k൪໨ͷۭؒม਺ʹؔ͢Δඍ෼ɼDk͸ k൪໨ͷۭؒม

਺ʹ͓͚Δڞมඍ෼ɼJ ͸N ͷෳૉߏ଄Λද͢ɽಛʹN = S2 ⊂ R3ͷ৔߹ɼSchödinger

maps͸

∂tu = u×∆u

ͱද͞Εɼੑ࣓ڧମͷ࿈ଓϞσϧΛهड़͢ΔݱʹࡍΕΔํఔࣜͱͯ͠஌ΒΕ͍ͯΔɽ

Schrödinger mapsΛղੳ͢Δࡍʹ༻͍ΒΕΔ༗ޮͳखஈͱͯ͠ɼCoulomb gaugeͱݺ͹

ΕΔ u−1TNͷ orthonormal frameΛ༻͍ͯํఔࣜΛॻ͖Լ͢ख๏͕͋Δɽ͜ͷख๏ʹΑΓ

Schrödinger maps͸ൺֱతղੳ͠΍͍͢ඇઢܗ Schrödingerํఔࣜʹؼணͤ͞Δ͜ͱ͕Ͱ

͖Δ৔߹͕͋ΔɽຊߨԋͰ͸ɼm = 1ͷ৔߹ʹ۩ମతʹ͜ͷख๏Λઆ໌͢Δ͜ͱΛ໨͢ࢦɽ

ݙจߟࢀ
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∗ishimizu@math.kyoto-u.ac.jp

ishimizu@math.kyoto-u.ac.jp


主値積分の形状微分を用いた定常渦斑の数値計算
宇田 智紀 ∗ 京都大学数学教室

キーワード：数値流体力学，Euler方程式，定常渦斑，形状微分

概要
2次元Euler方程式の解として，一定渦度領域をもつ渦斑が知られ，渦力学におけるもっ
とも基本的な解の一つとして活発に研究が行われている．渦斑領域は流れの速度場にした
がって時間発展しその形状を変えるが，定常渦斑の問題は時間発展で渦斑の形状が変化し
ないような解を求める自由形状問題である．これは，渦斑境界の運動を記述する等高線力
学の定式化のもとで（相対的）平衡状態を求めることに相当し，積分路を未知とする積分
方程式に帰着できる．
複素平面Cを流れ領域とする Euler流で，渦度の強さ ωの渦斑Dが誘導する速度場は

u− iv =
ω

2πi

∫∫

D

dw1 dw2

z − w
=

−ω

4π
p.v.

∮

∂D

log (z − w) dw (1)

で与えられる．ここで，記号 p.v.は Cauchyの主値を意味する．一般に，渦斑が誘導する
速度場は，このような特異積分によって記述される．
等高線力学の（相対的）平衡状態の数学解析・数値解析を行う上で，(1)の積分路 ∂Dに
関する形状微分が重要な役割を果たすと考えるのは自然であろう．しかしながら，従来よ
く知られている領域積分型あるいは境界積分型の形状微分公式は，被積分関数に十分な滑
らかさを仮定するものであり (1)には適用できない．そこで本研究では (1)のような積分に
適用可能な形状微分（ここではGâteaux微分；dで表記）の公式を導出した．

定理 1 (特異な周回積分の形状微分). z ̸= wで定義されたC1級複素数値関数ϕ (z, z, w, w)

を考える．ϕは良い性質をもつと仮定する（z → wで log程度の特異性を持っていても良
い）．媒介変数表示 f をもつ Jordan曲線C (f)に対し，形状依存の写像F を次で定める：

F (f) := p.v.

∮

C(f)

ϕ (z, z, w, w) dw. (♦)

このとき，F の δf 方向へのGâteaux微分は以下で与えられる：

dF (f ; δf) = p.v.

∮

C

dϕ (z, w; δz, δz) dw + 2i

∮

C

ϕw Re
[
(δw − δz)(−i dw)

]
. (♥)

ただし，δz := δf ◦ f−1 (z)および δw := δf ◦ f−1 (w)と表記した．

この公式を用いて定常渦斑問題に対する数値計算を行った．数値計算では，Pierrehumbert

渦斑対やCrowdyの解析的渦斑などを精度良く再現できることを確認した．講演では他に
も新しい数値結果を紹介する予定である．

∗uda@math.kyoto-u.ac.jp



渦層の相互作用による特異点の出現と
渦の巻き上げの数値計算

後藤田 剛 ∗ 京都大学 理学研究科 数学教室

キーワード：数理流体力学, Vortex sheets, Point vortex approximation

非粘性流体中の二次元 Vortex Sheetの時間発展については Birkhoff-Rott方程式と呼ば
れる微分積分方程式によって記述される. ここで, 二次元Vortex Sheetとは曲線上に線密
度の渦が分布している状態を指す. この方程式については, その線形化方程式が Kelvin-

Helmholtz不安定性により Hadamardの意味で ill-posedであることから, 不適切な問題で
あることが指摘されている. 一方で, 初期値が解析的なら Cauchy-Kowalewskiの定理によ
り解析的な時間局所解が存在することが証明できるため [4], この解が有限時刻で解析性を
失うかどうかが問題となる. しかし, 一般に Birkhoff-Rott方程式の数学解析は容易ではな
く, 非適切性の数学的な証明はされていない. 一方で, Mooreは形式的な漸近解析の手法を
用いて, 定常解に微小摂動と加えた初期値について, 有限時刻でVortex Sheetの曲率が発散
することを示している [3]. Krasnyは同初期値に対する解の時間発展を点渦近似によって数
値計算し, Mooreの求めた有限時刻における解の爆発を実証した [1]. また, [2]ではVortex

blob Methodと呼ばれる方法で正則化したBirkhoff-Rott方程式における解の時間発展を数
値計算し, 結果としてVortex Sheet解は爆発時刻を越えて計算することができ, さらには渦
の巻き上げ現象が起こることが示されている. 本研究では 2層のVortex Sheetの時間発展
について数学解析や数値計算を行い, 上記の先行研究との比較を通して, Vortex Sheet間の
相互作用による爆発解の性質の変化や, 正則化方程式における渦の巻き上げ現象について
考察した. なお, 本研究はミシガン大学のRobert Krasny教授との共同研究である.
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一般化された微分型非線形シュレディンガー方程式
の大域解について

戍亥　隆恭 ∗ 京都大学 理学研究科

キーワード：孤立波解, 変分法, 非線形シュレディンガー方程式, 微分型非線形項

1 導入
本研究は林雅行氏 (早稲田大学)と深谷法良氏 (東京理科大学)との共同研究である. 本講
演では, 以下の一般化された微分型非線形シュレディンガー方程式について考える.

{
i∂tu+ ∂2

xu+ i|u|2σ∂xu = 0, (t, x) ∈ R× R,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R.

(gDNLS)

ここで, σ ≥ 1とする. σ = 1のとき, Wuはゲージ変換とGagliardo–Nirenbergの不等式を
用いることで, ∥u0∥2L2 < 4πならば解が大域的になることを示した ([3]). 本講演では, 一般
の σの場合に大域解の存在について考える.

2 系
方程式 (gDNLS)は以下で定義されるエネルギーE, 質量M , 運動量 P が保存する.

E(u) :=
1

2
∥∂xu∥2L2 −

1

2σ + 2
Re

∫

R
i|u|2σu∂xudx,

M(u) := ∥u∥2L2 ,

P (u) := Re

∫

R
i∂xuudx.

本研究では, 変分法の議論を用いることで, 一般の σ に対して大域解の存在が得られた.

(σ = 1のときはMiao–Tang–Xu [2]が我々とは独立に証明している. ) この手法 (変分法)に
より σ = 1のとき, Wuの結果の別証明を与えることができる. さらに以下の系が得られる.

系 2.1. ∥u0∥2L2 = 4πかつP (u0) < 0(またはP (u0) = 0かつE(u0) ≤ 0)ならば, 解 uは時間
大域に存在する.
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