
平成 17年度 　京都大学大学院理学研究科 (数学・数理解析専攻)

数学系 入学試験問題

数学 II

⊗ 問題は７題あり，次の３つの分野群に分かれる．分野群［Ａ］の問題は 1 と
2 の２題，分野群［B］の問題は 3 と 4 の２題，分野群［C］の問題は 5 か
ら 7 の 3題である．

⊗ この７問題中, ３問題を ２つ以上の分野群から選択して解答せよ．

⊗ 解答時間は ４時間 である．

⊗ 参考書 ·ノート類の持ち込みは 禁止 する．

［注意］

1.指示のあるまで開かぬこと．
2.解答用紙 ·計算用紙のすべてに，受験番号 ·氏名を記入せよ．
3.解答は各問ごとに別の解答用紙を用い，問題番号を各解答用紙の枠内に記入
せよ．

4.１問を２枚以上にわたって解答するときは，つづきのあることを用紙下端に
明示して次の用紙に移ること．

5.提出の際は，解答用紙を問題番号順に重ね，計算用紙をその下に揃え，選択
表を上におき，記入した面を外にして一括して二つ折にして提出すること．

6.この問題用紙は持ち帰ってよい．

［記号］
以下の問題で Z, Q, R, Cはそれぞれ整数の全体, 有理数の全体，実数の全体, 複

素数の全体を表す.
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1 Z 上の n 変数多項式環 Z[x1, x2, . . . , xn] の極大イデアルは n + 1 個の元で
生成されることを示せ．

2 F は標数 0 の体で，１の原始３乗根を含むとする．K/F はガロア拡大で，
そのガロア群 Gal(K/F ) は σ を生成元とする３次巡回群であるとする．a

を K の元とし，L = K( 3
√

a) とする．[L : K] = 3 と仮定する．

このとき次の (1)，(2) を証明せよ．

(1) Lが F のガロア拡大体であるための必要十分条件は

σ(a) = ab3

をみたす K の元 bが存在することである．

(2) (1) の条件の下で，Lが F の巡回拡大体であるための必要十分条件は

bσ(b)σ2(b) 6= 1

である．

（注．ガロア拡大体は，そのガロア群が巡回群であるとき，巡回拡大体という．）

3 A = ( a b
c d )を GL2(Z)の元とし，(x, y) ∈ R2を (ax + by, cx + dy) ∈ R2に

写す写像から自然に引き起こされる T 2 = R2/Z2の微分同相写像を fAとお
く．T 2 = S1 × S1から第 j 成分への射影 pj : T 2 → S1 (j = 1, 2)に対し，
H1(S1;Z)の生成元 αを１つ定めて αj = p∗j(α)とおく．

1. f ∗A(αj) (j = 1, 2) を求めよ．
2. MAを

MA = T 2 × [0, 1]/ ∼, (u, 0) ∼ (fA(u), 1) (u ∈ T 2)

によって定める．

A =

(
1 0

0 −1

)
,

(
1 1

0 1

)

に対して，MAの整係数コホモロジー群を求めよ．
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4 M(n, k)を実 (n, k)行列全体の集合，S(k)を k次実対称行列全体の集合とし
(n ≥ k)，f : M(n, k) → S(k)を

f(X) = tXX

と定義する．

1. S ∈ S(k)が正定値対称行列ならば f−1(S)は空でないコンパクト C∞多
様体になることを示せ．また dim f−1(S)を求めよ．

2. S1, S2 ∈ S(k)がともに正定値ならば f−1(S1)と f−1(S2)は微分同相であ
ることを示せ．

5 0 < α < 1, n = 1, 2, . . .に対し関数 hn : [0, 1) → R を次のように定義する．

hn(x) =

{ (
n

k+1

)α
, x ∈ I+

n,k, (0 ≤ k ≤ n− 1),

− (
n

k+1

)α
, x ∈ I−n,k, (0 ≤ k ≤ n− 1),

ただし I+
n,k =

[
2k
2n

, 2k+1
2n

)
, I−n,k =

[
2k+1
2n

, 2k+2
2n

)
である．

このとき以下を示せ．

(1) 0 < β < 1 ならば，定数 C = C(β) ∈ (0,∞) が存在し，全ての n =

1, 2, . . .に対して
n−1∑

k=0

1

(k + 1)β
≤ Cn1−β

となる.

(2) f : [0, 1] → Rが連続ならば

lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)hn(x)dx = 0 (∗)

が成立する．

(3) 1 < p < ∞, 0 < α < 1− 1
p
とする．f が [0, 1]上の実数値 p 乗可積分関

数ならば (∗)が成立する．
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6 Ωは R2 の領域とし，u ∈ C2(Ω) とする．x = (x1, x2) ∈ Ω と r > 0に対し
Br(x) = {y ∈ Ω||y − x| < r} とおき, ∂Br(x) によって Br(x) の境界を表わ
す．ただし，|x| =

√
x2

1 + x2
2 である．

(1) BR(x) ⊂ Ω であるとき

lim
ε↓0

1

2π

∫

BR(x)\Bε(x)

(
log |x− y|

)
∆u(y)dy1dy2

を計算することにより，次の等式を示せ．

u(x) =
1

2π

∫

∂BR(x)

[
u(y)

∂

∂n
log |x− y| − ∂u(y)

∂n
log |x− y|

]
dσy

+
1

2π

∫

BR(x)

(
log |x− y|

)
∆u(y)dy1dy2.

ただし，nは BR(x)の境界 ∂BR(x)の外向き単位法線ベクトル， ∂
∂n
は

n 方向の方向微分である．また dσy は ∂BR(x) の線素である．

(2) BR(x) ⊂ Ω となる任意の x ∈ Ω と R > 0に対して

u(x) =
1

2πR

∫

∂BR(x)

u(y)dσy

が成立するものとする．このとき，u は ∆u(x) = 0 (x ∈ Ω) を満たす
ことを示せ．

7 B(H)をヒルベルト空間 H の有界線型作用素全体, I を H の恒等作用素と
する．以下 〈f, g〉は f, g ∈ H の内積とし，||f || = 〈f, f〉1/2 とする．

(1) T ∈ B(H)に対して次の二つの条件は同値であることを示せ．

(i) T は可逆 (すなわち，ST = TS = I となる S ∈ B(H)が存在する．)

(ii) T の共役作用素 T ∗ は単射であり，ある定数 δ > 0が存在して任意
の f ∈ H に対して ||Tf || ≥ δ||f ||が成り立つ．

(2) 以下 H = L2([0, 1]) とし，A ∈ B(H) を

(Af)(x) = xf(x), f ∈ H

とする．任意の λ ∈ [0, 1] に対して，0 に弱収束する H の単位ベクト
ルの列 {fn}∞n=1 で {||(λI −A)fn||}∞n=1 が 0に収束するものが存在する
ことを示せ．

(3) K を H のコンパクト線型作用素として，B = A + K とする．B のス
ペクトル集合 σ(B)は閉区間 [0, 1]を含むことを示せ．ここで．σ(B)は
λI −B が可逆でない複素数 λ の全体である．
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