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単体的セル複体とは, 各セルが単体であるような正則な CW-複体1のことである. 本稿では単体的セル複体

の面の個数に関する色々な研究結果について紹介する.

1 単体的セル複体と simplicial poset

単体的セル複体は組合せ論的に見ると simplicial posetと呼ばれる特殊な poset (半順序集合のこと)と見

なすことができる. 本稿ではこの組合せ論的な立場から単体的セル複体を導入する.

有限な poset P が simplicialであるとは, 以下の二つの条件を満たす時に言う:

(i) P が最小元 0̂を持つ．

(ii) 任意の元 σ ∈ P に対し, 区間 [0̂, σ] = {τ ∈ P : 0̂ ≤ τ ≤ σ}が Boolean代数となる.

Boolean代数とは, 有限集合の部分集合全体からなる集合に包含関係で順序関係を入れることでできる poset

のことである (図１を見よ)．もう少し幾何学的に言うと, Boolean代数とは単体の face posetのことである.
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図１．Boolean 代数

例えば, 次のページの図２は simplicial posetだが, 図３は simplicial posetではない. 正則なCW-複体の組合

せ論的な特徴付けに関する Björnerの結果 [Bj]から, simplicial posetは CW-posetであることがわかる. つ

まり, simplicial posetはある (自然な)正則な CW-複体の face posetになっており, poset P から CW-複体

Γ(P )を定めることができる. このようにして作られる正則な CW-複体を単体的セル複体 (simplicial cell

complex)と呼ぶ. つまり, face posetが simplicial posetとなる正則な CW-複体が単体的セル複体である.

Boolean代数は単体の face posetであるので, 単体的セル複体は単体を貼り合わせることで作られる CW-複

体とみなすこともできる. 尚, 同種の概念として単体的複体があるが, 単体的セル複体は単体的複体より少し

広い概念となっている.
∗murai@yamaguchi-u.ac.jp
1正則な CW-複体とは各セルの閉包が球体と同相なる CW-複体のことである. このような CW-複体の位相はその face poset から

決定する事が知られている.
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図２ 図３

P を simplicial posetとする時, [0̂, σ]が rank iの Boolean代数2 となるような元 σ ∈ P を P の rank iの

元と呼び, rankσ = iと書く. d = rankP = max{rankσ : σ ∈ P}とし, 各 i = −1, 0, 1, . . . , d− 1に対し,

fi = fi(P ) = #{σ ∈ P : rankσ = i+ 1}

とおく, 但し#は要素の個数を表す. つまり fiは CW-複体 Γ(P )の持つ i次元のセルの個数である. この時,

ベクトル

f(P ) = (f−1, f0, . . . , fd−1) ∈ Nd+1

を P の f-列 (又は face vector)と呼ぶ. 例えば図２の simplicial posetの f -列は f(P ) = (1, 3, 3)である.

尚, f−1 は常に 1となる.

単体的セル複体 Γ(P )が位相空間 X と同相である時, simplicial poset P (または単体的セル複体 Γ(P ))を

X の単体的セル分割と呼ぶ. 単体的セル複体の f -列に関する重要な問題の一つに次のものがある.

問題 1.1. 有限三角形分割可能な多様体M が与えられた時, M の単体的セル分割の f -列の取りうる値の必

要十分条件を与えよ.

本稿では, 上の問題に関する幾つかの結果について紹介する.

2 閉曲面の単体的セル分割の f-列

問題 1.1の一番簡単な場合は閉曲面の場合である. この場合に関しては特別な知識が無くても簡単に問題

は解決できる. ウォーミングアップの意味も込めて少し詳しく書いておこう.

M を閉曲面とし, P をM の単体的セル分割とすると, P の f -列 f(P ) = (1, f0, f1, f2)は次の条件を満たす

ことがすぐにわかる.

(1) f2 − f1 + f0 = χ(M).

(2) 2f1 = 3f2.

(3) f0 ≥ 3.

但し, χ(M)はM のオイラー数である. (1)はオイラー数の定義から明らかであるし, (3)は Γ(P )が少なくと

も一つの 2単体 (三角形)を持つことから明らかである. (2)は, Γ(P )において, 各 2単体はちょうど 3本の

辺を含み, 各辺はちょうど 2つの 2単体に含まれるという簡単な事実から導かれる等式である.

実は上の 3条件がそのまま必要十分条件となる. つまり, 次が成り立つことが知られている.

定理 2.1. M を閉曲面とする. この時, 数列 f = (1, f0, f1, f2) ∈ N4がM のある単体的セル分割の f -列とな

ることと, f が先の (1), (2), (3)の条件を満たすことは同値.

2Boolean 代数の rank とはその鎖の長さの最大値のこと. 例えば, 図１はそれぞれ rank 1,2,3 の Boolean 代数である.
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証明. 必要性については明らか. f = (1, f0, f1, f2)が条件 (1), (2), (3)を満たす時に f を f -列とするような

単体的セル分割を構成すればよい. 条件 (1), (2)より f は

f =
(
1, f0, 3(f0 − χ(M)), 2(f0 − χ(M))

)
と書き直せるので頂点の個数のみ考えればよい.

2単体を中心で細分することにより頂点数は任意に増やすことができる3 ので, どんな閉曲面も頂点数 3の

単体的セル分割を持つことを示せば十分である. 任意の閉曲面は, 球面, トーラス, 射影平面, の連結和として

得られることを思い出しておく. 二つの 2次元の単体的セル複体∆,Γの連結和は∆,Γから 2単体を一つ取

り除いて, 取り除いた単体の境界を同一視することで得られる. ∆,Γの頂点数が共に 3であれば, この操作を

行っても頂点の個数は 3のままであるので, 球面, トーラス, 射影平面のみ考えればよいことがわかる.

球面については 2つの単体を境界で同一視することで頂点数 3の単体的セル分割が構成できる. トーラス

と射影平面の場合は次の単体的セル分割を考えればよい.
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但し, 左図は境界の四角形の平行な二辺を同じ方向に同一視, 右図は境界の四角形の平行な二辺を反対方向に

同一視して得られる単体的セル複体である.

3 高次元球面の単体的セル分割の f-列

前の章で見たように, 閉曲面の単体的セル分割の f -列の分類は容易である. 閉曲面の場合のポイントは, 単

体的セル分割の f -列が頂点の数から決定してしまうという点である. 残念ながら高次元の場合には f -列は頂

点の個数のみから決定するわけではないので問題はもっと難しくなる. この章では Stanleyと枡田氏により

与えられた一般次元球面の単体的セル分割の f -列の特徴付けを紹介する. 彼らの結果を紹介する前に, h-列

と呼ばれる不変量を紹介する.

Rank dの simplicial poset P に対し, P の h-列 h(P ) = (h0, h1, . . . , hd) ∈ Zd+1を以下の (tについての一

変数の)等式を満たすベクトルとして定める

d∑
i=0

fd−i−1t
i =

d∑
i=0

hd−i(t+ 1)i,

但し (f−1, f0, . . . , fd−1)は P の f -列とする. この時, f -列を知ることと h-列を知ることが同値であることが

直ぐに分かる. 特に, 問題 1.1を考える際に f -列を h-列に変えて考えても問題としては同じものとなる. 球

面の単体的セル分割の h-列の分類は次のようになる.

定理 3.1 (Stanley [St1], 枡田 [Ma2]). ベクトル h = (h0, h1, . . . , hd) ∈ Zd+1 が (d− 1)次元球面のある単体

的セル分割の h-列であることと hが以下の三条件を満たすことは同値

(1) h0 = 1かつ i = 0, 1, . . . , dに対し hi = hd−i.

3(a, b, c) を頂点とする三角形を (a, b, d), (a, c, d), (b, c, d) を頂点とする 3 つの三角形に分ければよい.
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(2) i = 0, 1, . . . , dに対し hi ≥ 0.

(3) ある 0 < i < dについて hi = 0なら
∑d

i=0 hi は even.

閉曲面の場合と違い, 上記定理の証明は易しくない. 例えば, 条件 (2)の h-列の非負性は, simplicial poset

から face ringと呼ばれる環を定義し, h-列の値がその環の代数的な不変量に一致することを示すことにより

導かれる. 十分性については比較的優しいが, 組合せトポロジーに関する初歩的なことをある程度知っておく

必要がある. いずれについても詳しくは [St1, Ma2]を参照してほしい.

4 閉多様体の単体的セル分割の f-列

球面の単体的セル分割の f -列を調べる際には h-列を考えることで上手い特徴付けが得られた. 残念ながら,

一般の多様体を考える時, h-列は綺麗な形をしているとは限らない (後述の例 4.1を見よ). 多様体の単体的セ

ル分割を調べる際には Novik [No]によって導入された h′′-列と呼ばれるものを考えることが有効である.

Rank dの simplicial poset P に対し,

βi = βi(P ) = dimZ/2Z H̃i

(
Γ(P );Z/2Z

)
を P の (Z/2Z上の)ベッチ数とする (H̃i(Γ(P );Z/2Z)は Γ(P )の Z/2Z上の被約ホモロジー群). Simplicial

poset P の h-列が h(P ) = (h0, h1, . . . , hd)である時, P の h′′-列 h′′(P ) = (h′′
0 , h

′′
1 , . . . , h

′′
d)を次で定義する

h′′
k =


1, if k = 0,

hk −
(
d

k

){
k∑

ℓ=1

(−1)ℓ−kβℓ−1

}
, if 1 ≤ k ≤ d− 1,

hd −
∑d−1

ℓ=1 (−1)ℓ−dβℓ−1 = βd−1, if k = d.

h′′-列を理解するのは簡単ではないので一つ例を挙げておく.

例 4.1. 下の図５のような二次元トーラス S1 × S1 の標準的な三角形分割を考え, P をその face posetとす

る. この時, f(P ) = (1, 9, 27, 18)であるが, h-列を計算すると

h(P ) = (1, 6, 12,−1)

となり, 綺麗な形とはならない (球面の場合には h-列は非負で対称な数列となった). 一方, β1(P ) = 2である

から, h′′-列を計算すると,

h′′(P ) = h(P )− 2(0, 0, 3,−1) = (1, 6, 6, 1)

となり, こちらは綺麗な値をしていることが分かる.

図５
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注意 4.2. P が球面の単体的セル分割ならトップ以外のベッチ数は消えているから h′′(P ) = h(P )である.

h′′-列は h-列とベッチ数から決定するので問題 1.1を考える上では f -列を h′′-列に変えても問題ない. Sim-

plicial posetの h′′-列を考える重要なポイントは, 閉多様体の単体的セル分割の h′′-列は必ず非負でかつ対称

になるという点である. 実際, 次が成り立つ.

定理 4.3. P を境界の無い連結な (d− 1)次元多様体M の単体的セル分割とし, h′′(P ) = (h′′
0 , h

′′
1 , . . . , h

′′
d)と

する. 次が成り立つ.

(1) (Novik [No]) h′′
0 = 1かつ i = 0, 1, . . . , dに対し h′′

i = h′′
d−i.

(2) (Novik-Swartz [NS]) i = 0, 1, . . . , dに対し h′′
i ≥ 0.

(3) ([Mu1]) ある 0 < i < dについて h′′
i = 0なら

∑d
i=0 h

′′
i は even.

上の定理の証明は簡単ではないが, (1)は以下の二つの式から比較的容易に従う

hd−i − hi = (−1)i
(
d

i

)(
χ(P )−

(
1 + (−1)d−1

))
,

βi = βd−1−i,

但し χ(P ) =
∑d

k=1(−1)k−1fk−1(P )はオイラー数である. 一つ目の等式は (Klee’s) Dhen–Sommerville equa-

tionと呼ばれる ([Kl]参照). 二つ目の等式は Poincaré dualityである. 一方, (2), (3)を証明するにはブッ

クスバウム環と呼ばれる可換環論におけるかなりマニアックな概念に関する知識が必要となる. 詳しくは

[NS, Mu1]を参照して欲しい.

先の定理から Stanley–枡田の定理の少なくとも必要条件は任意の閉多様体で成り立つことがわかる. では,

十分条件についてはどうだろうか？つまり, どんな多様体に対して定理 4.3の条件は必要十分条件になるだろ

うか？この問題については, 次のことがわかっている.

定理 4.4 ([Mu1]). M が二つの球面の直積 Sn × Sm, 又は実射影空間 RPnの時, 定理 4.3 の条件は必要十分

である.

尚, 偶次元の射影空間については枡田氏 [Ma1]が得ていた結果である事を注意しておく.

5 今後の課題など

単体的セル分割の f -列の研究はまだまだ面白い問題がいろいろ残っているように思われる. 今後の問題と

しては二つの方向性が考えられる.

5.1 閉多様体の単体的セル分割

定理 4.4をもっと他の多様体の場合に拡張するというのはとても興味深い問題である. 実は, 球面の直積や

実射影空間の連結和を取ることで得られる多様体に対しても定理 4.3 の条件は h′′-列の満たす必要十分条件

となることが知られており, 定理 4.3の条件が h′′-列の満たす必要十分条件となる多様体は他にもありそうで

ある. 複素射影空間 CPnなどは有力な候補ではないかと思うが (実際 CP 2の場合は必要十分となる) 未解決

である. この問題を考える際, 次の補題が有効である

補題 5.1. M を有限三角形分割可能な境界の無い連結な (d− 1)次元多様体とする. 次は同値.

(i) 定理 4.3の条件がM の単体的セル分割の h′′-列の満たす必要十分条件となる.

(ii) M の単体的セル分割 P で fd(P ) = 2 +
∑d−2

i=1

(
d−1
i

)
βi となるものが存在.
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つまり, ファセットの個数がある特定の値になるような単体的セル分割が構成できればそれで良いのであ

る. 特に, h′′-列について何も理解していなくても問題は解ける！！ので興味を持たれた方は是非トライして欲

しい.

全ての多様体に対して定理 4.3の条件が h′′-列の満たす必要十分条件になるわけではないことも注意して

おく. ３次元トーラス S1 × S1 × S1 やポアンカレ球面などがその例である. そもそも h′′-列の定義ではホモ

ロジー群しか考えていないので, ホモロジー群以外の理由で構造が複雑になっている多様体に対しては h′′-列

を考えるだけでは上手くいかないのはある意味当然の事である.

定理 4.3の条件が十分条件とならなくても, h′′-列の必要十分条件を得られる可能性もある. 興味深い問題

として高次元トーラスの場合が挙げられる. 完全な解決を得るのは難しいと思われるが, 部分的な結果を得る

だけでも十分面白い. 例えば, 3次元の場合は次が肯定的に解決できれば必要十分条件が得られる.

問題 5.2. P が３次元トーラス S1 × S1 × S1 の単体的セル分割なら h′′
2(P ) ≥ 4か4？

一般次元のトーラスに対しては問題はより難しいが, 次の問題を提唱しておきたい.

問題 5.3. n次元トーラス S1 × S1 × · · · × S1 の単体的セル分割は少なくとも (n+ 1)!個のファセットを持

つか？

実は表現論的な構成法を用いて, (n+1)!個のファセットを持つ n次元トーラスの単体的セル分割が構成さ

れている [DPS] (Steinbergトーラスと呼ばれる). 上の問題は Steinbergトーラスの構成がファセットの数を

最小にするか？と言う問題である. 尚, この問題はファセットの数の最小値に関する問題だが, 任意の三角形

分割可能な連結な d次元閉多様体に対し, d+ 1個の頂点を持つ単体的セル分割が構成できることが知られて

おり, 頂点数の最小値に関しては問題は解決している ([FGG]参照).

5.2 境界を持つ多様体の単体的セル分割

境界を持つ多様体の単体的セル分割の h′′-列の研究は今の所ほとんど手が付けられていないのだが, 実は,

最も簡単な場合である球体の場合には Kolins [Ko]と著者 [Mu2]により h-列の完全な分類が得られている.

条件は非常に複雑なのだが, せっかくなので結果を書いておこう.

ベクトル h = (h0, h1, . . . , hd) ∈ Zd+1 に対し, ∂h = (∂h0, ∂h1, . . . , ∂hd−1) ∈ Zd を次で定義する

∂hi = (h0 + h1 + · · ·+ hi)− (hd + hd−1 + · · ·+ hd−i).

定理 5.4 (Kolins, 村井). ベクトル h = (h0, h1, . . . , hd) ∈ Zd+1 が (d− 1)次元球体のある単体的セル分割の

h-列となる事と hが次の (1)–(7)の条件をみたすことは同値.

(1) h0 = 1, hd = 0, かつ k = 1, 2, . . . , d− 1に対し hk ≥ 0.

(2) k = 0, 1, . . . , d− 1に対し ∂hk ≥ 0.

(3) もし dが oddで, かつある 1 ≤ n ≤ d− 2に対し ∂hn = 0であるなら
∑d

k=0 hk は even.

(4) ある 1 ≤ n ≤ d− 2に対し ∂hn = 0であるなら

hk + hk−1 + · · ·+ hk−n+1 ≥ ∂hk for k = n, n+ 1, . . . , d− 1.

(5) ある整数 i, j について, ∂hi = 0, hj = 0かつ i+ j ≤ dとなるなら
∑d

k=0 hk は even.

(6) ある 1 ≤ n < d
2 について ∂hn = 0となるとする. ある n ≤ ℓ ≤ d − nについて (hℓ + hℓ−1 + · · · +

hℓ−n+1)− ∂hℓ < nであるなら
∑d

k=0 hk は even.

4h-列の言葉で述べると h2(P ) ≥ 22.
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(7) ある整数 i, jについて, ∂hi = 0, hj = 0, 0 < i < d
2 かつ d− i < j < dとなるとする. ある整数 ℓ ≤ d− j

について ∂hℓ ≤ ℓとなるなら
∑d

k=0 hk は even.

Stanley–枡田の定理の必要条件が定理 4.3に拡張されたように, 球体の h-列の必要十分条件を境界を持つ

多様体の単体的セル分割の h′′-列の必要条件に拡張することができるか, なども興味深い問題であるが, まだ

きちんと調べられていないようである.

終わりに.

本稿ではどちらかというと組合せ論寄りな立場から単体的セル複体の面の数え上げに関する話を扱ったが,

単体的セル複体の研究には可換環論や代数的トポロジーの話がからんでいる. 可換環論的な扱いに関しては

Stanleyの論文や著書 [St1, St2]を, トポロジー寄りの扱いに関しては枡田氏の survey [Ma1, Ma3] などを参

照してほしい.
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