
平成 26年度　京都大学大学院理学研究科 数学・数理解析専攻

数学系・数理解析系 入学試験問題

専門科目

◎ 問題は 12題ある. 数学系志望者は, 1～ 10のうちの 2題を選択して解答せ
よ. 数理解析系志望者は, 1～ 12のうちの 2題を選択して解答せよ. （数学系と
数理解析系の一方のみを志望している者の解答問題数は 2題であり, 両系をともに
志望している者の解答問題数は, 選択によって 2～4題となる. ）選択した問題番
号を選択票に記入すること．

◎ 解答時間は 3時間 である.

◎ 参考書・ノート類・電卓・携帯電話・情報機器等の持ち込みは 禁止 する.

指定された荷物置場に置くこと.

［注意］

1. 指示のあるまで問題冊子を開かないこと.

2. 答案用紙・下書用紙のすべてに, 受験番号・氏名を記入せよ.

3. 解答は問題ごとに別の答案用紙を用い, 問題番号を各答案用紙の枠内に記入
せよ.

4. 1問を 2枚以上にわたって解答するときは, つづきのあることを用紙下端に
明示して次の用紙に移ること.

5. 提出の際は, 選択票, 答案用紙 (問題番号順), 下書用紙の順に重ね, 記入した
面を外にして一括して二つ折りにして提出すること.

6. この問題用紙は持ち帰ってよい.

［記号］
以下の問題で N, Z, Q, R, C はそれぞれ, 自然数の全体, 整数の全体, 有理数の
全体, 実数の全体, 複素数の全体を表す.



1 C[X,Y ] を複素数係数の 2変数多項式環, A = C[X, Y ]/(X2 + Y 3 − 1) とし,

X, Y ∈ C[X,Y ] の A での類をそれぞれ x, y とおく.　

(i) A が整域であり, Aの商体Lが C(y)の 2次拡大であることを証明せよ.

(ii) A が C[y] の L における整閉包であることを証明せよ.

(iii) y が A の既約元であることを証明せよ.

(iv) A がUFD(一意分解整域)であるかどうか理由をつけて決定せよ.

2 K ⊂ C を部分体, p を素数とする. C に含まれる任意の有限次拡大 L/K に
対し, L = K でなければ, [L : K] は p で割り切れると仮定する. このとき,

C に含まれる任意の有限次拡大 L/K に対し, [L : K] は p のべき (1 を含む)

であることを証明せよ.

3 ζ を 1 の原始 7 乗根 e2π
√
−1/7 とし, C の部分集合

A = {a1ζ + a2ζ
2 + a3ζ

3 + a4ζ
4 + a5ζ

5 + a6ζ
6 | a1, a2, a3, a4, a5, a6 ∈ {0, 1}}

を考える. このとき, Q(α) = Q(ζ) となる α ∈ A の個数を求めよ.

4 M を境界のないコンパクトなC∞級多様体とし, N をM の境界のない余次
元 1の C∞級閉部分多様体とする. ここで, 部分多様体の包含写像は C∞級
埋め込みであるとする.

(i) N の任意の点 pに対し, M における pの近傍U と, U 上のC∞級 1次微
分形式 θが存在し, 次をみたすことを示せ.

任意の q ∈ N ∩ U に対し, θq ̸= 0であり, Ker θq = TqN となる.

ただし, TqN は qにおけるN の接空間を意味する.

(ii) M,N がともに向き付け可能であるとき, M 上の C∞級 1次微分形式 θ

が存在し, 次をみたすことを示せ.

任意の q ∈ N に対し, θq ̸= 0であり, Ker θq = TqN となる.

5 円周 S1の点 pをひとつとる. S1 × S1 × S1 × S1の部分空間

X = {(x, y, z, w) ∈ S1×S1×S1×S1 |x = p, または y = p, または z = w = p}

の整数係数ホモロジーを求めよ.
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6 f をR上の実数値C1級関数とする. さらに∫ ∞

−∞
x2f(x)2dx <∞,

∫ ∞

−∞
f ′(x)2dx <∞

が成り立っているとする. このとき以下を示せ.

(i) g(x) = xf(x)2とおくと, g′はR上可積分であり, lim
x→±∞

g(x) = 0となる.

(ii)

∫ ∞

−∞
f(x)2dx ≤ 2

{∫ ∞

−∞
x2f(x)2dx

}1/2 {∫ ∞

−∞
f ′(x)2dx

}1/2

.

7 Hを実Hilbert空間とし, T をH上のコンパクト作用素とする. 任意のx ∈ H

に対して, Hの点列 {T nx}∞n=1が n → ∞のとき 0に弱収束しているとする.

以下の問に答えよ.

(i) 任意の x ∈ Hに対して, Hの点列 {T nx}∞n=1は 0に強収束していること
を示せ. (補足説明: (i) で強収束とは, H のノルムに関する収束を意味
する.)

(ii) 作用素列 {T n}∞n=1 は 0 に作用素ノルムで収束していることを示せ.

8 C2級関数 u : R2 → Rはすべての (t, x) ∈ R2で次の方程式をみたす.

∂2u

∂t2
(t, x) + u(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x).

このとき, R上の 3つの実数値関数E, v+, v−を次で定める.

E(t) =

∫ t

−t

{∣∣∣∣∂u∂t (t, x)
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂u∂x(t, x)

∣∣∣∣2 + |u(t, x)|2
}
dx,

v±(t) = u(t,±t) (複号同順).

以下の問に答えよ.

(i) dE
dt
(t)を関数 v±とその導関数を用いて表し, E(t)が t ∈ Rについて単調

増加であることを示せ.

(ii) sup
t≥0

E(t) <∞なら, lim
t→∞

v±(t) = 0となることを示せ.
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9 半径 a > 0 の球内の非圧縮非粘性流体の軸対称な運動を考える. 球の中心を
原点とする適切な球座標 (r, θ, ϕ) を用いると, 速度成分 (vr, vθ, 0) は次の連続
の式をみたす.

1

r2
∂

∂r
(r2vr) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(vθ sin θ) = 0.

(i) 流れ関数 ψ に対して vr =
1

r2 sin θ

∂ψ

∂θ
, vθ = − 1

r sin θ

∂ψ

∂r
とおくと,

上の連続の式を満たしていることを示せ. さらに, ϕ 方向の渦度

ω =
1

r

∂

∂r
(rvθ)−

1

r

∂vr
∂θ
を ψ で表せ.

(ii) 渦度が ω = −r sin θ と与えられるときの vr, vθ を, (i) での流れ関数 ψ

を用いて次の手順で求める.

(a) ψ = f(r) sin2 θ の形を仮定し, f(r) のみたす微分方程式を導け.

(b) f(r) の一般解を求めよ. (ヒント: f(r) = rn を代入してみよ.)

(c) r = a で ψ = 0, r = 0 で有界, という境界条件を用いて ψ を定め,

vr, vθ を求めよ.

10 Aをアルファベットとし, A∗ = {a1 · · · an | a1, . . . , an ∈ A, nは非負整数 }と
する. 任意のM,N ⊆ A∗について, M ·N を

M ·N = {uv | u ∈M, v ∈ N}

と定義し, またM∗を以下をみたすA∗の最小の部分集合と定義する.

{ε} ∪ (M ·M∗) ⊆M∗.

集合K ⊆ A∗が ε ∈ KかつK ·K ⊆ Kをみたすとき,

X = (K − {ε})− (K − {ε}) · (K − {ε})

はX∗ = KをみたすA∗の最小の部分集合であることを示せ.

11 有限集合 U, V に対し, 頂点集合 U ∪ V (U ∩ V = ∅), 辺集合E ⊆ U × V と
なる 2部グラフG = (U, V ;E)を考える. ただし, |U | = |V |とする. 辺部分
集合M ⊆ Eに対して, その端点集合 ∂Mが |∂M | = 2|M | = 2|U |をみたすと
き, M をGの完全マッチングという. 点部分集合W ⊆ U に対して

Γ(W ) = {v ∈ V |あるw ∈ W に対して (w, v) ∈ E}

と定義する. このとき, 任意のW ⊆ U に対して |W | ≤ |Γ(W )|をみたすこと
が, Gに完全マッチングが存在するための必要十分条件であることを示せ.
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12 時間に依存しない (自己共役な)ハミルトニアンがHで与えられる量子系を
考えよう. 簡単のため, 以下では ℏ = 1とおき, iは虚数単位を表す. この系の
時間発展演算子をUt = exp(−itH) (t ∈ R)と記す. 規格化された時間に依存
しない状態ベクトル |ψ⟩ , ⟨ψ|ψ⟩ = 1が一つ選ばれているものとし, この状態
への射影演算子を Pψ = |ψ⟩ ⟨ψ|で表す. また, 一般に演算子Aの期待値, 分
散をそれぞれ以下の式で定義する.

⟨A⟩ψ = ⟨ψ|Aψ⟩ , ∆(A)2ψ = ⟨A2⟩ψ − ⟨A⟩2ψ .

(i) t→ 0で,

⟨Ut⟩ψ = exp

(
−it ⟨H⟩ψ − t2

2
∆(H)2ψ

)[
1 +O(t3)

]
となることを示せ.

(ii) 期待値
⟨PψUt/nPψUt/n · · ·PψUt/nPψ⟩ψ (1)

は n→ ∞のとき
exp

(
−it ⟨H⟩ψ

)
に近づくことを示せ. ただし, (1)で Ut/nは n回現れるものとする.
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