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数学系 入学試験問題

数学 II

⊗ 問題は８題あり, 次の４つの分野群に分かれる. 分野群 [A] の問題は 1 と 2

の２題, 分野群 [B] の問題は 3 と 4 の２題, 分野群 [C] の問題は 5 から 7 の
３題, 分野群 [D] の問題は 8 の１題である.

⊗ この８問題中, ３問題を２つ以上の分野群から選択して解答せよ.

⊗ 解答時間は ４時間 である.

⊗ 参考書 ·ノート類の持ち込みは 禁止 する.

［注意］

1. 指示のあるまで開かぬこと.

2. 解答用紙 ·計算用紙のすべてに, 受験番号 ·氏名を記入せよ.

3. 解答は各問ごとに別の解答用紙を用い, 問題番号を各解答用紙の枠内に記入
せよ.

4. １問を２枚以上にわたって解答するときは, つづきのあることを用紙下端に
明示して次の用紙に移ること.

5. 提出の際は, 解答用紙を問題番号順に重ね, 計算用紙をその下に揃え, 選択表
を上におき, 記入した面を外にして一括して二つ折にして提出すること.

6. この問題用紙は持ち帰ってよい.

［記号］
以下の問題で N, Z, Q, R, C はそれぞれ, 自然数の全体, 整数の全体, 有理数の
全体, 実数の全体, 複素数の全体を表す. また, Rnの元 x = (x1, . . . , xn)に対して
|x| =

√
x2

1 + · · · + x2
nと書く.



1 p ≥ 3 を奇素数, Fp を p 個の元からなる有限体とする. Fp の元を成分とする
正則な 2 次正方行列全体のなす群を GL2(Fp) とおく.

(1) GL2(Fp)の元で固有値がすべて 1となるものの個数を求めよ.

(2) GL2(Fp) の半単純でない元の個数を求めよ.

ただし, A ∈ GL2(Fp)が 半単純とは, Fp の代数的閉包 Fp の元を成分と
する正則な 2 次正方行列 P が存在して P−1AP が対角行列となること
である.

2 複素数体の部分体 K をK = Q(
√

17 + 4
√

17 i) によって定める.

(1) K は Q の 4 次の Galois 拡大体であることを示せ.

(2) K の Q 上の Galois 群 Gal(K/Q) を求めよ.

3 nを 1以上の整数とし, Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}とする. また, 0でない実
数 aに対して a/|a|を aの符号と呼ぶことにする.

C∞級写像 f : Rn+1 → Rn+1は原点Oを正則値にもつとする. すなわち, 任
意の x ∈ f−1(O)における f の微分 dfxは非退化である.

(1) f−1(O) = {O}をみたすとき写像

F : Sn → Sn

を

F (x) =
f(x)

|f(x)|
(x ∈ Sn)

で定める. このとき F の写像度が det(dfO)の符号に等しいことを示せ.

(2) f−1(O) = {P,Q} (P ̸= Q)でmax{|P |, |Q|} < 1をみたすとする. 写像

F : Sn → Sn

を

F (x) =
f(x)

|f(x)|
(x ∈ Sn)

で定めるとき, F の写像度が det(dfP )の符号と det(dfQ)の符号の和にな
ることを示せ.
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4 境界つき多様体M の境界を ∂M と書く. Dを 2次元単位閉円板, Iを閉区間
[0, 1]とし, I において 0と 1を同一視した商空間を 1次元トーラス T 1とし,

通常の可微分構造を考える. 同相写像 h1 : ∂D → T 1を１つ与える.

(1) 3次元トーラス T 3 = T 1 × T 1 × T 1の境界つき部分多様体で 3次元単位
閉球体に可微分同相なものをB1, B2とし, これらはB1 ∩B2 = ∅をみた
すとする. またB1, B2の内部をB1, B2とする.

X = T 3 \ (B1 ∪ B2)

とおくときXの有理係数ホモロジー群を求めよ.

(2) x, y ∈ ∂(I × I) =
(
{0, 1} × I

)
∪

(
I × {0, 1}

)
のとき x ∼1 yとする.

これにより I × Iに同値関係∼1を定める. 商空間 I × I/ ∼1を S2とし,

T 2 = T 1 × T 1とする. これにより, 自然な写像 f : T 2 → S2を与える.

同相写像 h2 : S2 → ∂(T 3 \ B1)を１つ与え, 次の合成写像を gとする.

∂(T 1 × D) = T 1 × ∂D
idT1×h1−−−−−→ T 2 f−→ S2 h2−→ ∂(T 3 \ B1) ↪→ ∂X.

この gを用いて x ∈ ∂(T 1 × D), y = g(x)のとき x ∼2 yとする. これに
よりX ⊔ (T 1 × D)に同値関係∼2を定める.

商空間 Y = X ⊔ (T 1 × D)/ ∼2の有理係数ホモロジー群を求めよ.

5 R3 上の Lebesgue 可測な実数値函数の列 {fn}∞n=1 が次の条件 (1),(2) を満た
すとする.

(1) 任意の 3/2 ≤ p ≤ 3 に対して

sup
n≥1

∥fn∥p < ∞.

(2) 任意のコンパクト集合 K ⊂ R3 に対して

lim
n→∞

∫
K

|fn(x)|dx = 0.

このとき

lim
n→∞

∫
R3

|fn(x)|
|x|3/2

dx = 0

となることを示せ.

ただし dx は 3次元 Lebesgue 測度であり

∥f∥p =
(∫

R3

|f(x)|pdx
)1/p

とする.
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6 [0,∞) 上の実数値有界連続函数全体に, ノルム

∥f∥ = sup
x≥0

|f(x)|

を与えた Banach 空間を B とする. 実 Hilbert 空間 L2([0,∞)) から B への
線型作用素 T を

Tf(x) =
1

1 + x

∫ x

0

f(y)dy, x ∈ [0,∞)

と定める. T はコンパクト作用素であることを示せ.

7 f(x, y), g(x, y) は R2 で定義された C1 級函数で

xf(x, y) + yg(x, y) ≤ (1 + x2 + y2)
√

log(1 + x2 + y2)

を満たすものとする. このとき常微分方程式

dx

dt
= f(x, y),

dy

dt
= g(x, y)

は,任意の (x0, y0) ∈ R2 に対して, t ∈ [0,∞)で定義されx(0) = x0, y(0) = y0

をみたす解 (x(t), y(t))を持つことを示せ.

8 二分木の集合Bを以下を満たす最小の集合とする.

(a) Lf ∈ B.

(b) l, r ∈ BならばNd(l, r) ∈ B.

関数 f0 : B ×B → B および再帰関数 g : B → B, f1 : B ×B → B を以下の
ように定義する.

f0(t, Lf) = Nd(Nd(Lf, t), Lf)

f0(t, Nd(l, r)) = Nd(Nd(l, t), r)

g(Lf) = Lf

g(Nd(Lf, r)) = Nd(Lf, r)

g(Nd(Nd(l1, r1), r)) = g(Nd(l1, Nd(r1, r)))

f1(t, Lf) = Lf

f1(t, Nd(Lf, Lf)) = Lf

f1(t, Nd(Nd(l1, r1), Lf)) = f1(t, g(Nd(Nd(l1, r1), Lf)))

f1(t, Nd(l, Nd(l2, r2))) = Nd(l, r2)
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任意の t1, · · · , tn ∈ Bおよびb1, · · · , bn ∈ {0, 1} (n ≥ 1)に対して, s0, s1, · · · , sn ∈
Bを

s0 = Lf,　 sk = fbk
(tk, sk−1) (1 ≤ k ≤ n)

で定めるとき, s0から snを計算するのに要する関数 f0, g, および f1の呼び
出し回数 (再帰呼び出しも含む)の総和が高々O(n)であることを証明せよ.
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