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第 1章

確率論からの準備

この章では，確率論の基本的な枠組みを与える．確率空間や確率変数など，確率論の基

本的な概念を復習を兼ねて概観する．

1. 確率空間

確率論を数学的に述べるための，基本的な枠組みである確率空間について述べる．Ω を

一般的な集合とする．

可測空間

定義 1.1. Ω の部分集合を要素とする集合族 F が次の性質をみたすとき σ-集合体

(σ-field) という：

(1) ∅, Ω ∈ F .

(2) A ∈ F =⇒ Ac ∈ F

(3) An ∈ F , n = 1, 2, . . . =⇒
∞∪

n=1

An ∈ F

集合 Ω に σ-集合体 F を付加した空間 (Ω,F ) を可測空間 という．一般に位相空間

S に対して開集合をすべて含む最小の σ-集合体が一意に定まる．これを Borel σ-集合

体 (位相的 σ-集合体と呼ばれることも多い) とよび，以下 B(S) と記す．(S,B(S)) は可

測空間となる．S が位相空間の場合は特に断らなければ，σ-集合体として B(S) をとる．

S = R, C, Rd などが典型的なものである．

命題 1.2. F を σ-集合体とするとき，次のことが成り立つ：

(1) A, B ∈ F =⇒ A \B ∈ F .
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(2) An ∈ F , n = 1, 2, . . . =⇒
∞∩

n=1

An ∈ F

証明 (1)： A \B = A ∩Bc より明らか．

(2)： 条件から

Ac
n ∈ F , n = 1, 2, . . . =⇒

∞∪
n=1

Ac
n ∈ F =⇒

( ∞∪
n=1

Ac
n

)c

∈ F

ここで de Morgan の法則を使って

( ∞∪
n=1

Ac
n

)c

=

∞∩
n=1

(Ac
n)

c =

∞∩
n=1

An

より，求める結果を得る．

確率空間

基本的に σ-集合体では加算個の演算が自由にできる．確率論では可測空間に，確率 P

を付加したものを考える．

定義 1.3. 可測空間 (Ω,F ) 上の測度 P で P (Ω) = 1 をみたすものを確率測度 (proba-

bility measure) という．すなわち次の条件がみたされる：

(1) P : F → [0, 1], P (Ω) = 1.

(2) An ∈ F , n = 1, 2, . . . が互いに素 (Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j) であるとき，

(1.1) P
( ∞∪
n=1

An

)
=
∞∑
i=1

P (An)

が成り立つ．

これらを組にした (Ω,F , P ) を確率空間 (probability space) という．

Ω を全事象，または標本空間 (sample space) という．Ω の要素 ω を根元事象 (ele-

mentary event) または標本 (sample) という．F の要素 A を事象 (event) といい，その

補集合 Ac = Ω \ A を余事象 (complementary event) という．A ∩ B を積事象，A ∪ B
を和事象，∅ を空事象と呼ぶ．

例 1.1. サイコロ投げの場合

確率空間として次のものを準備すればよい．

Ω = {1, 2, . . . , 6}N ∋ ω = (ω1, ω2, . . . ).
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ωn は 1, 2, . . . , 6 のいずれかで，n回目に出た目を表す．確率は η1, η2, . . . , ηn を与えて

P (ω1 = η1, ω2 = η2, . . . , ωn = ηn) =
1

6n

と定めればよい．これが実際に σ-加法的に拡張できることは明らかではないが，Kol-

mogorov の拡張定理と呼ばれる定理により証明できる．

命題 1.4. 確率空間 (Ω,F , P ) において次のことが成り立つ：

(1) A ⊆ B =⇒ P (B \A) = P (B)− P (A).

(2) P (Ac) = 1− P (A)

(3) A ⊆ B =⇒ P (A) ≤ P (B).

(4) 任意の An ∈ F , n = 1, 2, . . . に対し P
( ∞∪
n=1

An

)
≤
∞∑
i=1

P (An).

(5) An ↑ A (i.e., A1 ⊆ A2 ⊆ · · · , A =
∪∞

n=1An) のとき， lim
n→∞

P (An) = P (A).

(6) An ↓ A (i.e., A1 ⊇ A2 ⊇ · · · , A =
∩∞

n=1An) のとき， lim
n→∞

P (An) = P (A).

証明 (1)： B = A+B \A (disjoint union) より明らか．

(2)： Ac = Ω \A と P (Ω) = 1 から明らか．

(3)： (1) と確率の正値性から明らか．

(4)：B1 = A1, Bn = An \
∪n−1

i=1 Ai (n = 2, 3, . . . ) とおく．Bi は互いに素で

∞∑
i=1

Bi =

∞∪
i=1

Ai, Bi ⊆ Ai.

よって，完全加法性から

P
( ∞∪
i=1

Ai

)
= P

( ∞∑
i=1

Bi

)
=

∞∑
i=1

P (Bi) ≤
∞∑
i=1

P (Ai).

より，求める結果を得る．

(5)：

P (A) = P (An) +
∞∑

k=n

P (Ak+1 \Ak).

収束性から
∑∞

k=n P (Ak+1 \Ak) → 0 が成り立つので求める結果を得る．

(6)： de Morgan の法則と（5) を用いればよい．
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2. 確率変数

確率変数

定義 2.1. (Ω,F , P ) を確率空間とする．Ω から R への写像 X : Ω → R が任意の a ∈ R
に対して {ω;X(ω) ≤ a} ∈ F が成り立つとき，X を確率変数と呼ぶ．

定義 2.2. (確率変数の分布) X を確率変数とするとき，R 上の確率測度 P ◦X−1 (即

ち (P ◦X−1)(B) = P [X−1(B)] で定義される R 上の確率測度）をX の分布といい，PX

で表わす．

定義 2.3. 2つの確率変数 X, Y (必ずしも同一確率空間上で定義されている必要はない)

に対し，PX = PY が成り立つとき，X と Y は同分布をもつ (同法則である) といい，

X
d
= Y, あるいは X

L
≈ Y

と表わす．

確率変数列の収束

確率変数列の収束は基本的な概念である．

定義 2.4. 次のような確率変数の収束がある．

(1) 確率変数列 {Xn} が 確率変数 X に概収束するとは，

(2.1) P
(
lim
n→∞

Xn = X
)
= 1

が成り立つときをいう．

(2) 任意の ε > 0 に対し

(2.2) lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0

が成り立つとき確率変数列 {Xn} は，確率変数 X に確率収束するという．

(3) 任意の有界連続関数 f に対し

(2.3) lim
n→∞

E[f(Xn)] = E[f(X)]

が成立するとき確率変数列 Xn は，確率変数 X に法則収束するという．

収束に関し，よく使う性質をまとめておこう．
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命題 2.5. 確率変数の族 {Xt} が t → ∞ のとき X に法則収束するしているとする．次

のことが成立する．

(1) 確率変数の族 {Yt} が t → ∞ のとき 0 に確率収束するならば，{Xt + Yt} は X

に法則収束する．

(2) 確率変数の族 {Yt} が t→ ∞ のとき 0 に確率収束するならば，{XtYt} は 0 に確

率収束する．

(3) 確率変数の族 {Yt} が t→ ∞ のとき定数 θ に確率収束するならば，{XtYt} は θX

に法則収束する．

証明 (1) は特性関数の収束を言えばよい．その前に指数関数に関して

|eix − eiy| ≤ |x− y|

が成り立っていることを思い出そう．これを使うと任意の ε に対し

|E[eiξ(Xt+Yt)]− E[eiξX ]|

= |E[eiξ(Xt+Yt)]− E[eiξXt ] + E[eiξXt ]− E[eiξX ]|

≤ |E[eiξXt(eiξYt − 1)]|+ |E[eiξXt ]− E[eiξX ]|

≤ E[|eiξYt − 1|] + |E[eiξXt ]− E[eiξX ]|

≤ E[|eiξYt − 1|; |Yt| > ε] + E[|eiξYt − 1|; |Yt| ≤ ε] + |E[eiξXt ]− E[eiξX ]|

≤ 2P (|Yt| > ε) + |ξ|ε+ |E[eiξXt ]− E[eiξX ]|

より

lim
t→∞

|E[eiξ(Xt+Yt)]− E[eiξX ]| ≤ |ξ|ε.

ε > 0 は任意だから，特性関数の収束が言えた．

(2) は {Xt} の緊密性を使う．任意に ε > 0 をとる．さらに δ > 0 を任意にとるとき，

緊密性からある M > 0 が存在して，P (|Xt| ≥M) < δ とできる．従って

P (|XtYt| > ε) = P (|XtYt| > ε; |Xt| < M) + P (|XtYt| > ε; |Xt| ≥M)

≤ P

(
|Yt| >

ε

M
; |Xt| < M

)
+ P (|Xt| ≥M)

≤ P

(
|Yt| >

ε

M

)
+ δ.

よって

lim
t→∞

P (|XtYt| > ε) ≤ lim
t→∞

P

(
|Yt| >

ε

M

)
+ δ = δ.
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δ > 0 は任意だから limt→∞ P (|XtYt| > ε) = 0 となり (2) が示せた．

(3) は

XtYt = θXt +Xt(Yt − θ).

Xtθ は Xθ に法則収束し，Xt(Yt − θ) は (2) から 0 に確率収束する．よって (1) を使っ

て XtYt が X に法則収束することが分かる．

命題 2.6. 確率変数の族 (Xt), (Yt), (Zt) が次の条件をみたしているとする．

(2.4) Xt ≤ Yt ≤ Zt, t ∈ [0,∞).

さらに t→ ∞ のとき (Xt) と (Zt) がともに X に法則収束していると，(Yt) も X に法

則収束する．

証明 条件から，任意の x ∈ R に対し

P (Xt ≤ x) ≥ P (Yt ≤ x) ≥ P (Zt ≤ x)

が成り立つ．x が X の分布関数の連続点であるとき，t→ ∞ としたとき，左辺と右辺は

P (X ≤ x) に収束する．従って

lim
t→∞

P (Yt ≤ x) = P (X ≤ x)

となり，求める結果を得る．

3. 条件付き期待値

確率論の基礎概念である条件付き期待値の復習を行う．

条件付き期待値

A ∈ F に対し，A の条件の下での条件付確率を

P (B|A) = P (B ∩A)
P (A)

で定義した．但し P (A) > 0 を仮定している．A を固定すれば B 7→ P (B|A) は測度を
定義するから，この測度に関する期待値として E[X|A] が定義できる．実際これは

E[X|A] = E[X1A]

P (A)

と定義される．条件 A の下での期待値と言うべきものである．この A をいろいろ動かす

という考えで条件付き期待値をを一般化できる．



3 条件付き期待値 11

σ-field G が与えられたとき，X ∈ L1 に対して，全ての A ∈ G に対し

(3.1) E[X1A] = E[Y 1A]

となる G 可測関数 Y が一意的に定まる．これを X の G で条件付けられた条件付き期

待値と呼び E[X|G ] とかく．特に G が有限生成の場合は disjoint 集合 A1, . . . , AK で

∪jAj = Ω を満たすものが取れ，G の元は A1, . . . , AK のうちのいくつかの和集合でかけ

る．このときは

(3.2) E[X|G ] =
∑
j

E[X|Aj ]1Aj
=

∑
j

1

P (Aj)
E[X1Aj

]1Aj

と表される．一般の場合はこの様な極限と考えてよい．

条件付き期待値に関しては次のことが成り立つ：

1. E[αX + βY |G ] = αE[X|G ] + βE[Y |G ].

2. X ≥ 0 ならば E[X|G ] ≥ 0.

3. φ を凸関数とすると，φ(E[X|G ]) ≤ E[φ(X)|G ].

4. 0 ≤ Xn ↑ X のとき E[Xn|G ] ↑ E[X|G ].

5. 0 ≤ Xn のとき E[lim infn→∞Xn|G ] ≤ lim infn→∞E[X|G ].

6. G1 ⊆ G2 のとき E[E[X|G2]|G1] = E[X|G1]

7. E[E[X|G ]] = E[X]

8. X が G -可測なら E[XY |G ] = XE[Y |G ].

9. X が G と独立ならば E[X|G ] = E[X].

8 だけ示しておこう．条件付き期待値を取っているのだから XY ∈ L1, Y ∈ L1 は仮

定しなければならない．8 の主張には XE[Y |G ] ∈ L1 であることも含まれている．実際

|XE[Y |G ]| ≤ E[|XY ||G ] が成立する．

まず，8 が有界な X に対して成立することを示す．A ∈ G をとり X = 1A のときを

まず見よう．任意に B ∈ G をとると

E[(1AE[Y |G ])1B ] = E[1A∩BE[Y |G ]] = E[1A∩BY ] = E[1A∩BY ] = E[(1AY )1B ].

これは E[1AY |G ] = 1AE[Y |G ] を意味する．

次に E[XY |G ] = XE[Y |G ] が成り立つ有界な G 可測関数全体を Φ とおく．明らかに

Φはベクトル空間であり，定数関数を含む．また Φの非負単調増大列 0 ≤ X1 ≤ X2 ≤ . . .

が有界な関数 X に概収束すると，E[XnY |G ] = XnE[Y |G ] で極限を取れば，優収束定
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理から E[XY |G ] = XE[Y |G ] が成り立つ．よって，Dynkin 族定理から Φ は G 可測な

有界関数全体を含む．

次に Y ∈ L1 として，G 可測関数 X が XY ∈ L1 を満たしているとする．Xn =

X1{|X|≤n} とおくと Xn は有界だから

E[XnY |G ] = XnE[Y |G ].

ここで n → ∞ とすれば，有収束定理から左辺は E[XY |G ] に概収束する．右辺は

XE[Y |G ] に概収束する．よって E[XY |G ] = XE[Y |G ] が成立していることが分かる．

条件付き期待値は，L2 の枠組みでは，直交射影になっていることも特徴的である．G

可測な L2(P ) の元の全体を L2(P,G ) と表そう:

L2(P,G ) = {f ∈ L2(P ); f は G 可測 }.

明らかに L2(P,G ) は L2(P ) の閉部分空間である．従って直交射影 πG : L2(P,G ) →
L2(P ) が定義できる．このとき

πGX = E[X|G ]

が成り立つ．実際 3. から E[X|G ]2 ≤ E[X2|G ] なので X ∈ L2(P ) のとき E[X|G ] ∈
L2(P ) が成り立つ．また Y ∈ L2(P,G ) に対し

E[(X − E[X|G ])Y ] = E[XY ]− E[E[X|G ]Y ]

= E[XY ]− E[E[Y X|G ]]

= E[XY ]− E[Y X] = 0

から

X = E[X|G ] + (X − E[X|G ])

が直交分解を与え要ることが分かるから，E[X|G ] が直交射影になっている．これから

(3.3) E[X2] = E[E[X|G ]2] + E[(X − E[X|G ])2]

が成り立つことが分かる．

独立な確率変数のときによく使う計算法があるので，それを紹介する．X, Y を S, T

に値を取る独立な確率変数とする．f を S×T 上の実数値可測関数として E[f(X,Y )|Y ]

を計算したい．このとき

φ(y) = E[f(X, y)]

と定義すると，

E[f(X,Y )|Y ] = φ(Y )



3 条件付き期待値 13

が成り立つ．これを

E[f(X,Y )|Y ] = E[f(X, y)]|y=Y

の様に書き表す．証明は Fubini の定理を使って

E[φ(Y )g(Y )] =

∫
T

φ(y)g(y)PY (dy)

=

∫
T

{∫
S

f(x, y)PX(dx)

}
g(y)PY (dy)

=

∫
S×T

f(x, y)g(y)P (X,Y )(dxdy)

= E[f(X,Y )g(Y )]

から分かる．φ(y) のことを

φ(y) = E[f(X,Y )|Y = y]

とかいたりする．

条件付分散

条件付平均が定義されれば，条件付分散も次の様に定義できる．

(3.4) V (X|G ) := E[(X − E[X|G ])2|G ].

この定義から

E[(X − E[X|G ])2|G ] = E[X2|G ]− 2E[XE[X|G ]|G ] + E[E[X|G ]2|G ]

= E[X2|G ]− 2E[X|G ]E[X|G ] + E[X|G ]2

= E[X2|G ]− E[X|G ]2

なので

V (X|G ) = E[X2|G ]− E[X|G ]2

という定義も可能である．

G が有限分割 A1, A2, . . . , AK で与えられているときは

V (X|G ) = E[X2|G ]− E[X|G ]2

=
∑
j

E[X2|Aj ]1Aj
− {

∑
j

E[X|Aj ]1Aj
}2

=
∑
j

E[X2|Aj ]1Aj
−

∑
j

E[X|Aj ]
21Aj



14 第 1章 確率論からの準備

=
∑
j

(E[X2|Aj ]− E[X|Aj ]
2)1Aj

が成り立つ．同様に

E[(X − E[X|Aj ])
2|Aj ] = E[X2 − 2XE[X|Aj ] + E[X|Aj ]

2|Aj ]

= E[X2|Aj ]− 2E[X|Aj ]E[X|Aj ] + E[X|Aj ]
2

= E[X2|Aj ]− E[X|Aj ]
2

だから

V (X|G ) =
∑
j

E[(X − E[X|Aj ])
2|Aj ]1Aj

も成り立つ．

命題 3.1. X ∈ L2(P ) に対し次の等式が成立する．

(3.5) V (X) = E[V (X|G )] + V (E[X|G ]).

証明 (3.5) の右辺を計算しよう．まず，

E[V (X|G )] = E[E[X2|G ]− E[X|G ]2]

= E[X2]− E[E[X|G ]2].

さらに

V (E[X|G ]) = E[E[X|G ]2]− E[E[X|G ]]2

= E[E[X|G ]2]− E[X]2.

両者を足して求める結果が得られる．

停止時刻

時間とともに発展する確率的な現象は確率過程によって表現される．その確率過程

を記述するためには，増大する σ-集合体の列を考えることが有用である．時刻列は

T = {0, 1, 2, . . . } と離散の場合を扱い，t ∈ T でパラメータ付けされた σ-集合体の族を

{Ft}t とし，フィルトレーションと呼ぶ．Ft は時刻 t までの情報を表している．

さて，確率過程の時間発展を記述するとき，重要な概念として停止時刻がある．τ が停

止時刻とは，任意の t に対し

(3.6) {τ ≤ t} ∈ Ft

をみたす Z+-値の確率変数のことである．
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τ が停止時刻とするとき，σ-fileld Fτ を

(3.7) Fτ = {A ∈ F ; A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft ∀t}

で定める．これは時刻 τ までに得られる情報を表している．

命題 3.2. τ を停止時刻，A ∈ Fτ に対して

(3.8) τA(ω) =

{
τ(ω) ω ∈ A

∞ ω ̸∈ A

と定めると，τA も停止時刻である．

証明 条件 (3.6) を確かめればよい．A ∈ Fτ であるから

{τA ≤ t} = {τ ≤ t} ∩A ∈ Ft.
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第 2章

リスクモデリングと保険料

この章では，リスクについて概観する．

4. リスクの定義

リスクとは

日常語で使うリスクとは何らかの危険を背後に含むものを意味するが，その使われ方は

多様である．共通して言えることは，何らかの不確実性を伴うものということができる．

つまり確率的な現象を伴うものであり，数学的にリスクを定義するには，確率モデルとし

て確率空間 (Ω,F , P ) が与えられているものとする．このときリスクを次のように定義

する．

定義 4.1. 可測関数 X : (Ω,F ) → (R,B(R)) をリスク (risk) と呼ぶ．リスク全体の集

合を M とかく．

X は未来における損失額を指すことが多く，X > 0 なら損失が生じ，X < 0 なら逆に

利益が生じる，ということを意味する．このノートではこのような使い方をするものとす

る．また，このノートでは保険数理的な観点で論じ，言葉も保険数理に現れるものを使用

する．その方が直感的な意味合いが明確になるはずであるが，同じような考え方でリスク

を扱うことは様々な場面で可能である．

さて，保険の枠組みで考えるとリスクは次のものの中に存在すると考える．保険者（=

保険会社）と被保険者が存在し，次のような形でリスクを定式化する．

(1) 被保険者が事故を起こしたときの保険金の請求 (claim)

(2) 被保険者は掛け金 (premium) を支払う．

リスクの考察は保険会社の視点で行うので，その立場からは
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(1) 保険金の支払いによる支出

(2) 掛け金による収入

ということになる．時刻 t までの請求総額を St, 掛け金の総額を Pt と表すと時刻 t にお

けるリスクは Xt = St − Pt として表される．

保険リスクモデル

保険商品の契約を統合したものを保険ポートフォリオ (insurance portfolio) という．

保険ポートフォリオに対するリスクは保険金の支払いであり，期間を定めた場合の累積の

請求総額のモデルとして次のようなものがある．

定義 4.2. 契約者数を n とし，契約者 j の請求総額を Vj とする．Vj は独立だが，同分

布であることは仮定しない．このとき累積クレーム S を

(4.1) S =
n∑

j=1

Vj

としたものを個別的リスクモデル (individual risk model) という．

これは，団体生命保険や，企業保険のような人数が固定されている集団に対するモデリ

ングに適している．これに対し次のようなモデルも可能である．

定義 4.3. ある保険ポートフォリオにおける一定期間の請求件数を確率変数 N で表し，j

番目 (j = 1, 2, . . . , N) の保険金請求額を Xj とする．Xj は独立同分布であり，N とも

独立であるとする．このとき

(4.2) S =
N∑
j=1

Xj

としたものを集合的リスクモデル (collective risk model) という．

近年のリスク理論は集合的リスクモデルを扱う場合がほとんどであり，集合的リスク理

論 (collective risk theory) と呼ばれる．

5. リスクの評価

基本的なリスク尺度

保険会社の支払能力をソルベンシー (solvency)という言葉で表し，支払不能 (insolvent)

に陥るリスクをソルベンシー・リスク (solvency risk) という．保険金請求のリスクを S
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で表すとき，支払い不能となる確率 FS(x) = P (S > x) に注目することは自然であろう．

これを S の裾野確率 (tail probability) と呼ぶ．

さて，リスクを見積もるための概念が「リスク尺度」である．保険の実務的な観点から

の定義は

定義 5.1. 写像 ρ : M → R ∪ {±∞} に対し，リスク S ∈ M に資金 ρ(S) を追加するこ

とによって S が「許容的」になるとき ρ をリスク尺度 (risk measure) という．

もちろん「許容的」をどうとらえるかは恣意的で，保険会社の営業方針によって変わっ

てくる．損失 S に対して ρ(S) を準備しておけば，会社の資産状況は ρ(S)− S であり，

支払い不能となる確率

(5.1) FS(ρ(S)) = P (S > ρ(S))

が小さくなるように ρ(S) を準備すればよいという考え方は自然であろう．

一般化逆関数

次に進む前に，単調関数の逆関数について必要なことを纏めておく．H(x) を R 上の
右連続単調非減少関数とする．このとき左連続逆関数を

(5.2) H←(α) = inf{x ∈ R : H(x) ≥ α}, α ∈ (infH, supH)

と定義する．

H←(α) が単調非減少であることは明らかである．H← が左連続であることは，αn ↑ α
となる列に対し H←(αn) ↑ H←(α−) < H←(α) であるとすると，

H←(αn) < x < H←(α)− δ

を満たす x と δ > 0 が存在する．H←(αn) は下限で，それより x が大きいので

H(x) ≥ αn である．n → ∞ として H(x) ≥ α となる．H←(α) はこのような条件を満

たす x の下限だから H←(α) ≤ x となって x < H←(α) − δ に矛盾する．これで，左連

続が示せた．

ここまでは H の右連続性は使っていない．右連続性を使うと，次のことが示せる

A(α) = {x; H(x) ≥ α} は閉集合である，(5.3)

H(H←(α)−) ≤ α ≤ H(H←(α)),(5.4)

H←(α) ≤ x ⇔ α ≤ H(x),(5.5)

t < H←(α) ⇔ H(t) < α.(5.6)

まず (5.3) を示そう．sn ∈ A(α) で sn ↓ s ならば α ≤ H(sn) ↓ H(s) より H(s) ≥ α

なので s ∈ A(α). sn ∈ A(α) で sn ↑ s ならば α ≤ H(sn) ↑ H(s−) ≤ H(s) より

H(s) ≥ α なので s ∈ A(α). これで A(α) が閉集合が示せた．
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A(α) が閉集合なので H←(α) = inf A(α) ∈ A(α) なので H(H←(α)) ≥ α. ま

た x < H←(α) だと H←(α) は下限なので H(x) < α となる．x ↑ H←(α) として

H(H←(α)−) ≤ α が分かる．

(5.5) は H←(α) ≤ x ならば (5.4) を使って α ≤ H(H←(α)) ≤ H(x). 逆に α ≤ H(x)

ならば H←(α) の定義から H←(α) ≤ x が従う．(5.6) は (5.5) の対偶である．

(5.4) から H←(α) が H の連続点なら

H(H←(α)) = α

が成り立つことになるから，H← は H の逆関数に近い性質を持つことが分かる．それ

で，一般化された逆関数という言い方をする．

Value at risk

定義 5.2. S ∈ M に対し，分布関数 FS に対する α-分位点 (α-percentile)

(5.7) F←S (α) = inf{x ∈ R : FS(x) ≥ α}, α ∈ (0, 1)

を水準 α の Value at Risk と呼び

(5.8) V aRα(S) = F←S (α)

とかく．

F←S を一般化逆関数と呼んだ．F←S は左連続である．また (5.4) から次を満たす．

(5.9) FS(F
←
S (α)−) ≤ α ≤ FS(F

←
S (α)).

また (5.5), (5.6) から

{α; a < F←S (α) ≤ b} = {α; FS(a) < α ≤ FS(b)}

が成り立つから，F←S を 確率空間 ((0, 1), dx) 上の確率変数と見て F←S が F と同じ分布

を持つことが分かる．

(5.9) から

(5.10) P (S > V aRα(S)) = FS(V aRα(S)) = 1− FS(V aRα(S)) ≤ 1− α

が成り立つ．保険会社は V aRα(S) を準備しておけば，支払い不能になる確率を 1−α よ

り小さく抑えることができる．α を 1 に近くとっておけば，会社にとっては許容的と言

えるだろう．

次に Value at risk の別の特徴づけを与える．
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命題 5.3. E[S] <∞ のとき，次の様に ρ(S) を定める:

(5.11) ρ(S) = argmin
ρ∈R

{E[(S − ρ)+] + ερ}, ε ∈ (0, 1).

このとき

(5.12) ρ(S) = V aR1−ε(S)

が成り立つ．

証明 V aR1−ε(S) = F←S (1− ε) のときが最小であることを示せばよい．

(5.13) g(ρ) = E[(S − ρ)+] + ερ =

∫ ∞
ρ

(1− FS(x)) dx+ ερ

とおく．この等式は

E[(S − ρ)+] =

∫
(ρ,∞)

(x− ρ) dFS(x)

=

∫
(ρ,∞)

dFS(x)

∫
(ρ,∞)

1(ρ,x)(y) dy

=

∫
(ρ,∞)

dy

∫
(ρ,∞)

1(y,∞)(x) dFS(x) (∵ Fubini の定理)

=

∫
(ρ,∞)

dy(1− FS(y))

から分かる．

まず ρ < F←S (1− ε) のとき

g(ρ)− g(F←S (1− ε)) =

∫ ∞
ρ

(1− FS(x)) dx+ ερ−
∫ ∞
F←S (1−ε)

(1− FS(x)) dx− εF←S (1− ε)

=

∫ F←S (1−ε)

ρ

(1− FS(x)) dx+ ε(ρ− F←S (1− ε))

>

∫ F←S (1−ε)

ρ

(1− (1− ε)) dx+ ε(ρ− F←S (1− ε))

= ε(F←S (1− ε)− ρ) + ε(ρ− F←S (1− ε)) = 0.

また ρ > F←S (1− ε) のとき

g(ρ)− g(F←S (1− ε)) =

∫ ∞
ρ

(1− FS(x)) dx+ ερ−
∫ ∞
F←S (1−ε)

(1− FS(x)) dx− εF←S (1− ε)

= −
∫ ρ

F←S (1−ε)
(1− FS(x)) dx+ ε(ρ− F←S (1− ε))
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≥ −
∫ ρ

F←S (1−ε)
(1− (1− ε)) dx+ ε(ρ− F←S (1− ε))

≥ −ε(ρ− F←S (1− ε)) + ε(ρ− F←S (1− ε)) = 0.

よって F←S (1− ε) のときが最小であることが示せた．

次の図からも分かるように最小値を取る ρ は一意ではない．1 − ε が F←S の不連続点

(FS は flat になる) では V aR1−ε(S) ≤ ρ ≤ V aR(1−ε)+(S) で同じ値を取る．またこの

図から定理の意味も明らかだろう．

V aR1−ε(S) V aR(1−ε)+(S)ρ

FS

1

1− ε

ερ E[(S − ρ)+]

上の命題は V aR に次のような解釈を与える．負債 S に対して資本金 ρ(S) を準備し

たとき，不足額の期待値は E[(S − ρ(S))+] をできるだけ小さくする．そのとき ρ(S) を

準備するのにコストがかかり，金利 ε > 0 に対して利息 ερ(S) がかかる．その和を最小

にするのが V aR1−ε(S) である．

このように V aR は解釈のしやすさもあり実務的にもよく用いられているが，α-分位点

以降のリスクを考慮していないという批判もある．そこで次のような評価もしばしば用い

られる．

定義 5.4. 確率変数 S に対して

(5.14) TV aRα(S) =
1

1− α

∫ 1

α

V aRu(S) du

を S に対する水準 α の Tail Value at Risk = TVaR と呼ぶ．

上の尺度は，一点だけでなく α 以上の分位点の相加平均を計算しており，その意味で

Average Value at Risk = AVaR などとも呼ばれる．定義から

(5.15) TV aRα(S) ≥ V aRα(S)

が成り立つ．
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命題 5.5. 分布関数 FS は連続であるとする．このとき TV aR は次の表示を持つ．

(5.16) TV aRα(S) = E[S|S > V aRα(S)]

証明 FS の連続性から F←S は狭義単調増大となる．従って次が成り立つ．

(5.17) u > α⇐⇒ F←S (u) > F←S (α) =⇒ F←S (u) ≥ F←S (α) ⇐⇒ u ≥ α

ここで， S の分布と F←S (α) の分布は同じだから

1

1− α

∫ 1

α

V aRu(S) du =
1

1− α

∫
(α,1)

V aRu(S) du

=
1

1− α

∫
{V aRu(S)>V aRα(S)}

V aRu(S) du

=
1

1− α
E[S;S > V aRα(S)]

が得られる．

(5.17) から (5.16) は E[S|S ≥ V aRα(S)] と表しても同じである．ただし，FS の連続

性は本質的で，これがなければ (5.16) は成立しない．実際は区別しておく必要があるの

で次の定義を導入する．

定義 5.6. S が E[S] <∞ を満たすとき

(5.18) CTEα(S) := E[S|S > V aRα(S)]

を水準 α の条件付裾野期待値 (conditional tail expectation = CTE) と呼ぶ．

類似の概念で，混同して使われることもあるが，次の概念も使うことにする．

定義 5.7. S が E[S] <∞ を満たすとき

(5.19) ESα(S) := E[(S − V aRα(S))+]

を水準 α の不足額期待値 (expected shortfall = ES) と呼ぶ．

(5.20) ρ(S) = V aRα(S) + ESα(S)

と定義すれば V aR の不足分を補ったリスク尺度と言える．

定理 5.8. FS(V aRα(S)) < 1 なる α ∈ (0, 1) に対して次が成立する．

TV aRα(S) = V aRα(S) +
1

1− α
ESα(S)

= CTEα(S) +

[
1

1− α
− 1

FS(V aRα(S)

]
ESα(S).

(5.21)
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証明 FS と V aRα(S) に対して

γ = FS(V aRα(S)) ≥ α

と定めると

P (S > V aRα(S)) = 1− FS(V aRα(S)) = 1− γ.

これと ESα の定義から

ESα(S) = E[(S − V aRα(S))1{S>V aRα(S)}]

= E[S1{S>V aRα(S)} − V aRα(S)P (S > V aRα(S))

=

∫ 1

0

F←S (u)1{F←S (u)>V aRα(S)}(u) du− (1− γ)V aRα(S) (∵ F←S は S と同分布)

=

∫ 1

0

F←S (u)1{u>FS(V aRα(S))}(u) du− (1− γ)V aRα(S) (∵ (5.6))

=

∫ 1

γ

F←S (u) du− (1− γ)V aRα(S).

ここで α < u < γ のとき F←S (u) = V aRα(S) となることに注意して

ESα(S) =

∫ 1

α

F←S (u) du− (γ − α)V aRα(S)− (1− γ)V aRα(S)

=

∫ 1

α

F←S (u) du− (1− α)V aRα(S).

両辺を 1− α で割って

ESα(S)

1− α
+ V aRα(S) =

1

1− α

∫ 1

α

F←S (u) du = TV aRα(S)

を得る．また条件付きで書き直して

ESα(S) = E[(S − V aRα(S))|S > V aRα(S)]P (S > V aRα(S))

= (E[S|S > V aRα(S)]− V aRα(S))P (S > V aRα(S))

= (CTEα(S)− V aRα(S))FS(V aRα(S))

となるので，先ほどの結果を使って

CTEα(S) = V aRα(S) +
1

FS(V aRα(S))
ESα(S)

= TV aRα(S)− ESα(S)

[
1

1− α
− 1

FS(V aRα(S))

]
となり，求める結果を得る．
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図示すると次のようになる．A, B, C が表しているのは，次の図のそれぞれ部分の面積

である．

γ

α

V aRα(S)

FS

AB

C

それぞれのリスク尺度が表しているものは

CTEα(S) =
A+B

1− γ
(5.22)

ESα(S) = A(5.23)

TV aRα(S) =
A+B + C

1− α
=

A

1− α
+

B

1− γ
(5.24)

である．(5.24) を示すには，次のことが必要である．

(5.25) B : C = 1− γ : γ − α.

これらの関係式を使うと定理 5.8は容易に見て取れるであろう．また次の不等式

(5.26) TV aRα(S) ≤ CTEα(S)

が成り立つが，等号は α = γ のときに限る．従って FS が V aRα(S) で連続な場合は等

号が成り立つ．他の尺度との関係は次のようになっている．

(5.27) V aRα(S) ≤ V aRα(S) + ESα(S) ≤ TV aRα(S) ≤ CTEα(S).

これらも，上の図から V aRα(S) =
B

1−γ を使えばほぼ明らかだろう．CTEα(S) が最も

リスクを高く見積もっていることになる．
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第 3章

Poisson 過程

この章では，Poisson 過程について述べる．

6. Poisson 過程

Poisson 過程

後で使う記法を導入しておく．実関数 f に対し

(6.1) f(s, t] := f(t)− f(s)

とかく．

以下確率空間を (Ω,F , P ) として，この上で考える．確率変数 M が パラメーター

λ ≥ 0 の Poisson 分布を持つとは

(6.2) P (M = k) = e−λ
λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

が成り立つときと定義する．M の平均は λ で，分散も λ である．

このとき，Poisson 過程の定義を次で与える．

定義 6.1. 確率過程 (Nt)t≥0 が次をみたすとき Poisson 過程と呼ぶ．

(1) 0 から出発する: N0 = 0 a.s.

(2) 独立増分性を持つ: 0 = t0 < t1 < · · · < tn に対し N(ti−1, ti], i = 1, 2, . . . , n は独

立である．

(3) ある右連続非減少関数 µ(t) で µ(0) = 0 をみたすものが存在し N(s, t] はパラメー

ター µ(0, t] の Poisson 分布を持つ．

(4) (N(t)) は右連続左極限を持つ．

ここで N(s, t] = Nt −Ns という記法を使っている．
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1

2

3

4

5

6

W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7

Poisson 過程

この定義から 0 = t0 < t1 < · · · < tn と非負整数 k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn に対し，

P (N(t1) = k1,N(t2) = k2, . . . , N(tn) = kn)

= P (N(t1) = k1, N(t1, t2] = k2 − k1, . . . , N(tn−1, tn] = kn − kn−1)

= e−µ(t1)
µ(t1)

k1

k1!
e−µ(t1,t2]

µ(t1, t2]
k2−k1

(k2 − k1)!
· · · e−µ(tn−1,tn]

µ(tn−1, tn]
kn−kn−1

(kn − kn−1)!

= e−µ(tn)
µ(t1)

k1

k1!
· µ(t1, t2]

k2−k1

(k2 − k1)!
· · · µ(tn−1, tn]

kn−kn−1

(kn − kn−1)!
.

時間的に一様な Poisson 過程，強度関数，Cramér-Lundberg モデル

平均値関数 µ(t) が λ > 0 が取れて

(6.3) µ(t) = λt

で与えられるとき，（時間的に）一様な Poisson 過程と呼ぶ．そうでないものは非一様で

あるという．λ は強度と呼ぶ．特に λ = 1 のとき，標準 Poisson 過程と呼ぶ．

またより一般に

(6.4) µ(s, t] =

∫ t

s

λ(u) du, s < t

となるとき，λ(t) を強度関数と呼ぶ．このとき，µ(t) は連続となる．N(t) が一様のと

き，µ(s, t] = µ(s+ h.t+ h] が任意の h > 0 に対して成り立つ．すなわち，定常増分過程

であることが分かる．
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独立増分性を使うと，(Nt) はマルコフ過程であることが分かる．ここでマルコフ過程

とは Ft を

(6.5) Ft = σ{Ns; 0 ≤ s ≤ t}

で定めるとき

(6.6) E[f(Nt)|Fs] = E[f(Nt)|Ns], 0 ≤ s < t

が成り立つことである．そのためには

(6.7) E[1{Nt=l}|Fs] =
l∑

k=0

P (Nt = l|Ns = k)1{Ns=k}

を示せばよい．そこで A ∈ Fs として

E[1{Nt=l}1A] = E[
l∑

k=0

1{Ns=k}1{Nt=l}1A]

= E[
l∑

k=0

1{Ns=k}1{Nt−k=l−k}1A]

=
l∑

k=0

E[1{Ns=k}1{Nt−Ns=l−k}1A]

=

l∑
k=0

E[1{Nt−Ns=l−k}]E[1{Ns=k}1A]

=
l∑

k=0

P (Nt −Ns = l − k|Ns = k)E[1{Ns=k}1A]

= E[
l∑

k=0

P (Nt = l|Ns = k)1{Ns=k}1A].

これは (6.7) を示している．

マルコフ過程に対して推移確率を

p(s, k; t, k + h) = P (Nt = k + h|Ns = k)

で定めると

p(s, k; t, k + h) = P (Nt = k + h|Ns = k)

= P (Nt −Ns = h|Ns = k)

= P (Nt −Ns = h)

= e−µ(s,t]
µ(s, t]h

h!
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が成り立つ．推移確率の微分 λk,k+h(t) を次で定める．

λk,k+h(t) = lim
s↓0

p(t, k; t+ s, k + h)

s

命題 6.2. (Nt) が連続な強度関数 λ(t) を持つとき

(6.8) λk,k+h(t) =

{
λ(t), if h = 1,

0, if h ≥ 2,

証明

p(t, k; t+ s, k + h) = e−µ(t,t+s]µ(t, t+ s]h

h!

である．ここで

µ(t, t+ s] =

∫ t+s

t

λ(u) du = λ(t)s+ o(s)

だから

p(t, k; t+ s, k + h)

s
= e−µ(t,t+s]µ(t, t+ s]h

sh!

= e−λ(t)s+o(s) (λ(t)s+ o(s))h

sh!

= (1− λ(t)s+ o(s))(λ(t)hsh−1 + o(sk−1))
1

h!

→

{
λ(t), if h = 1,

0, if h ≥ 2.

これが求める結果である．

この結果は，Poisson 過程が大きさ 2以上のジャンプを持たないことを導く．ここでは

その一端だけ見よう．t ≥ 0, s > 0 に対して

(6.9) P (N(t, t+ s] ≥ 2) = o(s).

が成り立つ．実際

P (N(t, t+ s] ≥ 2) = 1− e−µ(t,t+s] − µ(t, t+ s]e−µ(t,t+s].

ここで

µ(t, t+ s] =

∫ t+s

t

λ(u) du = sλ(t) + o(s)



7 Poisson 過程の構成 31

なので

1−e−µ(t,t+s] − µ(t, t+ s]e−µ(t,t+s]

= 1− (1− sλ(t) + o(s))− (sλ(t) + o(s))(1− sλ(t) + o(s))

= o(s)

同様に

P ((N(t, t+ s] = 1) = µ(t, t+ s]e−µ(t,t+s] = (sλ(t) + o(s))(1− sλ(t) + o(s))

= sλ(t) + o(s)

が成り立つ．

一様な Poisson 過程と非一様な Poisson 過程

平均関数 µ が与えられたとき，標準 Poisson 過程 Ñ を用いて Nt = Ñµ(t) と定義する

と，(Nt) は µ を平均関数とする（非一様） Poisson 過程となる．

また逆に µ が連続で単調増大の場合は逆関数 µ−1 が存在し，やはり単調増大連続関数

となる．N が平均関数 µ の Poisson 過程とすると，Nµ−1(t) は標準 Poisson 過程となる．

まとめると次が得られる．

命題 6.3. (Nt) を平均関数 µ を持つ Poisson 過程，Ñ を標準 Poisson 過程とする．こ

のとき次が成り立つ．

(1) (Ñµ(t)) は平均関数 µ(t) の Poisson 過程となる．

(2) µ(t) が単調増大連続関数で limt→∞ µ(t) = ∞ のとき (Nµ−1(t)) は標準 Poisson

過程となる．

7. Poisson 過程の構成

更新過程としての Poisson 過程

実際に定義 6.1 の性質を持つ Poisson 過程が存在することを示そう．ここでは更新過

程として構成する．ここで，更新過程について簡単に説明を加える．後で，詳しい性質を

述べるが，特に保険数学の観点からも応用上重要なものである．

Wk, k = 1, 2, . . . を i.i.d. で Wk > 0 a.s. をみたすものとする．これから T0 = 0,

(7.1) Tn =W1 +W2 + · · ·+Wn

で定まる確率変数列 (Tn) を更新過程と呼ぶ．(Tn) は到着時刻，あるいは生起時刻，更新

時刻を表す．保険数学では事故が起こった時刻を表すが，電球が寿命で新しいものと交換
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する（更新する）時刻といった意味を持つ概念である．Wk は到着時間間隔 (inter-arrival

time) と呼ばれる．時刻 t までの生起回数 Nt を

(7.2) Nt = ♯{k = 1, 2, . . . ;Tk ≤ t} = max{k = 1, 2, . . . ;Tk ≤ t}

で定める．

1

2

3

4

5

6

W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7

更新過程

さて，以上は更新過程の一般的な設定であるが，Poisson 過程を定義するためにはWk

は指数分布に従うことを仮定する．即ち Wn の分布関数を F とすると次の形で与えら

れる．

(7.3) F (x) = P (Wn ≤ x) = 1− e−λx.

従って密度関数が

(7.4) λe−λx

であり，このパラメーターの入れ方は 1
λ が平均で

1
λ2 が分散となる．この分布を E(λ)

とかく．（本によってはパラメーターを平均 µ = 1
λ に取る流儀もあるので注意すること．）
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λe−λx

0 x

λ

指数分布の密度関数

また二つの分布関数 F , G の合成積を

(7.5) F ∗G(x) =
∫
R
F (x− y) dG(y)

で定める．これは二つの独立な確率変数 X, Y の分布関数を F , G とするとき，X + Y

の分布関数が F ∗G となる:

P (X + Y ≤ z) =

∫
R

∫
R
1(−∞,z](x+ y)dF (x)dG(y)

=

∫
R

∫
R
1(−∞,z−y](x)dF (x)dG(y)

=

∫
R
F (z − y)dG(y).

さて，これらのことを準備すると，次のことが示せる．

命題 7.1. 次が成り立つ．

(7.6) P (Tn ≤ t) = 1− e−λt
n−1∑
k=0

(λt)k

k!
, t ≥ 0

さらに

(7.7) P (Nt = k) = e−λt
(λt)k

k!

証明 P (Tn ≤ t) = Fn∗ である．ここで n∗ は合成積を n 回繰り返すことを意味する．

(7.6) の右辺を Fn(t) とおくと，

F ′n(t) = λe−λt
n−1∑
k=0

(λt)k

k!
− e−λt

n−1∑
k=0

λ(λt)k−1

(k − 1)!
= λe−λt

(λt)n−1

(n− 1)!



34 第 3章 Poisson 過程

である．このことを利用して，Fn = Fn∗ を帰納法で示そう．n のときを仮定して n+ 1

のときを示す．

F (n+1)∗(t) =

∫ t

0

F (t− s)dFn∗(s)

=

∫ t

0

(1− e−λ(t−s))λe−λs
(λs)n−1

(n− 1)!
ds

=

∫ t

0

λe−λs
(λs)n−1

(n− 1)!
ds−

∫ t

0

e−λ(t−s)λe−λsλ
(λs)n−1

(n− 1)!
ds

=

∫ t

0

λe−λs
(λs)n−1

(n− 1)!
ds− e−λt

∫ t

0

λ
(λs)n−1

(n− 1)!
ds

=

∫ t

0

λe−λs
(λs)n−1

(n− 1)!
ds− e−λt

(λt)n

n!

ここで，両辺を微分すると

d

dt
F (n+1)∗(t) = λe−λt

(λt)n−1

(n− 1)!
+ λe−λt

(λt)n

n!
− λe−λt

(λt)n−1

(n− 1)!

= λe−λt
(λt)n

n!
.

よって F ′n+1 = d
dtF

(n+1)∗(t) が分かる．しかも Fn+1(0) = F (n+1)∗(0) = 0 であるから

Fn+1 = F (n+1)∗ が示せた．

これから容易に

P (Nt = k) = P (Tk ≤ t)− P (Tk+1 ≤ t) = e−λt
(λt)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

上の証明の中で F (n+1)∗(t) の微分を計算したが，これは密度関数のことに他ならない．

即ち F (n+1)∗ は次の密度関数を持つ．

(7.8) fn+1(t) = 1{t≥0}λe
−λt (λt)

n

n!
= 1{t≥0}

1

Γ(n+ 1)
λn+1e−λt tn+1−1

これはガンマ分布の密度関数であるから
::
Tn:::::::::::::::::::
はガンマ分布を持つことが分かる．密度関数

の合成積を計算しても，Fn∗ の形は帰納的に証明できる．

Ft を

(7.9) Ft = σ{N(s); 0 ≤ s ≤ t}

で定める．このとき
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定理 7.2. 次が成り立つ：

(7.10) P (N(s+ t)−N(s) = n|Fs) = P (N(t) = n).

証明 A ∈ Fs に対して P ({N(s+ t)−N(s) ≥ n} ∩A) = P (N(t) ≥ n)P (A) を示せば

よい．また A ∩ {N(s) = m} を考えることにより， A 上で N(s) = m としてよい．こ

のとき，A = {Tm+1 > s} ∩ B と表される．ここで B ∈ σ{W1,W2, . . . ,Wm} であり，
B 上で Tm ≤ s である．ところで N(s + t) ≥ m + n と Tm+n ≤ s + t は同値であり，

σ{Tl − Tm; l > m} は W1, W2,. . . ,Wm と独立であるから

P ({N(t+ s)−N(s) ≥ n} ∩A)
= P ({N(t+ s) ≥ n+m} ∩A)
= P ({Tm+n ≤ s+ t} ∩ {Tm+1 > s} ∩B)

= P ({Tm+n − Tm ≤ s+ t− Tm} ∩ {Tm+1 − Tm > s− Tm} ∩B)

= E[v(Tm);B]

ここで，

v(ξ) = P ({Tm+n − Tm ≤ s+ t− ξ} ∩ {Tm+1 − Tm > s− ξ})
= P ({Tn ≤ s+ t− ξ} ∩ {W1 > s− ξ})
= P ({Tn−1 +Wn ≤ s+ t− ξ} ∩ {Wn > s− ξ})
= E[w(ξ,Wn);Wn > s− ξ].

但し

w(ξ, η) = P (Tn−1 ≤ s+ t− ξ − η) for ξ ∈ [0, s] and η ∈ [s− ξ, s+ t− ξ].

ここで初めて Wn が指数分布であることを使う．任意の可測関数 f に対して

E[f(Wn);Wn > a] =

∫ ∞
a

λe−λxf(x) dx

=

∫ ∞
0

λe−λ(a+y)f(a+ y) dy (x = a+ y)

= e−λa
∫ ∞
0

λe−λyf(a+ y) dy

= e−λaE[f(a+Wn)]

が成り立つ．特に

v(ξ) = E[w(ξ,Wn);Wn > s− ξ]

= e−λ(s−ξ)E[w(ξ,Wn + s− ξ)]

= e−λ(s−ξ)P (Tn−1 ≤ s+ t− ξ −Wn − s+ ξ)



36 第 3章 Poisson 過程

= e−λ(s−ξ)P (Tn−1 ≤ t−Wn)

= e−λ(s−ξ)P (Tn ≤ t) = e−λ(s−ξ)P (N(t) ≥ n).

従って

P ({N(s+ t)−N(s) ≥ n} ∩A) = E[v(Tm);B] = E[e−λ(s−Tm);B]P (N(t) ≥ n).

これと

P (A) = P ({Tm+1 > s} ∩B) = P ({Wm+1 > s− Tm} ∩B) = E[e−λ(s−Tm);B]

をあわせて求める結果を得る．

今までは，更新過程から Poisson 過程を構成したことになる．これで存在定理として

は問題ないが，逆向きの議論も可能であること，すなわち Poisson 過程から，ジャンプの

時間を並べたものが，更新過程になることを示しておこう．

定理 7.3. 次が成り立つ．

(1) 指数分布 Exp(λ) を持つ i.i.d. 列から更新過程を作ると，これは Poisson 過程を定

める．

(2) N を強度 λ の Poisson 過程とする．0 ≤ T1 ≤ T2 ≤ · · · をジャンプの時刻の列と
すると，Exp(λ) の i.i.e. 列を用いて (7.1) のように表現される．

証明 (1) は示したので (2) を示す．まず帰納的に 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · に対し

P (Nt1 ≥ 1, Nt2 ≥ 2, . . . , Ntn ≥ n)(7.11)

=

∫ t1

w1=0

λe−λw1

∫ t2−w1

w2=0

λe−λw2 · · ·
∫ tn−w1−···−wn−1

wn=0

λe−λwndwn · · · dw1

が成立することを示そう．まず n = 1 の場合は

P (Nt1 ≥ 1) = 1− P (Nt1 = 0) = 1− e−λt1 =

∫ t1

w1=0

λe−λw1 dw1

で正しいことが分かる．定義から

(7.12) {Tn ≤ t} = {Nt ≥ n}

が成り立つ．これと上の結果を合わせて

P (T1 ≤ t) =

∫ t

w=0

λe−λw dw

が分かり，T1 は指数分布を持つことが分かる．



7 Poisson 過程の構成 37

次に n のときを仮定して n+ 1 のときを示そう．正確には Poisson 過程の強マルコフ

性を使うことになるのだが，T1 で条件付けて，それ以後の増分が独立なので

P (Nt1 ≥ 1, Nt2 ≥ 2, . . . , Ntn+1
≥ n+ 1)

= E[P (Nt1 ≥ 1, Nt2 ≥ 2, . . . , Ntn+1 ≥ n+ 1|FT1)]

=

∫ t1

0

P (N(w1, t2] ≥ 1, . . . , N(w1, tn+1] ≥ n|T1 = w1)dFT1
(dw1)

=

∫ t1

0

P (N(w1, t2] ≥ 1, . . . , N(w1, tn+1] ≥ n)λe−λw1 dw1)

=

∫ t1

0

λe−λw1 dw1P (Nt2−w1 ≥ 1, . . . , Ntn+1−w1 ≥ n)

=

∫ t1

0

λe−λw1 dw1

∫ t2−w1

w2=0

λe−λw2 · · ·
∫ tn+1−w1−···−wn−1−wn

wn+1=0

λe−λwn+1dwn+1 · · · dw2.

これは n+ 1 のときにも成り立つことを示している．

これで (7.11) が成り立つことが示せた．さらに (7.12) を繰り返せば

{Nt1 ≥ 1, Nt2 ≥ 2, . . . , Ntn ≥ n} = {T1 ≤ t1, T2 ≤ t2, . . . , Tn ≤ tn}

が成り立つので

P (T1 ≤ t1, T2 ≤ t2, . . . , Tn ≤ tn)

=

∫ t1

w1=0

λe−λw1

∫ t2−w1

w2=0

λe−λw2 · · ·
∫ tn−w1−···−wn−1

wn=0

λe−λwn dwn · · · dw1

=

∫ t1

0

du1 · · ·
∫ tn

0

λne−λun1{u1<u2<···<un} dun.

最後の式は変数変換 u1 = w1, u2 = w1+w2,. . . ,un = w1+ · · ·+wn を行った．Jacobian

は 1 であることに注意しよう．w1, w2,. . . ,wn の積分領域は

0 < w1 < t1

0 < w2 < t2 − w1

...

0 < wn < tn − w1 − w2 − · · · − wn−1

は

0 < w1 < t1

w1 < w1 + w2 < t2

...

w1 + w2 + · · ·+ wn−1 < w1 + w2 + · · ·+ wn < tn
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であるから，u1, u2,. . . , un でかくと

0 < u1 < t1

u1 < u2 < t2

...

un−1 < un < tn

となるので，上の式が成立することが分かる．この式は長方形領域で成立しているが，近

似の議論により一般の Borel 集合 B に対して成立することが分かる．即ち

P ((T1, T2, . . . , Tn) ∈ B) =

∫
· · ·

∫
B

λne−λun1{u1<u2<···<un} du1du2 · · · dun

となり，密度関数が λne−λun1{u1<u2<···<un} であることが分かる．これで (T1, . . . , Tn)

の分布が分かった．

上の変数変換の逆 (u1, u2, . . . , un) 7→ (w1, w2, . . . , wn) を行えば W1 = T1, W2 =

T2 − T1, . . . , Wn = Tn − Tn−1 が得られるので，(W1,W2, . . . ,Wn) の密度関数が得ら

れる．u1 < u2 < · · · < un の関係は w1 > 0, w2 > 0, . . . , wn > 0 に対応し，un =

w1 + w2 + · · · + wn だから密度関数が λe−λw1λe−λw2 · · ·λe−λwn1{w1>0,w2>0,...,wn>0}

になることが分かる．即ち W1, W2, . . . , Wn は i.i.d. で指数分布に従うことが分かる．

これで (2) が示せた．

結果的には (7.11) の関係式は (W1,W2, . . . ,Wn) の分布と関連していることを示唆し

ているが，そのことを直接使ったわけではない．

待ち時間のパラドックス

(Nt) の定義から

(7.13) TNt
≤ t < TNt+1

が分かる．Bt := t− TNt
を事前待ち時間，Ft := TNt+1 − t を事後待ち時間と呼ぶ．t が

ある Wk の間にあるのだから Bt, Ft は Wk より短いように思える．ある程度時間がた

つと，時間に関する対称性が表れてくるので，Bt, Ft の平均はWk の平均の半分 1
2λ で

はないかと予想される．これが正しくないことを示そう．むしろ Bt, Ft は Wk と同じ

分布と考えたほうが正しいといえる．ただし，二つの分布は t に依存するので，正確に

は t→ ∞ の極限で考える必要がある．この結果は直観に反するように思われるのでパラ

ドックスと呼ばれるが，数学的には何の矛盾もない．
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0 t
E(λ) ∧ t E(λ)

E(λ)

事前待ち時間と事後待ち時間

命題 7.4. Bt と Ft は独立で，Ft は Wk と同じパラメーター λ の指数分布を持ち，Bt は

(7.14)

{
P (Bt ≤ x) = 1− e−λx, x < t,

P (Bt = t) = e−λt.

を満たす．

証明

GBt,Ft
(x1, x2) = P (Bt ≤ x1, Ft ≤ x2)

とおく．Bt ≤ t は必ず成り立つので，x1 < t と x1 ≥ t で場合分けする．まず x1 < t,

x2 > 0 のとき

{Bt ≤ x1} = {t− x1 ≤ TNt
≤ t} = {N(t− x1, t] ≥ 1}

{Ft ≤ x2} = {t < TNt+1 ≤ t+ x2} = {N(t, t+ x2] ≥ 1}

であるから

GBt,Ft(x1, x2) = P (N(t− x1, t] ≥ 1, N(t, t+ x2] ≥ 1)

= P (N(t− x1, t] ≥ 1)P (N(t, t+ x2] ≥ 1)

= (1− e−λx1)(1− e−λx2).
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同様に x1 ≥ t, x2 > 0 のとき，Bt ≤ t であるから

GBt,Ft
(x1, x2) = P (Bt ≤ x1, Ft ≤ x2) = P (Ft ≤ x2) = 1− e−λx2 .

両者から

GBt,Ft
(x1, x2) = P (N(t− x1, t] ≥ 1, N(t, t+ x2] ≥ 1)

= P (N(t− x1, t] ≥ 1)P (N(t, t+ x2] ≥ 1)

= {1[0,t)(x1)(1− e−λx1) + 1[t,∞))(x1)}(1− e−λx2).

となる．これで独立性も分かる．また

P (Bt < t) = lim
x1↑t

P (Bt ≤ x1) = lim
x1↑t

(1− e−λx1) = 1− e−λt

であるから

P (Bt = t) = P (Bt ≤ t)− P (Bt < t) = 1− (1− e−λt) = e−λt

となるので，この部分は退化していることが分かる．

更に t→ ∞ のとき

P (Bt ≤ x1) → 1− e−λx1

であるから，Wk と同じパラメーター λ の指数分布に収束することが分かる．

到着時間の分布

平均関数 µ(t) を持つ一様でない Poisson 過程 N は，標準 Poisson 過程 Ñ を用いて

Nt = Ñµ(t) と表現できる．T̃n を Ñ の更新時刻とすると，パラメーター 1 の指数分布を

持つ待ち時間列 W̃ が取れて

T̃n = W̃1 + W̃2 + · · ·+ W̃n, n ≥ 1

と表せ，N の更新時間は

Tn = µ−1(T̃n)

と表される．

命題 7.5. Poisson 過程 N に対して，µ は連続な正の強度関数 λ を持つとする．このと

き次が成り立つ．

(1) 更新時刻 (T1, T2, . . . , Tn) の結合分布は次の密度関数を持つ:

(7.15) fT1,...,Tn
(t1, . . . , tn) = e−µ(tn)

n∏
i=1

λ(ti)1{0<t1<···<tn}.



8 順序統計量 41

(2) 待ち時間列 (W1, . . . ,Wn) の結合分布は次の密度関数を持つ:

(7.16) fW1,...,Wn(w1, . . . , wn) = e−µ(w1+···+wn)
n∏

i=1

λ(w1 + · · ·+ wi), wi ≥ 0.

証明 仮定から µ は微分可能で µ′(t) = λ(t) が成り立つ．また (W̃k) と (T̃k) の対応は

(w1, . . . , wn)
S→ (w1, w1 + w2, . . . , w1 + · · ·+ wn)

(t1, . . . , tn)
S−1

→ (t1, t2 − t1, . . . , tn − tn−1)

で与えられ det( ∂S∂w ) = 1 である．変数変換の公式から 0 < t1 < · · · < tn に対し

fT̃1,...,T̃n
(t1, . . . , tn) = fW̃1,...,W̃n

(t1, t2 − t1, . . . , tn − tn−1)

= e−t1e−(t2−t1) · · · e−(tn−tn−1) = e−tn .

µ−1 が存在して連続であるから

P (T1 ≤ t1, . . . , Tn ≤ tn) = P (µ−1(T̃1) ≤ t1, . . . , µ
−1(T̃n) ≤ tn)

= P (T̃1 ≤ µ(t1), . . . , T̃n ≤ µ(tn))

=

∫ µ(t1)

0

· · ·
∫ µ(tn)

0

fT̃1,...,T̃n
(s1, . . . , sn) ds1 · · · dsn

=

∫ µ(t1)

0

· · ·
∫ µ(tn)

0

e−sn1{s1<s2<···<sn} ds1 · · · dsn.

ここで変数 t1,. . . ,tn で微分して µ′(ti) = λ(ti) を使えば (7.15) を得る．

(2) は変換 S を使えば

fW1,...,Wn
(w1, . . . , wn) = fT1,...,Tn

(w1, w1 + w2, . . . , w1 + · · ·+ wn)

であることが分かるので代入すればよい．

8. 順序統計量

i.i.d. 確率変数列 X1, X2,. . . ,Xn に対し，それを小さいものから並べたもの

(8.1) X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n)

を順序統計量と呼ぶ．

命題 8.1. Xk が密度関数 f を持つとき (X(1), X(2), . . . , X(n)) の分布は次の密度関数を

持つ．

(8.2) fX(1),X(2),...,X(n)
= n!

n∏
k=1

f(xk)1{x1<x2<···<xn}
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証明 Rn の部分集合 Cn を

Cn := {(x1, . . . , xn); x1 < x2 < · · · < xn}

とおく．更に Xk が密度を持つから Xk = Xl となる事象は確率 0 なので

Ω̃ = {X(1) < X(2) < · · · < X(n)} = {Xk ̸= Xl for 1 ≤ k < l ≤ n}

は P (Ω̃) = 1 を満たす．Πn を {1, 2, . . . , n} の置換 π の全体とする．x1 < · · · < xn に

対し

P (X(1) ≤ x1, . . . , X(n) ≤ xn) = P (
∪

π∈Πn

Aπ)

が成り立つ．但し

Aπ = {Xπ(k) = X(k), k = 1, . . . , n} ∩ Ω̃ ∩ {Xπ(1) ≤ x1, . . . , Xπ(n) ≤ xn}.

Aπ は互いに素なので

P (
∪

π∈Πn

Aπ) =
∑
π∈Πn

P (Aπ).

また Xk は i.i.d. なので対称性から

P (Aπ) = P ((Xπ(1), . . . , Xπ(n)) ∈ Cn ∩ (−∞, x1]× · · · × (−∞, xn])

= P ((X1, . . . , Xn) ∈ Cn ∩ (−∞, x1]× · · · × (−∞, xn])

=

∫ x1

−∞
· · ·

∫ xn

−∞

n∏
k=1

f(yk)1{y1<···<yn}dy1 · · · dyn.

Πn は n! 個の元が存在するから

P (X(1) ≤ x1, . . . , X(n) ≤ xn) = n!

∫ x1

−∞
· · ·

∫ xn

−∞

n∏
k=1

f(yk)1{y1<···<yn}dy1 · · · dyn.

これから (X(1), X(2), . . . , X(n)) の分布の密度関数が (8.2) で与えられることが分か

る．

定理 8.2. N を強度関数 λ を持つ Poisson 過程とする．Nt = n での条件の下

で (T1, . . . , Tn) の分布は密度関数
λ(x)
µ(t) を持つ i.i.d. 列 X1, . . . , Xn の順序統計量

(X(1), . . . , X(n)) の分布に等しい:

(8.3) (T1, . . . , Tn|Nt = n)
d
= (X(1), . . . , X(n))

言い換えれば左辺の条件付きの分布は次の密度を持つ:

(8.4)
n!

µ(t)n

n∏
k=1

λ(xk)1{0<x1<···<xn<t}
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証明 次の極限を求める．

lim
h1↓0,...,hn↓0

P (T1 ∈ (t1, t1 + h1], . . . , Tn ∈ (tn, tn + hn]|Nt = n)

h1 · · ·hn
.

0 < t1 < · · · < tn < t なので hk を十分小さくとれば (tk, tk + hk] ⊆ [0, t] で互いに素と

してよい．

{T1 ∈ (t1, t1 + h1], . . . , Tn ∈ (tn, tn + hn], Nt = n}
= {N(0, t1] = 0, N(t1, t1 + h1] = 1, N(t1 + h1, t2] = 0, N(t2, t2 + h2] = 1, . . . ,

N(tn−1 + hn−1, tn] = 0, N(tn, tn + hn] = 1, N(tn + hn, t] = 0}

であるから，その確率は独立性から

P (T1 ∈ (t1, t1 + h1], . . . , Tn ∈ (tn, tn + hn], Nt = n)

= P (N(0, t1] = 0)P (N(t1, t1 + h1] = 1)P (N(t1 + h1, t2] = 0)P (N(t2, t2 + h2] = 1) · · ·
P (N(tn−1 + hn−1, tn] = 0)P (N(tn, tn + hn] = 1)P (N(tn + hn, t] = 0)

= e−µ(t1)[µ(t1, t1 + h1]e
−µ(t1,t1+h1]]e−µ(t1+h1,t2][µ(t2, t1 + h1]e

−µ(t2,t2+h2]] · · ·

e−µ(tn−1+hn−1,tn][µ(tn, tn + hn]e
−µ(tn,tn+hn]]e−µ(tn+hn,t]

= e−µ(t)µ(t1, t1 + h1] · · ·µ(tn, tn + hn].

両辺を P (Nt = n) = e−µ(t)
µ(t)n

n!
と h1 · · ·hn で割って

P (T1 ∈ (t1, t1 + h1], . . . , Tn ∈ (tn, tn + hn]|Nt = n)

h1 · · ·hn

=
n!

µ(t)n
µ(t1, t1 + h1]

h1
· · · µ(tn, tn + hn]

hn

→ n!

µ(t)n
λ(t1) · · ·λ(tn), as hk ↓ 0, k = 1, . . . , n.

これが求める結果である．

例 8.1. 強度 λ > 0 の Poisson 過程の場合は，更新時間 Tk の Nt = n の下での条件付

分布の密度関数は

(8.5) fT1,...,Tn
(t1, . . . , tn) = n!t−n, 0 < t1 < · · · < tn < t

である．命題 8.1 の結果から，これは (0, t) の一様分布の順序統計量 U(1), . . . , U(n) の分

布に等しいことが分かる．この分布は強度 λ に依存していないことに注意しよう．

0 t

個数で条件付けた場合
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例 8.2. Rn の対称関数 g は，任意の置換 π に対し

(8.6) g(x1, . . . , xn) = g(xπ(1), . . . , xπ(n))

を満たす．例えば

g(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

xk, g(x1, . . . , xn) =
n∏

k=1

xk

などがその例である．

定理 8.2の仮定の下で，

(g(T1, . . . , Tn)|Nt = n)
d
= g(X(1), . . . , X(n)) = g(X1, . . . , Xn).

従って，任意の可測関数 f に対して

(
n∑

k=1

f(Tk)|Nt = n)
d
=

n∑
k=1

f(X(k)) =
n∑

k=1

f(Xk)

例 8.3. (衝撃ノイズ) 電子到着時刻が Tk で表され，時間とともに放電していくモデルを

考える．この場合放電は減少関数 f(t) で表される．但し t < 0 では f(t) = 0である．こ

のとき時刻 t での電気量は

(8.7) St =

Nt∑
k=1

f(t− Tk)

で表される．典型的な例は f(t) = e−θt1[0,∞)(t), θ > 0 である．

これを一般化したものが

(8.8) St =

Nt∑
k=1

Xkf(t− Tk)

で

• (Xk) は (Tk) と独立

• t < 0 では f(t) = 0

を仮定する．f = 1[0,∞) と取ると Cramér-Lundberg モデルになる．遅れのある請求処

理の場合は

• t < 0 では f(t) = 0.

• f(t) は非減少．

• lim
t→∞

f(t) = 1.
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を仮定する．

Yk を時刻 Tk での投資とすると，時刻とともに利率 r で増えていくので t ≥ Tk で

er(t−Tk)Yk と変化する．従って時刻 tでの資産は

(8.9) S
(1)
t =

Nt∑
k=1

er(t−Tk)Yk, t ≥ 0.

逆に t までの時刻 Tk で Yk を受け取るときの，現在時点 t = 0 での価値は，割引率を掛

けて

(8.10) S
(2)
t =

Nt∑
k=1

e−rTkYk, t ≥ 0.

で表される．

命題 8.3. N を到着時間列が (Tk) で表される，Poisson 過程とし，(Xk) は N と独立な

i.i.d. 列とする．g : R2 → R を可測関数とすると次の等式が成り立つ．

(8.11) St =

Nt∑
k=1

g(Tk, Xk)
d
=

Nt∑
k=1

g(tUk, Xk)

ここで (Uk) は (Xk), (Tk) とは独立な (0, 1) 上の一様分布の i.i.d. 列である．

証明 定理 8.2を使って

P

( n∑
k=1

g(Tk, Xk) ≤ x

∣∣∣∣ Nt = n

)
= P

( n∑
k=1

g(tU(k), Xk) ≤ x

)
が分かる．(Xk) の対称性を用いると

P

( n∑
k=1

g(tU(k), Xk) ≤ x

)
= E

[
P

( n∑
k=1

g(tU(k), Xk) ≤ x

∣∣∣∣ U1, . . . , Un

)]

= E

[
P

( n∑
k=1

g(tU(k), Xπ(k)) ≤ x

∣∣∣∣ U1, . . . , Un

)]
.

ここで π は任意の置換である．特に π を U(k) = Uπ(k) となるようにとる．この π のと

り方は Uk に依存するが，Xk が独立なので次と等しくなる．

E

[
P

( n∑
k=1

g(tU(k), Xπ(k)) ≤ x

∣∣∣∣ U1, . . . , Un

)]

= E

[
P

( n∑
k=1

g(tUπ(k), Xπ(k)) ≤ x

∣∣∣∣ U1, . . . , Un

)]
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= P

( n∑
k=1

g(tUk, Xk) ≤ x

)

= P

( Nt∑
k=1

g(tUk, Xk) ≤ x

∣∣∣∣ Nt = n

)
.

あとは n で足し合わせて

P (St ≤ x) = E[P (St ≤ x|Nt)]

=
∞∑

n=0

P (Nt = n)P

( n∑
k=1

g(Tk, Xk) ≤ x

∣∣∣∣ Nt = n

)

=
∞∑

n=0

P (Nt = n)P

( Nt∑
k=1

g(tUk, Xk) ≤ x

∣∣∣∣ Nt = n

)

= P

( Nt∑
k=1

g(tUk, Xk) ≤ x

)
.

これは (8.11) を意味する．

例 8.4. (例 8.3 の続き) 次の割引和を考えた:

(8.12) St =

Nt∑
k=1

e−rTkXk.

命題 8.3 を使うと

(8.13) St
d
=

Nt∑
k=1

e−rtUkXk

が成り立つ．ここで Uk は Xk, Nt とは独立な一様分布である．Nt = n で条件づけると

E[St|Nt = n] = E

[ Nt∑
k=1

e−rtUkXk

∣∣∣∣ Nt = n

]

= E

[ n∑
k=1

e−rtUkXk

∣∣∣∣ Nt = n

]
= nE[e−rtU1X1]

= nE[e−rtU1 ]E[X1]

= n

∫ 1

0

e−rtu duE[X1]

= n[− 1

rt
e−rtu]10E[X1]

= n
1

rt
(1− e−rt)E[X1].
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これは即ち

(8.14) E[St|Nt] = NtE[e−rtU1X1] = Nt
1

rt
(1− e−rt)E[X1]

を意味する．平均をとれば

E[St] = E[E[St|Nt]] = E[Nt]
1

rt
(1− e−rt)E[X1] = λt

1

rt
(1− e−rt)E[X1]

=
λ

r
(1− e−rt)E[X1]

となって

(8.15) E[St] =
λ

r
(1− e−rt)E[X1]

が得られる．Cramér-Lundberg モデルは r = 0 の場合で E[St] = λtE[X1] である．

St の分散も計算することが出来る．まず，Nt = n で条件づけた分散を計算する．

V (St|Nt = n) = E[(St − E[St|Nt = n])2|Nt = n]

= E

[( n∑
k=1

e−rtUkXk − nE[e−rtU1X1]

)2]
(∵ 命題 8.3)

= E

[{ n∑
k=1

(e−rtUkXk − E[e−rtUkXk])

}2]
= nV (e−rtU1X1).

これは

(8.16) V (St|Nt) = NtV (e−rtU1X1)

を意味する．ここで命題 3.1を用いて St の分散を計算すると

V (St) = E[V (St|Nt)] + V (E[St|Nt])

= E[NtV (e−rtU1X1)] + V (NtE[ertU1X1])

= E[Nt]V (e−rtU1X1) + V (Nt)E[ertU1X1]
2

= λt(V (e−rtU1X1) + E[ertU1X1]
2)

= λtE[e−2rtU1X2
1 ]

= λt

∫ 1

0

e−2rtu duE[X2
1 ]

= λt
1

2rt
(1− e−2rt)E[X2

1 ]

=
λ

2r
(1− e−2rt)E[X2

1 ]
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即ち

(8.17) V (St) =
λ

2r
(1− e−2rt)E[X2

1 ]

が示せた．Cramér-Lundberg モデルは r = 0 の場合で V (St) = λtE[X2
1 ] が分かる．

以上で利率を考慮しても計算が可能であることが分かった．
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更新理論

この章では，更新理論について述べる．

9. 更新過程

{Wk} を正値 ( i.e., Wk > 0 a.s.) の i.i.d. 確率変数列とし，その部分和を

(9.1) Tn =W1 +W2 + · · ·+Wn

で定める．Wk は到着時間間隔または待ち時間，Tn は n 回目の更新（または再生）時刻

である．この Tn を更新列と呼ぶ．便宜上 T0 = 0 としておく．

(9.2) µ = E[Wk] ∈ (0,∞]

は平均再帰時間と呼ばれる．

(9.3) Nt = ♯{k = 1, 2, . . . ;Tk ≤ t} = max{k = 1, 2, . . . ;Tk ≤ t}

は時刻 t までに起こった回数であり， (Nt) を更新過程と呼ぶ．

(9.4) {Tn ≤ t} = {Nt ≥ n}

が成り立つ．但し，

{Tn < t} = {Nt > n}

は成り立たないので注意を要する．実際 Tn < t < Tn+1 のとき，Nt = n なので，左辺に

属するが，右辺には属さない．次の関係式も後で使う．

(9.5) TNt ≤ t < TNt+1

また 対数の強法則から Tn → ∞ a.s. だから Nt <∞ a.s. が成り立つ．

(9.6) N(a, b] = Nb −Na
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は時間 (a, b] で起こった回数を表している．Wk が指数分布のとき，Nt は Poisson 過程

になるのであった．従って，Poisson 過程は，更新過程の特別なものである．

定理 9.1. 次が成り立つ．

(9.7) lim
t→∞

Nt

t
=

1

µ
a.s.

µ = ∞ のときは，右辺は 0 とみなす．

この証明は次のことに注意すれば対数の強法則から従う．

命題 9.2. {Zn} を確率変数列で n→ ∞ のとき Zn → Z a.s. が成り立っているとする．

また {M(t)}t≥0 を非負整数値を取る確率過程で t → ∞ のときM(t) → ∞ a.s. が成り

立っているとする．このとき t→ ∞ のとき

ZM(t) → Z a.s.

が成り立つ．

証明 次のようにおく．

Ω1 = {ω ∈ Ω;M(t, ω) → ∞}, Ω2 = {ω ∈ Ω;Zn(ω) → Z(ω)}.

すると P (Ω1 ∩ Ω2) = 1 で Ω1 ∩ Ω2 上で

ZM(t) → Z

が成り立つ．

さて，定理の証明に戻ろう．

定理 9.1の証明 (9.5) から

TNt ≤ t < TNt+1.

Nt で割って

(9.8)
TNt

Nt
≤ t

Nt
<

TNt+1

Nt + 1

Nt + 1

Nt
.

ところで大数の強法則から a.s. で

Tn
n

→ µ

また Nt → ∞ a.s. なので命題 9.2を用いて

TNt

Nt
→ µ.

これと (9.8) を組み合わせて求める結果が得られる．
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Nt の期待値を

(9.9) U(t) = E[Nt]

とおく．U(t) が有限であること後で示すが，それに関わりなく Fatou の補題から

(9.10)
1

µ
= E

[
lim inf
t→∞

N(t)

t

]
≤ lim inf

t→∞

E[N(t)]

t

が成り立つ．逆向きの評価をこれから示していく．

(9.9) の別の表現を与えると

(9.11) U(t) = E[Nt] =

∞∑
n=1

P (Nt ≥ n) =

∞∑
n=1

P (Tn ≤ t) =

∞∑
n=1

Fn∗(t)

となる．F は Wk の（右連続）分布関数で，Fn∗ は F の n 回の合成積を表す．また Fn∗

は n に関して単調減少である．

(9.12) Fn∗(t) ≥ F (n+1)∗(t).

これは {Tn+1 ≤ t} ⊂ {Tn ≤ t} から従う．
ここでもう一つ後で必要になる Wald の等式を示しておく．

定理 9.3. (Wald の等式) {Xk} を i.i.d. 列で E[|Xk|] < ∞ を満たすとする．部分和

を Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn で定義する．N を停止時刻で E[N ] <∞ も仮定すると

(9.13) E[SN ] = E[X1]E[N ]

が成り立つ．

証明 最初に Xk ≥ 0 a.s. の場合を示す．このときは積分の収束性を気にしないで Fubini

の定理が使える．

E[SN ] =
∞∑

n=1

E[Sn1{N=n}]

=
∞∑

n=1

n∑
m=1

E[Xm1{N=n}]

=

∞∑
m=1

∞∑
n=m

E[Xm1{N=n}]

=

∞∑
m=1

E[Xm1{N≥m}].
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ここで {N ≥ m} = {N ≤ m− 1}c ∈ Fm−1 が Xm と独立であることに注意すれば

∞∑
m=1

E[Xm1{N≥m}] =
∞∑

m=1

E[Xm]E[1{N≥m}] = E[X1]
∞∑

m=1

E[1{N≥m}] = E[X1]E[N ].

一般の場合は |Xk| に対して上の議論を使えば

∞ >
∞∑

m=1

E[|Xm|]P (N ≥ m) =
∞∑

m=1

∞∑
n=m

E[|Xm|1{N=n}].

これで可積分性が示せたから Fubini の定理で和の順番が交換できて

∞∑
m=1

∞∑
n=m

E[Xm1{N=n}] =
∞∑

n=1

n∑
m=1

E[Xm1{N=n}] =
∞∑

n=1

E[Sn1{N=n}].

左辺は {N ≥ m} ∈ Fm−1 に注意して

∞∑
m=1

∞∑
n=m

E[Xm1{N=n}] =
∞∑

m=1

E[Xm1{N≥m}] =
∞∑

m=1

E[Xm]E[1{N≥m}]

= E[X1]

∞∑
m=1

E[1{N≥m}] = E[X1]E[N ]

が成り立つので，求める結果を得る．

以上の準備の下で次の定理を得る．

定理 9.4. 任意の t ≥ 0 に対し E[Nt] <∞ で次が成り立つ．

(9.14) lim
t→∞

E[Nt]

t
=

1

µ
.

µ = ∞ のときは，右辺は 0 とみなす．

証明 最初は t を固定して考える．次のことに注意しよう．
(9.15)

Fn∗(t) = P (Tn ≤ t) ≤ P (W1 ≤ t, W2 ≤ t, . . . , Wn ≤ t) = P (W1 ≤ t)n = F (t)n

また大数の強法則から n→ ∞ のとき Tn → ∞ a.s. が成り立つ．従って

Fn∗(t) = P (Tn ≤ t) → 0 as n→ ∞.

よって r ∈ N が存在して F r∗(t) < 1 とできる．これらを使って

U(t) =

∞∑
n=1

Fn∗(t)
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=
∞∑

m=0

r∑
j=1

F (mr+j)∗(t)

≤
∞∑

m=0

r∑
j=1

Fmr∗(t) (∵ (9.12) )

= r

∞∑
m=0

Fmr∗(t)

≤ r
∞∑

m=0

F r∗(t)m (∵ (9.15) )

=
r

1− F r∗(t)
<∞.

U が右連続単調非減少は明らか．

さて (9.14) を示すには

(9.16) lim sup
t→∞

E[Nt]

t
≤ 1

µ

を示せばよい．まず Wk が有界のときを示す．P (Wk ≤ c) = 1 とする．

Wald の等式を使うのに，Nt + 1 が停止時刻であることを示そう．

{Nt + 1 ≤ k} = {Nt ≤ k − 1} = {Nt ≥ k}c = {Tk ≤ t}c ∈ Fk.

これで停止時刻であることが分かったので Wald の公式を使って

E[TNt+1] = E[W1](E[Nt] + 1).

ところで

E[TNt+1] = E[TNt +WNt+1] ≤ t+ c (∵ (9.5) )

よって

E[Nt] =
E[TNt+1]

E[W1]
− 1 ≤ t+ c

E[W1]
− 1.

次に一般の場合は W̃k =Wk ∧ c として，T̃n, Ñt を W̃k に対して定めると Nt ≤ Ñt な

ので上の結果を使って

E[Nt] ≤ E[Ñt] ≤
t+ c

E[W1 ∧ c]
− 1.

これから

lim sup
t→∞

E[Nt]

t
≤ 1

E[W1 ∧ c]
.

ここで c→ ∞ とすれば (9.16) が得られる．
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10. 更新方程式

次の形の方程式

(10.1) Z = z + Z ∗ F

を更新方程式と呼ぶ．z, F が既知で，Z が未知関数である．∗ は合成積で，(10.1)はも

う少し詳しく書くと z, Z は t < 0 では 0 で

(10.2) Z(t) = z(t) +

∫
[0,t]

Z(t− s)dF (s), t ≥ 0

が成り立つ．関数はすべて有界区間で有界変動で，右連続を仮定しておく．F は分布関数

で F (0) = 0 を仮定している．実際に使うときは F は前節第 9 節の W1 の分布である．

ここでは関数は [0,∞) でのみ考えているわけだが，必要なら t < 0 では z や Z はすべ

て 0 であると思ってもよい．その方が合成積を考えるときは合理的であろう．

解の存在と一意性は基本的な問題である．形式的な計算で解の形を予想して見よう．

(10.1) を Fourier 変換すると (Fourier 変換を f̂ で表す)

Ẑ = ẑ + ẐF̂

だから

Ẑ =
ẑ

1− F̂
= ẑ

∞∑
k=0

F̂ k =

∞∑
k=0

F̂ kẑ.

今度は Fourier 逆変換をして

Z =
∞∑
k=0

F k∗ ∗ z = z +
∞∑
k=1

F k∗ ∗ z

と形式的に表現できる．(9.11) から U =
∑∞

k=1 F
k∗ であったから U を使って (10.1) の

解 Z が表現できることが予想できる．それを定理の形で述べると次のようになる．

定理 10.1. z が有界区間で有界な関数ならば，

(10.3) Z(t) = z(t) +

∫
[0,t]

z(t− s) dU(s), t ≥ 0

は (10.1) の解であり，t < 0 で 0 で，有界区間で有界な解はこれ以外には存在しない．

証明 まず

Z(t) = z(t) +

∫
[0,t]

z(t− s)dU(s) = z(t) + z ∗
∞∑

n=1

Fn∗(t)
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とおくと，

z + Z ∗ F = z + (z + z ∗
∞∑

n=1

Fn∗) ∗ F = z + z ∗
∞∑

n=1

Fn∗ = Z

となり，Z は (10.2) の解であることが分かる．一意性は，もし二つあれば，その差 W

は W = F ∗W を満たす．従ってすべての n に対し W = Fn∗ ∗W となる．ところが

n→ ∞ のとき Fn∗(t) → 0 となるので W = 0 が従う．

更新方程式はいろいろは応用がある．それはまた後で議論することにして，ここでは一

つだけ z(t) = 1− F (t), Z(t) = 1 の例を挙げる．その前に，関数 1 について注意をして

おこう．我々は [0,∞) での関数を考えており，t < 0 では 0 として扱っている．従って

1 も本来は 1[0,∞) と記したほうが誤解がない．合成積は

G ∗ 1(t) =
∫
[0,∞)

G(t− s)d1[0,∞)(s), t ≥ 0

であるが，d1[0,∞)(s) は Heviside 関数 1[0,∞) の微分なので Dirac 測度 δ0 を意味する．

従って上の式は G ∗ 1 = G を意味する．これは 1 が合成積に関して単位元となること

を意味している．そういう意味では 1 という記法は不自然ではないであろう．しかしあ

くまで関数としては 1[0,∞) であることは留意しておいたほうがよい．G の方も t < 0

では G(t) = 0 としているが，一般に G(0) = 0 は仮定しない．従って dG も点 0 に

G(0)−G(0−) = G(0)の点測度を持つ．

点測度を持つ場合が多少気になるであろうから，合成積の可換性も確認しておこう．

G ∗K(t) =

∫
[0,t]

G(t− s) dK(s)

=

∫
[0,t]

dK(s)

∫
[0,t−s]

dG(u)

=

∫
[0,t]

dG(u)

∫
[0,t−u]

dK(s)

=

∫
[0,t]

K(t− u) dG(u)

= K ∗G(t)

となる．途中で G(0−) = K(0−) = 0 を使っていることに留意しよう．

合成積 ∗ を積と見れば，有界区間で有界変動な右連続関数全体が合成積に関して可換半
群を成していることが分かる．1 が単位元であるが，逆元が常に存在するわけではないの

で，群にはならない．逆元が存在する場合もあり，例 10.1 の後で注意するが，1− F の

逆元は 1+U になっている．このように代数的に見れば，多少見通しがよくなる．例えば



56 第 4章 更新理論

pn(t) =
tn

n!
とすると

pn ∗ pm(t) =

∫ t

0

1

n!
(t− s)n

1

(m− 1)!
sm−1 ds (s = ut, ds = tdu)

=
1

n!(m− 1)!

∫ 1

0

(t− ut)n(ut)m−1t du

=
1

n!(m− 1)!
tn+m

∫ 1

0

(1− u)num−1t du

=
1

n!(m− 1)!
tn+mB(n+ 1,m)

=
1

n!(m− 1)!
tn+mΓ(n+ 1)Γ(m)

Γ(n+m+ 1)

=
1

n!(m− 1)!
tn+mn!(m− 1)!

(n+m)!

=
tn+m

(n+m)!

= pn+m(t)

となるから，pn が多項式のような働きをする．

とりあえず，簡単な例から見ていくことにする．

例 10.1. z(t) = 1− F (t) の場合を考える．そこで

(10.4) 1− F (t) +

∫
[0,t]

dF (s) = 1− F (t) + F (t) = 1

に注意すると，これは (10.2) で z(t) = 1− F (t), Z = 1 としたものである．解は (10.3)

で与えられるから

1 = z(t) +

∫
[0,t]

z(t− s) dU(s), t ≥ 0

が成り立つことが分かる．書き換えれば

1 = 1− F (t) +

∫
[0,t]

(1− F (t− s)) dU(s) = 1− F (t) + U(t)−
∫
[0,t]

F (t− s)) dU(s)

これから

(10.5) U(t) = F (t) +

∫
[0,t]

F (t− s) dU(s) = F (t) +

∫
[0,t]

U(t− s) dF (s)

なので， z = F , Z = U も解になっていることが分かる．
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上の (10.5)で U = F + U ∗ F の関係式を証明した．この関係式は次のように書き直
すことができる．

(10.6) (1 + U) ∗ (1− F ) = 1.

実際これは U = F + U ∗ F を使えば

(1 + U) ∗ (1− F ) = 1− F + U − U ∗ F = 1

から明らかである．これは合成積に対して 1 + U と 1− F が互いに逆元になっているこ

とを示している．従って更新方程式は形式的な計算が可能であることを示している．更新

方程式は (1− F ) ∗ Z = z の形をしている．従って z が与えられたとき，逆元 1 + U と

の合成積を取って Z = (1 + U) ∗ z が解となる．このように見れば，定理 10.1は理解し

やすいであろう．

更新方程式 (10.1) は，F は固定されており，z を与えたとき，解 Z を求めることが

問題になる．定理 10.1はその解が Z = (1 + U) ∗ z で与えられると言っており，数学的
にはこれでけりが付いたことになるが，実際の問題では Z の具体的な形が必要になる．

(1 +U) ∗ z は，対応 z 7→ Z = (1+U) ∗ z を与えるが，U が (9.11) で無限級数の形で与

えられるので，計算は容易ではない．それに対して，その逆写像は z = (1− F ) ∗ Z で与
えられ，こちらの方が計算はやや楽になる．従って，Z をいろいろ動かして，(1−F ) ∗Z
を計算して，これがちょうど最初に与えた z になれば，答えが求まったことになる．そ

うそうことがうまくいく訳ではないが，具体的な計算をいろいろやってみるのは，見通し

を得るためにも有用である．実際 t ∗ (1− F ) や (t2) ∗ (1− F ) の計算が後で出て来るが，

(1 − F ) ∗ Z の計算の例を蓄積している訳である．また，Z ＝ (1 + U) ∗ z をぴったり求
める必要はなく，漸近的な挙動が求まればよい．後で出てくる 定理 10.3 はその合理化を

与える定理と考えることもできる．

定理 9.4 で U(t) = E[Nt] の t → ∞ での漸近挙動を調べたが，より精密な結果が

Blackwell により得られている．分布 F の台が，ある δ が存在して {δ, 2δ, 3δ, . . . } に含
まれているとき算術的であるという．これが成り立たないとき，非算術的という．

定理 10.2. F が非算術的であるとする．このとき limt→∞ U(t, t+ h] = h
µ が成り立つ．

この証明はいくつか準備が必要である．その前にこの定理から導かれることを先に述べ

ておく．それを述べるために，直接的 Riemann 積分可能について述べる．関数 z （話を

明確にするため定義域は [0,∞) としておく）が直接的 Riemann 積分可能であることを

次で定義する．任意の h > 0 に対し

uk = sup
x∈((k−1)h,kh]

z(x),

lk = inf
x∈((k−1)h,kh]

z(x)
(10.7)
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と定めるとき

Ih = h
∞∑
k=1

uk,

Ih = h
∞∑
k=1

lk

が絶対収束し，さらに h→ 0 のとき Ih − Ih → 0 となることである．また Ih および Ih

の極限で積分
∫∞
0
z(s) ds を定義する．

定理 10.3. F が非算術的であるとする．また z を直接 Riemann 積分可能とする．この

とき Z を (10.1) の解とすると

(10.8) lim
t→∞

Z(t) =
1

µ

∫ ∞
0

z(s) ds

が成り立つ．また z が単に limt→∞ z(t) = 0 を満たす場合は

(10.9) lim
t→∞

Z(t)

t
= 0

が成り立つ．

証明 固定した h > 0 に対し，z を次の形で与えられる関数とする．

z =
∞∑
k=1

ak1((k−1)h,kh].

ここで
∑

k |ak| < ∞ を仮定しておく．このとき U(t, t+ h] は h
µ に収束するから有界で

ある．従って Mh > 0 が存在して U(t, t+ h] ≤Mh とできる．よって有界収束定理から∫
[0,t]

z(t− s)dU(s) =

∫
[0,t]

∞∑
k=1

ak1((k−1)h,kh](t− s)dU(s)

=

∫
[0,t]

∞∑
k=1

ak1(t−kh,t−(k−1)h](s)dU(s)

=

∞∑
k=1

akU(t− kh, t− (k − 1)h]

→
∞∑
k=1

ak
h

µ
.

（有界収束定理は
∑

k |ak|δk という有限測度に対して使えばよい．）
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さて，一般の直接的 Riemann 積分可能な関数 z の場合，h > 0 に対して，uk, lk を

(10.7) で定めると∫
[0,t]

∞∑
k=1

lk1((k−1)h,kh](t− s)dU(s) ≤
∫
[0,t]

z(t− s) dU(s)

≤
∫
[0,t]

∞∑
k=1

uk1((k−1)h,kh](t− s)dU(s).

ここで t→ ∞ とすると

Ih
µ

≤ lim
t→∞

∫
[0,t]

z(t− s) dU(s) ≤ lim
t→∞

∫
[0,t]

z(t− s) dU(s) ≤ Ih

µ

ここで h→ 0 とすると Ih と Ih が同じ極限に収束するから，求める結果を得る．

limt→∞ z(t) = 0 だけを仮定する場合は，任意の ε > 0 に対し z = z1 + z2 で，z1 は台

がコンパクトで ∥z2∥∞ ≤ ε と分解できる．Z1, Z2 をそれぞれ z1, z2 に対する更新方程

式の解とすると

lim
t→∞

Z1(t) =

∫ ∞
0

z1(t) dt

であり，

lim
t→∞

|Z2(t)|
t

≤ lim
t→∞

|z2(t)|
t

+ lim
t→∞

1

t

∫
[0,t]

|z2(t− s)| dU(s)

≤ ε lim
t→∞

1

t

∫
[0,t]

dU(s) =
ε

µ
.

よって

lim
t→∞

|Z(t)|
t

≤ lim
t→∞

|Z1(t)|
t

+ lim
t→∞

|Z2(t)|
t

≤ ε

µ
.

ε は任意だから求める結果を得る．

直接 Riemann 積分可能な関数の例を見ておく．

命題 10.4. 単調非増加で f(x) ≥ 0 かつ f(0) <∞ の関数が
∫∞
0
f(x) dx <∞ を満たせ

ば直接的 Riemann 積分可能である．

証明 h は単調非増加であるので Ih =
∑∞

k=0 hf(kh), Iδ =
∑∞

k=0 hf((k+1)h) とおくと

Ih ≥
∫ ∞
0

f(x) dx ≥ Ih = Ih − f(0)h
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から

Ih − Ih = f(0)h→ 0 as h→ 0.

即ち直接的 Riemann 積分可能が示せた．

命題 10.5. f(x) ≥ 0 の連続関数が直接的 Riemann 積分可能であるための必要十分条件

は，ある h > 0 に対し， Ih <∞ となることである．

証明 必要性は明らかだから十分性を示す．そこである h > 0 に対し， Ih < ∞ を仮定

する．任意に δ > 0 を取り，N(δ) = [ δh ] + 1 とおく．

二つの関数

fδ =
∞∑
k=1

{ sup
x∈((k−1)δ,kδ]

f(x)}1((k−1)δ,kδ]

fδ =
∞∑
k=1

{ inf
x∈((k−1)δ,kδ]

f(x)}1((k−1)δ,kδ]

を考える．δ = h とした関数 fh を基本に優関数を構成しよう．そこで

F δ(x) =

N(δ)∑
k=−N(δ)

fh(x+ kh)

と定める．fδ ≤ F δ を示そう．任意に x ∈ ((l−1)δ, lδ]を取る．さてこの [(l−1)δ, lδ]で f

の最大値を取る点を y とする．一点とは限らないが，一つ選び出す．x ∈ ((m−1)h,mh],

y ∈ ((n − 1)h, nh] となる m, n ∈ N が一意的に定まる．|n −m| ≤ N(δ) が成り立つ．

実際 |x− y| ≤ δ だから，m ≤ n とすると (n− 1)h−mh ≤ δ となるので

n− 1−m ≤ δ

h

つまり

n− 1−m ≤ [
δ

h
]

なので n−m ≤ N(δ) が成り立つ．n ≤ m の場合も同様である．このことから

{ sup
z∈((l−1)δ,lδ]

f(z)}1((l−1)δ,lδ](x) ≤ { sup
z∈((l−1)h,h]

f(z)}1((n−1)δ,nδ](y) ≤ F δ(x)

が成り立つ．よって F δ が優関数となる，F δ は積分可能である．従って任意の δ に対し

て Iδ < ∞ が成立することが分かる．正値性から絶対収束は特に気にしなくてよい．さ

て，δ → 0 の状況を考えると δ < h のとき N(δ) = 1 だから優関数 F δ は共通である．

また連続性から fδ − fδ は各点で 0 に収束する．従って Iδ − Iδ は Lebesgue の優関数

定理から 0 に収束する．即ち直接的 Riemann 積分可能が示せた．
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定理 10.1で一意性を示すのに W = F ∗W から W = 0 を出した．これは F の分布

が正に集中していることを使っている．この条件を外すと次のことが言える．以後，dF

の台の代数的性質が関わるので，そのことを少し注意しておく．分布 F の台が，ある δ

が存在して {0,±δ,±2δ,±3δ, . . . } に含まれているとき算術的であるという．また δ の最

小値を幅と呼ぶ．これが成り立たないとき，非算術的という．これらのことは R の加法
に対する部分群及び，部分半群に関わることなので，基本的なことを復習しておく．

命題 10.6. M を R の加法に対する部分群とする．M は次の 3 つの場合のどれかに

なる．

1. M = {0}.
2. M は R で稠密．
3. ある δ > 0 が存在して M = {0,±δ,±2δ,±3δ, . . . }.

証明 M = {0} の場合は明らかだから，それ以外の場合を考える．

δ = inf{|x|; x ∈M}

と定める．δ = 0 のとき，任意の ε > 0 に対して |x| < ε が存在し ±nx の形の元がM

に含まれるので，任意の R の元に対して ε 近傍に M の元が存在する．よって M は R
で稠密．

δ > 0 のときは xn ↓ δ となる元が存在する．xn − xn+1 → 0 になるので，δ > 0 だか

ら n が大きいと xn − xn+1 = 0 となって，δ が M の元であることが分かる．さらに M

が {0,±δ,±2δ,±3δ, . . . } を含むことが分かるが，それ以外の元が存在すれば，距離が δ

より近い元が存在し矛盾するので M と一致する．

半群の場合も同様のことが成り立つ．

命題 10.7. M を R の加法に対する部分半群とする．M ⊂ [0,∞) のときは次の 3つの

場合のどれかになる．

1. M = {0}
2. M は ∞ で漸近的に稠密．即ち任意の ε > 0 に対して，十分大きな x に対し，x

の ε 近傍に M の点が存在する．

3. ある δ > 0 が存在して M ⊂ {0, δ, 2δ, 3δ, . . . } で，十分大きな n に対しては

nδ ∈M .

M が [0,∞) にも (−∞, 0] にも含まれないときは次のいずれかが成り立つ．

1. M は R で稠密．
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2. ある δ > 0 が存在して M = {0,±δ,±2δ,±3δ, . . . }.

証明 M = {0} の場合は明らかだから，それ以外の場合を考える．

M = {x− y;x, y ∈M}

とすると，M は加法群となる．

δ = inf{|x− y|;x, y ∈M}

とすると，δ > 0 のとき M = {0,±δ,±2δ,±3δ, . . . } となる．さらに inf は min で

x − y = δ となる x, y ∈ M が存在する．x, y は δ の倍数だから x = (k + 1)δ, y = kδ

となる．さてここで k2 より大きな整数は

αk + β, α = k, k + 1, k + 2, . . . , β = 0, 1, 2, . . . , k − 1

の形に表される．このとき α− β ≥ 1 であるから

(α− β)kδ + β(k + 1)δ = (αk + β)δ.

左辺は M の元であるから n ≥ k2 のとき nδ ∈M が分かる．

δ = 0 のとき任意の ε > 0 に対し，0 < y−x < ε となる x, y ∈M が存在する．k ∈ N
を k(y − x) > x となるようにとる．このとき

αx+ β(y − x), α = k, k + 1, k + 2, . . . , β = 0, 1, 2, . . . , k

の形の元を考えると

αx+ β(y − x) = (α− β)x+ βy

より，M の元である．さらに

αx+ k(y − x) > αx+ x = (α+ 1)x

なので，[αx, (α + 1)x] の元は，ε 近傍に必ず M の元を含む．即ち kx より大きな元は

すべて ε 近傍に M の元を含んでいる．従って ∞ で漸近的に稠密が示せた．

M が [0,∞) にも (−∞, 0] にも含まれないときは二つの半群 M+ ⊂ [0,∞) および

M− ⊂ (−∞, 0] の元の和として M を構成する．どちらかが 漸近的に稠密だと，反対符

号の部分は，無限に発散する列を含むから，そのずらしで R で稠密が言える．
M+ も M− も discrete の場合は δ+ > 0 が存在して M+ ⊂ {nδ+; n ∈ Z+} であり

δ− > 0 が存在してM− ⊂ {−nδ−; n ∈ Z+} である．δ+, δ− は最小のものをとる．また

N を大きくとればM+ ⊃ {nδ+; n ≥ N} でありM− ⊃ {−nδ−; n ≥ N} である．
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まず δ+

δ−
= α が無理数の場合を考えよう．定数倍して（1/δ− をかけて）δ+ = α,

δ− = 1 としてよい．任意に ε > 0 を取る．さて，mα+ n n, m ∈ Z の形の元は R で稠
密である．|n|, |m| ≤ N となる整数は有限個なので |n|, |m| ≥ N でmα + n ∈ [0, ε) と

なるものが存在する．m > 0, n < 0 の場合を考えよう．n の符号を変えて mα − n と

かく．正整数倍して lmα − ln ∈ M であるから [0,∞) の元は ε 近傍にM の元を含む．

M− の元を加えれば，R の元はすべて ε 近傍にM の元を含む．ε > 0 は任意だから M

は R で稠密である．m < 0, n > 0 の場合も同様である．

つぎに δ+

δ−
= α が有理数の場合を扱う．α = l

k と互いに素な数の比で表す．
δ−
k で

割って，δ− = k, δ+ = l とする．M+ ⊃ {nl; n ≥ N} でありM− ⊃ {−nk; n ≥ N} で
ある．さて，N よりも大きな異なる素数 p1, p2 を取ると，p1l と p2k は 互いに素であ

る．よって m, n ∈ Z が取れて

mp1l + np2k = 1

と出来る．m > 0, n < 0 として n の符号を変えて mp1l − np2k = 1 と表す．条件から

mp1l ∈ M+, −np2k ∈ M− であるから 1 ∈ M であり，N ⊂ M が従う．M− の元を加

えて Z ⊂M まで示せる．m < 0, n > 0 のときも同様．この場合は加法半群 M は 加法

群になる．

命題 10.8. F を R 上の分布で 0 に集中してはいない非算術的分布とする．ζ を有界連

続関数で ζ = ζ ∗ F を満たしているとする:

(10.10) ζ(x) =

∫ ∞
−∞

ζ(x− y) dF (y).

このとき ζ は定数となる．

証明 Feller の本のやり方に従う．

ζ を (10.10) の有界連続な解であるとする．φ を台が [−1, 1] に含まれる C∞ の非負関

数で
∫
φ(x) dx = 1 を満たしているとする．φε(x) =

1
εφ(

x
ε ) とし，ζε = ζ ∗ φε とおく．

ζε は微分可能で ζ ′ε も有界一様連続である．この場合に ζε が定数を示せば ζ も定数であ

ることが従うから，始めから ζ が微分可能で ζ ′ は有界一様連続を仮定してよい．

さて，ζ が正の最大値 m を取る場合からまず示す．(負の最小値の場合も符号を変えれ

ばよいから同様．）最大値を 0 で取るとしてよい．

m =

∫
R
ζ(−y)dF (y)

だから F の台で ζ(−y) = m が成り立つ．また F との合成積を繰り返すことにより

r = 1, 2, . . . に対し ζ = ζ ∗ F r∗ が満たされている．よって ζ(−y) は F r∗ の台上で m
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に等しい．M を F , F 2∗, F 2∗, . . . の台の和集合とすると，M は半群である．命題 10.7

から M が [0,∞) か (−∞, 0] に含まれなければM は R で稠密になるので ζ は 定数に

なる．M が [0,∞) に含まれる場合は 命題 10.7 から ∞ で漸近的に稠密になるので ζ の

一様連続性から y → ∞ のとき ζ(−y) → m となる．r → ∞ のとき F r∗ の測度は ∞ の

近傍に集中してくるので ζ = ζ ∗ F r∗ は r → ∞ のとき m に収束して，ζ が定数である

ことが分かる．

ζ が最大値を取らないとき m = sup ζ > 0 としてこの場合を示す．tn → ±∞ で

ζ(tn) → m となる列が存在する．簡単のため tn → ∞ としておく．ζn(x) = ζ(x + tn)

は有界同程度連続なので，任意の有界区間で一様収束する部分列を含んでいる．2重の添

え字を省略して ζn が広義一様収束するとする．ζn → η とする．明らかに η = η ∗ F で
ある．しかも η(0) = max η であるから，上の結果から η = m である．さて h > 0 を

任意に与えるとき．[0, h] で ζn は m に一様収束するから或る n が存在して ζ(s) > 1
2m

s ∈ [tn, tn + h] が成り立つ．

さて，この結果を ζ ではなく ζ ′ に対して適用する．ζ ′ = ζ ′ ∗ F だからやはり同じ性
質を満たしているので適用可能である．q = sup ζ ′ とおく．q > 0 であれば任意の長さ h

の区間 [t, t+ h] 上で ζ ′ > 1
2q となる t が存在する．x について積分すれば

ζ(t+ h)− ζ(t) =

∫ t+h

t

ζ ′(x)dx >
1

2
qh

ところで明らかに |ζ(t+ h)− ζ(t)| ≤ 2∥ζ∥ である．h はいくらでも大きくできるからこ
れは矛盾よって q = 0 である．同じ論法を −ζ ′ に適用して，結局 ζ ′ = 0 を得る．これか

ら ζ が定数であることが分かった．

定理 10.2 の証明 z(t) = 1− F (t) とおくと，z は単調減少である．(10.4) から

1 = z(t) +

∫
[0,t]

z(t− s) dU(s)

≥
∫
(t−α,t]

z(t− s) dU(s)

≥
∫
(t−α,t]

z(t− t+ α) dU(s)

= z(α)

∫
(t−α,t]

dU(s)

= z(α)U(t− α, t].

α が十分小さければ z(α) > 0 となるから

U(t− α, t] ≤ 1

z(α)
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これを繰り返せば

U(t, t+ kα] ≤ 1

kz(α)
.

ここで

Gt(x) = U(x+ t)− U(t), x ∈ R

とすれば，Gt(x) は右連続非減少関数で，x に関する有界区間で t ≥ 0 に関して一様に有

界である．Helly の選出定理からある右連続非減少関数 V と，列 tk が存在して Gtk(x)

は V (x) に V の連続点で収束している．

ここで φ を有限区間 [0, a] に台を持つ C∞ 関数で Z を

Z(x) =

∫
(0,x]

φ(x− y)dU(y)

とすると

Z(tk + x) =

∫
[0,x]

φ(tk + x− y)dU(y) =

∫
[0,x]

φ(x− y)U(tk + dy)

=

∫
[0,x]

φ(x− y)dGtk(y)

ここで k → ∞ とすると右辺は収束するので Z(tk + x) の収束が分かり極限を ζ とす

ると

(10.11) ζ(x) =

∫
[0,x]

φ(x− y)dV (y).

Z は更新方程式を満たすので

Z(x) = φ(x) +

∫
[0,x]

Z(x− y)dF (y)

である．従って

Z(tk + x) = φ(tk + x) +

∫
[0,tk+x]

Z(tk + x− y)dF (y)

ここで k → ∞ とすると Z(tk + x) が ζ に収束するから

ζ(x) =

∫
[0,∞)

ζ(x− y)dF (y).

F は非算術的と仮定しているので，これから ζ が定数となる．(10.11) を微分して

(10.12)

∫
[0,x]

φ′(x− y)dV (y)＝ 0
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で φ は任意だから dV は [0,∞) で Lebesgue 測度の定数倍である．この定数を α とす

ると任意の h > 0 に対し

(10.13) U(tk)− U(tk − h) → αh

が証明できた．これは Blackwell の定理が tk という列に沿って証明できたことになる．

z が直接的積分可能のときは前の議論から

Z(x) =

∫
[0,x]

z(x− y)dU(y)

と定めると

Z(tk) → α

∫ ∞
0

z(x)dx

が成立する．ところで z = 1− F (x) のときは Z(x) = 1 であったから

α

∫ ∞
0

(1− F (x))dx = 1

である．F の平均 µ < ∞ のときは，これから α = 1
µ が分かる．µ = ∞ のときは Z の

有界性から α = 0 となる．従って α は tk に無関係になる．これから，部分列を取らな

くても収束することが分かる．

11. 更新方程式の応用

更新方程式

(11.1) Z = z + Z ∗ F

をみたす例をいくつか挙げよう．一般の更新列 Tn =W1 +W2 + · · ·+Wn を考える．F

は W1 の分布関数とし，E[W1] =
1
λ とする．さたに時刻 t までの更新回数を Nt とし

(11.2) U(t) = E[Nt]

と定義する．

例 10.1 で z = 1− F , Z = 1 が解であることを示した．またそこで z = F , Z = U も

解になっていることを示した．方程式の線形性から z = 1, Z = U + 1 も解になることが

分かる．他の例を見てみよう．

使用期間 Bt = t− TNt
および残余寿命 Ft = TNt+1 − t は重要な対象であった．その

分布関数 P (Bt ≤ x), P (Ft ≤ x) を考えたい．但し x ≥ 0 である．これらに関係した更

新方程式が立てられる．W1 の分布関数 F は，非算術的であるとする．
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例 11.1. Zt = P (Bt ≤ x) で z(t) = (1− F (t))1[0,x](t).

これが (11.1) の解であることを見よう．Bt ≤ t であるから x ≥ t のとき P (Bt ≤
x) = 1 である．以下 0 ≤ x < t とする．

P (Bt ≤ x) = P (Bt ≤ x, T1 ≤ t) + P (Bt ≤ x, T1 > t)

である．T1 > t のときは時刻 t 以前にはジャンプはないから Nt = 0 であり，Bt = t で

ある．よって

(11.3) P (Bt ≤ x, T1 > t) = (1− F (t))1[0,x](t).

次に T1 ≤ t のとき

(11.4) P (Bt ≤ x, T1 ≤ t) =

∫ t

0

P (Bt−y ≤ x)dF (y)

を示そう．これは T1 ≤ t のときは B は T1 から新たに始まることを意味している．

P (Bt ≤ x, T1 ≤ t) = P (t− TNt
≤ x,Nt ≥ 1)

=
∞∑

n=1

P (t− TNt
≤ x,Nt = n)

=

∞∑
n=1

P (t− Tn ≤ x, Tn ≤ t < Tn+1).

ここで y ≤ t として T1 = y で条件付けて

P (t− Tn ≤ x, Tn ≤ t < Tn+1|T1 = y)

= P

(
t−

[
y +

n∑
k=2

Wi

]
≤ x, y +

n∑
k=2

Wi ≤ t < y +
n+1∑
k=2

Wk

)
= P (t− y − Tn−1 ≤ x, Tn−1 ≤ t− y < Tn)

= P (t− y − TNt−y
≤ x,Nt−y = n− 1).

よって加え合わせて

P (Bt ≤ x|T1 = y) =

∞∑
n=1

P (t− y − TNt−y ≤ x,Nt−y = n− 1)

= P (t− y − TNt−y
≤ x)

= P (Bt−y ≤ x).

従って

P (Bt ≤ x, T1 ≤ t) =

∫ t

0

P (Bt ≤ x|T1 = y) dF (y) =

∫ t

0

P (Bt−y ≤ x) dF (y).
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これで (11.4) が示せた．今までのことから

P (Bt ≤ x) = (1− F (t))1[0,x](t) +

∫ t

0

P (Bt−y ≤ x)dF (y).

これが求める更新方程式である．解の公式から

(11.5) P (Bt ≤ x) = (1− F (t))1[0,x](t) +

∫ t

0

(1− F (t− y))1[0,x](t− y) dU(y)

が成り立つ．

Z(t) = P (Bt ≤ x), z(t) = (1 − F (t))1[0,x](t) として定理 10.3 を適用すると t → ∞
の極限が求まって

lim
t→∞

P (Bt ≤ x) =

∫ ∞
0

(1− F (t))1[0,x](t)λ dt

=

∫ x

0

∫
(t,∞)

dF (y)λ dt

= λ

∫
[0,∞)

dF (y)

∫ x∧y

0

dt

= λ

∫
[0,∞)

(x ∧ y)dF (y)

= λ

∫
[0,x]

y dF (y) + λ

∫
(x,∞)

x dF (y)

= λ

∫
[0,x]

y dF (y) + λx(1− F (x))

= λ(x−
∫ x

0

F (y) dy)

= λ

∫ x

0

(1− F (y)) dy.

あるいは
E[x ∧W1]

E[W1]
が分布関数といってもよい．

特に Poisson 過程のときは U(t) = λt, 1− F (x) = e−λx だから x < t のときは

P (Bt ≤ x) =

∫ t

0

e−λ(t−y)1[0,x](t− y)λ dy

=

∫ t

t−x
e−λ(t−y)λ dy

= [e−λ(t−y)]tt−x

= 1− e−λx.
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x ≥ t のときは

P (Bt ≤ x) = 1− F (t) +

∫ t

0

(1− F (t− y))λ dy

= e−λt +

∫ t

0

e−λ(t−y)λ dy

= e−λt + [e−λ(t−y)]t0

= e−λt + 1− e−λt

= 1.

よって

(11.6) P (Bt ≤ x) =

{
1− e−λx if x < t,

1 if x ≥ t

となり命題 7.4と同じ結論がもう一度確かめられた．

例 11.2. Zt = P (Ft > x) で z(t) = 1− F (t+ x).

これが (11.1) の解であることを見よう．

P (Ft > x) = P (Ft > x, T1 ≤ t) + P (Ft > x, T1 > t)

である．まず

P (Ft > x, T1 > t) = P (T1 − t > x, T1 > t) = P (T1 > t+ x) = 1− F (t+ x)

である．さらに

P (Ft > x, T1 ≤ t) = P (TNt+1 − t > x, Nt ≥ 1)

=

∞∑
k=1

P (TNt+1 − t > x, Nt = k)

=
∞∑
k=1

P (Tk+1 > x+ t, Tk ≤ t < Tk+1).

y ≤ t として T1 = y で条件付けると

∞∑
k=1

P (Tk+1 > x+ t, Tk ≤ t < Tk+1|T1 = y)

=
∞∑
k=1

P

(
y +

k+1∑
j=2

Wj > x+ t, y +
k∑

j=2

Wj ≤ t < y +
k+1∑
j=2

Wj

∣∣∣∣ T1 = y

)



70 第 4章 更新理論

=
∞∑
k=1

P (y + Tk > x+ t, y + Tk−1 ≤ t < y + Tk)

=

∞∑
k=1

P (Tk > x+ t− y, Tk−1 ≤ t− y < Tk)

=
∞∑
k=1

P (TNt−y+1 > x+ t− y, Nt−y = k − 1)

= P (TNt−y+1 > x+ t− y)

= P (TNt−y+1 − (t− y) > x)

= P (Ft−y > x)

従って

P (Ft > x, T1 ≤ t) =

∫ t

0

P (Ft > x|T1 = y) dF (y) =

∫ t

0

P (Ft−y > x) dF (y).

以上を合わせて

P (Ft > x) = 1− F (t+ x) +

∫ t

0

P (Ft−y > x) dF (y).

これで，(11.1) の解であることが示せた．解の公式から

(11.7) P (Ft > x) = 1− F (t+ x) +

∫ t

0

(1− F (t− y + x)) dU(y)

が成り立つ．

Z(t) = P (Ft > x), z(t) = 1− F (t+ x) として定理 10.3 を適用すると t→ ∞ の極限

が求まって

lim
t→∞

P (Ft > x) =

∫ ∞
0

(1− F (t+ x))λ dt

=

∫ ∞
0

∫
(t+x,∞)

dF (y)λ dt

= λ

∫
[x,∞)

dF (y)

∫ y−x

0

dt

= λ

∫
[x,∞)

(y − x)dF (y)

=
E[(W1 − x)+]

E[W1]
.

分布関数で言えば

1−
E[(W1 − x)+]

E[W1]
=
E[W1]− E[(W1 − x)+]

E[W1]
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=
E[W1 − (W1 − x)+]

E[W1]

=
E[W1 ∧ x]
E[W1]

であるので，Bt の場合と同じ極限が得られている．つまり t → ∞ の場合は同じ分布に

なって，時間に対する対称性が確認できたことになる．

特に Poisson 過程のときは U(t) = λt, 1− F (x) = e−λx だから

P (Ft > x) = 1− F (t+ x) +

∫ t

0

(1− F (t− y + x)) dU(y)

= e−λ(t+x) +

∫ t

0

e−λ(t−y+x)λ dt

= e−λ(t+x) + [e−λ(t−y+x)]t0

= e−λ(t+x) + e−λx − e−λ(t+x)

= e−λx

となり，指数分布であることが分かる．

さらに例を続けよう．

(11.8) G ∗ U(t) +G(t) = λt, t ≥ 0

となる G を構成したい．これは (10.6)を使えば解は

G = λt− (λt) ∗ F

= λt−
∫
[0,t]

λ(t− y) dF (y)

= λt+

∫
[0,t]

λ(t− y) d(1− F (y))

= λt+ λ[(t− y)(1− F (y))]t0− +

∫ t

0

λ(1− F (y)) dy

= λt− λt+

∫ ∞
0

λ(1− F (y)) dy −
∫ ∞
0

λ(1− F (y)) dy +

∫
[0,t]

λ(1− F (y)) dy

= λµ− λ

∫ ∞
t

(1− F (y)) dy

= 1− λ

∫ ∞
t

(1− F (y)) dy.

これは，例 11.1 で見た使用期間 Bt の t → ∞ での極限分布であった．z = G, Z = λt

が更新方程式の解であることも分かる．むしろ解が Z = λt となるような z を求めたの
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である．

(11.9) G(t) = 1− λ

∫ ∞
t

(1− F (y)) dy.

は後でも出てくるので，記号を固定しておく．

同じ考え方で

(11.10) H ∗ U(t) +H(t) = λ2t2, t ≥ 0

となる H を構成することもできる．(1 − F ) との合成積を取ることなので，次のように

すればよい．

H = λ2t2 −
∫
[0,t]

λ2(t− y)2 dF (y)

= λ2t2 +

∫
[0,t]

λ2(t− y)2 d(1− F (y))

= λ2t2 + [λ2(t− y)2(1− F (y))]t0− +

∫ t

0

2λ2(t− y)(1− F (y)) dy

= λ2t2 − λ2t2 + 2λ2t

∫ t

0

(1− F (y)) dy + 2λ2
∫ t

0

y(1− F (y)) dy

= 2λ2t

{∫ ∞
0

(1− F (y)) dy −
∫ ∞
t

(1− F (y)) dy

}
− 2λ2

{∫ ∞
0

y(1− F (y)) dy −
∫ ∞
t

y(1− F (y)) dy

}
= 2λ2tµ− 2λ2

∫ ∞
t

t(1− F (y)) dy − 2λ2
1

2
E[W 2

1 ] + 2λ2
∫ ∞
t

y(1− F (y)) dy

= 2λt− λ2E[W 2
1 ] + 2λ2

∫ ∞
t

(y − t)(1− F (y)) dy

= 2λt− λ2(V (W1) + µ2) + 2λ2
∫ ∞
t

(y − t)(1− F (y)) dy

= 2λt− λ2V (W1)− 1 + 2λ2
∫ ∞
t

(y − t)(1− F (y)) dy.

µ は F の平均であり，途中で∫ ∞
0

y(1− F (y)) dy =

∫ ∞
0

y dy

∫
(y,∞)

dF (u) =

∫
[0,∞)

dF (u)

∫ u

0

y dy

=

∫
[0,∞)

1

2
u2 dF (u) =

1

2
E[W 2

1 ]

を使った．また z = H, Z = λ2t2 が更新方程式の解であることも分かる．大雑把に言っ

て z は Z より次数が一つ下がる感覚である．

これを利用して，U(t) のより精密な漸近挙動が分かる．
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定理 11.1. W1 の分散 V (W1) <∞ を仮定する．このとき

(11.11) U(t) = λt− 1

2
+

1

2
λ2V (W1) + o(1) as t→ ∞

が成り立つ．また Nt の分散 V (Nt) に対して

(11.12) V (Nt) = λ3V (W1)t+ o(t) as t→ ∞

が成り立つ．

証明 z = 1, Z = U + 1 が更新方程式の解であった．また上で示したように z =

1 − λ
∫∞
t

(1 − F (y)) dy, Z = λt が更新方程式の解であった．二つを合わせて z =

λ
∫∞
t

(1− F (y)) dy, Z = U + 1− λt が更新方程式の解になる．更に次の計算から分かる

ようにこの z が V (W1) <∞ の仮定から可積分であるので定理 10.3 から

lim
t→∞

(U(t) + 1− λt) = λ2
∫ ∞
0

dtλ

∫
[(t,∞)

(1− F (y)) dy

= λ2
∫ ∞
0

(1− F (y)) dy

∫ y

0

dt

= λ2
∫ ∞
0

y(1− F (y)) dy

= λ2
∫ ∞
0

ydy

∫
[y,∞)

dF (u)

= λ2
∫
[0,∞)

dF (u)

∫ u

0

y dy

= λ2
∫
[0,∞)

1

2
u2 dF (u)

=
1

2
λ2E[W 2

1 ]

=
1

2
λ2

(
V (W1) +

1

λ2

)
=

1

2
λ2V (W1) +

1

2
.

これが示すべきことであった．

Nt の分散を調べる前に E[N2
t ] の計算をする．

(11.13) E[N2
t ] = λ2t2 + (2λ2V (W1)− 1)λt+ o(t)

を示していこう．そのために

K(t) =
∞∑

n=1

nP (Tn ≤ t)



74 第 4章 更新理論

とおく．すると

K(t) =
∞∑

n=1

nP (Tn ≤ t)

=

∞∑
n=1

nP (Nt ≥ n)

=
∞∑

n=1

n
∞∑

k=n

P (Nt = k)

=
∞∑
k=1

P (Nt = k)
k∑

n=1

n

=

∞∑
k=1

P (Nt = k)
1

2
n(n+ 1)

=
1

2
E[Nt(Nt + 1)]

=
1

2
E[N2

t ] +
1

2
U(t)

即ち

(11.14) E[N2
t ] = 2K(t)− U(t)

が成り立つ．一方 K の定義から

K(t) =
∞∑

n=1

nP (Tn ≤ t) =
∞∑

n=1

nFn∗(t)

なので

K ∗ F (t) =
∞∑

n=1

nF (n+1)∗(t)

=
∞∑

n=1

(n+ 1)F (n+1)∗(t)−
∞∑

n=1

F (n+1)∗(t)

=
∞∑

n=1

nFn∗(t)−
∞∑

n=1

Fn∗(t)

= K(t)− U(t)

即ち

(1− F ) ∗K = U
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が成り立つ．これで，更新方程式を満たすものがいろいろできた．z と Z の組を纏め

ると，

z Z

1 + o(1) λt

2λt− λ2V (W1)− 1 + o(1) λ2t2

U(t) = λt− 1
2 + 1

2λ
2V (W1) + o(1) K(t) = 1

2E[N2
t ] +

1
2U(t)

1 U(t) + 1

これから表の上 3つを使って

Z = K(t)− 1

2
λ2t2 − λ2V (W1)λt

を考えると対応する z は

z =

{
λt− 1

2
+

1

2
λ2V (W1)

}
− 1

2
(2λt− λ2V (W1)− 1)− λ2V (W1) + o(1)

= o(1)

となる．ここで定理 10.3を使うと Z = o(t) が従う．従って

K(t) =
1

2
λ2t2 + λ2V (W1)λt+ o(t)

が分かる．よって (11.14) を用いて

E[N2
t ] = 2K(t)− U(t)

= λ2t2 + 2λ2V (W1)λt− λt+ o(t)

= λ2t2 + (2λ2V (W1)− 1)λt+ o(t)

となり (11.13)が示せた．

V (Nt) の計算は今までの計算を組み合わせるだけである．

V (Nt) = E[N2
t ]− U(t)2

= λ2t2 + (2λ2V (W1)− 1)λt− (λt− 1

2
+

1

2
λ2V (W1) + o(1))2 + o(t)

= λ2t2 + (2λ2V (W1)− 1)λt− (λ2t2 − 2(
1

2
− 1

2
λ2V (W1))λt) + o(t)

= (2λ2V (W1)− 1 + 1− λ2V (W1))λt+ o(t)

= λ2V (W1)λt+ o(t)

となり (11.12)が示せた．
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12. 中心極限定理

lim
t→∞

Nt

t
= λ の形の定理は大数の法則に相当する．次の自然なステップは中心極限定

理であり，それは次の形の定理である．

(12.1) lim
t→∞

Nt − λt√
V (Nt)

d
= N(0, 1).

ここで収束は法則収束で N(0, 1) は標準正規分布を表す．分散 V (Nt) の漸近挙動は

(12.2) V (Nt) = λ3V (W1)t+ o(t) as t→ ∞

で与えられるからそれで置き換えることもできる．中心極限定理は，独立確率変数の和の

場合はよく知られている．すなわち法則収束 Tn−E[Tn]√
V (Tn)

→ N(0, 1) が成り立つ．基本的に

この場合に帰着させればよい．

準備のために，少し一般的な設定で議論を進める．{Xk} を平均 0 で分散 σ2 > 0 の

i.i.d. とする．そしてその部分和を

(12.3) Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn

とする．まず次の Kolmogorov の最大不等式を準備する．

定理 12.1. 次の不等式が成立する．

(12.4) P

(
max

1≤k≤n
|Sk| ≥ x

)
≤ x−2V (Sn) = nx−2V (X1).

証明 集合 Ak を

Ak = {|S1| < x, |S2| < x, . . . , |Sk−1| < x, |Sk| ≥ x}

とおく．Ak は互いに素であり (Sn − Sk)
2 ≥ 0 であるから

E[S2
n] ≥

n∑
k=1

∫
Ak

S2
ndP

=
n∑

k=1

∫
Ak

S2
k + 2Sk(Sn − Sk) + (Sn − Sk)

2dP

≥
n∑

k=1

∫
Ak

S2
kdP +

n∑
k=1

∫
2Sk1Ak

(Sn − Sk)dP

=

n∑
k=1

∫
Ak

S2
kdP +

n∑
k=1

E[2Sk1Ak
]E[Sn − Sk]
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=
n∑

k=1

∫
Ak

S2
kdP

≥
n∑

k=1

x2P (Ak)

= x2P

(
max

1≤k≤n
|Sk| ≥ x

)
.

但し，4行目で Sk1Ak
と Sn − Sk が独立であることを使った．

次に Anscombe の定理について述べる．

定理 12.2. (Nt) を正整数値を取る確率変数で

(12.5)
Nt

t

P→ θ as t→ ∞

が成り立っているとする．但し θ ∈ (0,∞) である．このとき次が成り立つ．

SNt

σ
√
Nt

d→ N(0, 1) as t→ ∞,(12.6)

SNt

σ
√
tθ

d→ N(0, 1) as t→ ∞.(12.7)

証明 σ2 = 1 として証明する．n0 = [θt] とおく．すると

SNt√
Nt

=

(
Sn0√
n0

+
SNt − Sn0√

n0

)
·
√
n0
Nt
.

Sn0√
n0
は正規分布に収束し，

√
n0
Nt
は 1 に確率収束する．よって命題 2.5 から

(12.8)
SNt − Sn0√

n0

P→ 0 as t→ ∞

を示せばよい．そのために ε > 0 を小さくとり，n1 = [n0(1− ε2)]+1, n2 = [n0(1+ ε
2)]

とおく．すると

P (|SNt
− Sn0

| >
√
n0ε) = P (|SNt

− Sn0
| >

√
n0ε, Nt ∈ [n1, n2])

+ P (|SNt
− Sn0

| >
√
n0ε, Nt ̸∈ [n1, n2])

≤ P

(
max

n1≤n≤n0

|Sn − Sn0 | >
√
n0ε

)
+ P

(
max

n0≤n≤n2

|Sn − Sn0
| >

√
n0ε

)
+ P (Nt ̸∈ [n1, n2]).

Nt < n1 は

Nt < n1 = [n0(1− ε2)] + 1 ≤ n0(1− ε2) + 1
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であり，Nt > n2 は

Nt > n2 = [n0(1 + ε2)] ≥ n0(1 + ε2)− 1

だから t → ∞ のとき P (Nt ̸∈ [n1, n2]) → 0 となる．また n1 ≤ n < n0 となる n の個

数は

n0 − n1 = n0 − [n0(1− ε2)]− 1 ≤ n0 − n0(1− ε2) + 1− 1 = n0ε
2

であり，n0 < n ≤ n2 となる n の個数は

n2 − n0 = [n0(1 + ε2)]− n0 ≤ n0(1 + ε2)− n0 = n0ε
2

なので，Kolmogorov の不等式，定理 12.1から

P

(
max

n1≤n≤n0

|Sn − Sn0 | >
√
n0ε

)
≤ n0ε

2 1

n0ε
= ε

および

P

(
max

n0≤n≤n2

|Sn − Sn0
| >

√
n0ε

)
≤ ε

が成り立つ．よって t が十分大きければ

P (|SNt
− Sn0

| >
√
n0ε) < 3ε

が成立するので (12.8) が示せた．

(12.7) は (12.6) と命題 2.5 を使えばよい．

さて，ここで更新過程の場合に戻る．もう一度設定を復習すると {Wk} を正値 i.i.d.

で，その部分和を

(12.9) Tn =W1 +W2 + · · ·+Wn

で定める．Wk の平均を µ = 1
λ とし

(12.10) Xk =Wk − µ

とおくと Xk は平均 0 分散 V (Xk) = V (Wk) = σ2 である．Xk の部分和 Sn =

X1 + · · ·+Xn は

(12.11) Sn = Tn − nµ

とあらわされる．



12 中心極限定理 79

定理 12.3. 次が成立する．

(12.12)
Nt − λt

σ
√
λ3t

d→ N(0, 1) as t→ ∞.

証明 Anscombe の定理から

SNt

σ
√
Nt

d→ N(0, 1).

ここで定理 9.1 を使えば

SNt

σ
√
λt

d→ N(0, 1)

でもある．Nt を Nt + 1 にしても同様であるから

SNt+1

σ
√
λt

d→ N(0, 1)

さてここで (9.5)から

(12.13) TNt ≤ t < TNt+1

が成り立つから

TNt −Ntµ

σ
√
λt

≤ t−Ntµ

σ
√
λt

<
TNt+1 −Ntµ

σ
√
λt

.

よって

SNt

σ
√
λt

≤ t−Ntµ

σ
√
λt

<
SNt+1 + µ

σ
√
λt

=
SNt+1

σ
√
λt

+
µ

σ
√
λt

=
SNt+1

σ
√
λt

+
1

σ
√
λ3t

.

左辺と右辺は N(0, 1) に法則収束するから命題 2.6を使って

t−Ntµ

σ
√
λt

=
λt−Nt

σ
√
λ3t

も N(0, 1) に法則収束することが分かる．対称性から符号を変えても良いので，求める結

果を得る．
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請求総額過程

前章では事故が起こる時点を更新過程としてモデル化した．ここではさらに保険金の支

払いの問題を論じる．

13. 請求総額過程の漸近挙動

{Wk} を正値 ( i.e., Wk > 0 a.s.) の i.i.d. 確率変数列とし，その部分和を

(13.1) Tn =W1 +W2 + · · ·+Wn

とする．これは事故が起こった時点を表す．そして Nt を t までの更新回数とする．(Nt)

を更新過程と呼んだ．保険では保険金の請求回数である．以上が今まで考察してきた枠組

みであるが，これに，保険金請求額 X1, X2, X3,. . .を付加して考える．時刻 Tn で保険

金 Xn が請求されるというモデルである．Xn の部分和を Sn = X1 + · · ·+Xn と表す．

時刻 t までの請求総額 (the total claim amount) は

(13.2) SNt
=

Nt∑
k=1

Xk, t ≥ 0

で与えられる．(SNt
) は請求額であるから，これが時間とともにどういう挙動をするかを

知ることは保険の基本的な問題である．(Nt)が Poisson過程の場合を Cramér-Lundberg

モデルと呼ぶ．(Nt) が更新過程の場合は，更新モデル，あるいは Sparre-Anderson モデ

ルという．

更新モデルの平均と分散

Wald の等式 (定理 9.3) を使えば

(13.3) E[SNt
] = E[Nt]E[X1]
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である．E[W1] =
1
λ とすると，定理 9.4から

E[Nt]

t
→ λ

であるから t→ ∞ のとき

E[SNt
] = λtE[X1](1 + o(1))

が成り立つ．Nt が Poisson 過程の場合は E[Nt] = λt だから等号で

E[SNt
] = λtE[X1]

が成り立つ．

分散を計算すると Nt と (Xk) の独立性から

V

( Nt∑
k=1

Xk

∣∣∣∣ Nt

)
=

Nt∑
k=1

V (Xk|Nt) =

Nt∑
k=1

V (X1) = NtV (X1)

から

E

[
V

( Nt∑
k=1

Xk

∣∣∣∣ Nt

)]
= E[Nt]V (X1).

また

E

[ Nt∑
k=1

Xk

∣∣∣∣ Nt

]
=

Nt∑
k=1

E[Xk|Nt] = NtE[X1]

なので

V

(
E

[ Nt∑
k=1

Xk

∣∣∣∣ Nt

])
= V (NtE[X1]) = E[X1]

2V (Nt).

よって命題 3.1から両者を加えて

V (SNt) = E[Nt]V (X1) + E[X1]
2V (Nt)

= (λt+ o(t))V (X1) + E[X1]
2(λ3tV (W1) + o(t))

= λt[V (X1) + λ2E[X1]
2V (W1)] + o(t)

が成り立つ．Cramér-Lundberg モデルの場合は (Nt) は Poisson 過程だから E[Nt] =

V (Nt) = λt だから

V (SNt) = E[Nt]V (X1) + E[X1]
2V (Nt) = λt(V (X1) + E[X1]

2) = λtE[X2
1 ]

が成り立つ．以上を纏めると次を得る．
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定理 13.1. 次が成立する．

lim
t→∞

E[SNt
]

t
= λE[X1],(13.4)

lim
t→∞

V (SNt)

t
= λ[V (X1) + λ2E[X1]

2V (W1)].(13.5)

特に Cramér-Lundberg モデルの場合は

E[SNt ] = λtE[X1],(13.6)

V (SNt
) = λtE[X2

1 ](13.7)

が成り立つ．

今までは平均を取った形であるが，pathwise の漸近挙動も調べることができて，次が

成り立つ．

定理 13.2. t→ ∞ のとき次が成立する．

SNt

t
→ λE[X1], a.s.,(13.8)

SNt
− λtE[X1]√

λt{V (X1) + λ2E[X1]2V (W1)}
d→ N(0, 1).(13.9)

証明 (13.8) は

SNt

t
=
SNt

Nt

Nt

t

と書いて Sn

n → E[X1] と
Nt

t → λ が概収束の意味で成立することに注意すればよい．

(13.9)を示そう．

SNt
− λtE[X1] = SNt

− λTNt
E[X1] + λE[X1](TNt

− t)

=

Nt∑
k=1

(Xk − λE[X1]Wk) + λE[X1](TNt
− t).

ここで

Yk = Xk − λE[X1]Wk

とおくと，これは i.i.d. で平均は 0, 分散は独立性から

V (Yk) = V (Xk) + λ2E[X1]
2V (Wk)

となる．（この形が (13.5)の SNt
の分散の形に反映している訳である．）ここで Anscombe

の定理定理 12.2を用いると t→ ∞ のとき

SNt
− λTNt

E[X1]√
λt(V (Xk) + λ2E[X1]2V (Wk))

d→ N(0, 1)
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が成り立つ．SNt
− λtE[X1] との差 λE[X1](TNt

− t) があるが，これは TNt
− t が何か

に法則収束するという事実があるので
√
λt(V (Xk) + λ2E[X1]2V (Wk)) で割ると，0 に

確率収束する．従って

SNt
− λtE[X1]√

(V (Xk) + λ2E[X1]2V (Wk))Nt

d→ N(0, 1)

が従う．

保険金計算

SNt
の期待値は

E[SNt
] = λE[X1]t+ o(t)

であった．保険料収入を p(t) とすると

p(t) = E[SNt
] or p(t) = λE[X1]t

とするのが自然である．これはゲーム論的には公平というわけだが，この場合は保険会社

は必ず破産する．実際はこれに上乗せ ρ を加えて

p(t) = (1 + ρ)E[SNt
] or p(t) = (1 + ρ)λE[X1]t

と設定する．このような考え方にはいくつかの手法があり，次のようなものがよく使わ

れる．

純 (公平)原理 pNet(t) = E[SNt
]

平均原理 pEV(t) = (1 + ρ)E[SNt
]

分散原理 pVar(t) = E[SNt ] + αV (SNt)

標準偏差原理 pSD(t) = E[SNt
] + α

√
V (SNt

)

14. 請求総額の分布

裾の厚さ

末尾確率について復習しよう．X を確率変数とするとき

(14.1) P (X > x) = 1− F (x), x > 0

を末尾確率と呼ぶ．x > 0に限ったのは非負確率変数だけ扱うからである．F = 1−F と

いう記法を使う．この末尾確率の重さを指数関数との比較で表す．



14 請求総額の分布 85

定義 14.1. 末尾確率に関し

(14.2) lim
x→∞

F (x)

e−λx
<∞ for some λ > 0

のとき裾が軽いといい，

(14.3) lim
x→∞

F (x)

e−λx
> 0 for all λ > 0

のとき裾が重いという．

例 14.1. 指数分布やガンマ分布は裾の軽い分布である．

一方裾の重い分布の典型が次の Pareto 分布である．

(14.4) F (x) =
κα

(κ+ x)α
.

統計解析：超過平均

超過平均関数の概念を導入する．

定義 14.2. 確率変数 X の分布関数を F とし xl = inf{x;F (x) > 0}, xr =

sup{x;F (x) < 1} と定める．このとき超過平均関数 eF を

(14.5) eF (u) = E[Y − u|Y > u], u ∈ (xl, xr)

で定める．eF (u) は閾値 u を超える超過平均という．

eF (u) は F を用いて次のようにあらわされる．

(14.6) eF (u) =
1

F (u)

∫ ∞
u

F (y) dy, u ∈ [0, xr).

このとき

1

eF (u)
=

F (u)∫ ∞
u

F (y) dy

= −
(
log

∫ ∞
u

F (y) dy

)′

となるので，両辺を積分して∫ x

0

1

eF (u)
du = −

[
log

∫ ∞
u

F (y) dy

]x
0

= − log

∫ ∞
x

F (y) dy + log

∫ ∞
0

F (y) dy.

よって

exp

{
−
∫ x

0

1

eF (u)
du

}
=

∫∞
x
F (y) dy∫∞

0
F (y) dy

=
eF (x)F (x)

eF (0)F (0)
=
eF (x)F (x)

eF (0)
.
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整理して

F (x) =
eF (0)

eF (x)
exp

{
−
∫ x

0

1

eF (u)
du

}
が成り立つことが分かる．

15. 正則変動関数

正則変動関数

Pareto 分布や対数ガンマ分布などの裾野関数は次のような形である

F (x) =
L(x)

xα
, x > 0.

ここで α > 0 で L は (0,∞) 上の非負関数で任意の x > 0 に対し

(15.1) lim
t→∞

L(tx)

L(t)
= 1

を満たす．そこで次のような定義を与える．

定義 15.1. (0,∞) で定義された非負関数 L が任意の x > 0 に対して (15.2) を満たすと

き緩変動関数という．但し，L は有界区間では有界であることを仮定する．

また (0,∞) で定義された非負関数 Z が，ある緩変動関数 L と ρ ∈ R が存在して

(15.2) Z(x) = xρL(x)

と表されるとき正則変動関数といい，ρ を指数という．．

また非負確率変数 X および分布関数 F が指数 α ≥ 0 の正則変動であることを，ある

緩変動関数 L が存在して

(15.3) F (x) = P (X > x) = L(x)x−α

を満たすことと定義する．

この節で，緩変動関数，正則変動関数について後で必要になることをまとめておく．xp

の積分は 1
p+1x

p+1 で次数が 1 増える．正則変動関数についても同様のことが成り立つ．

つまり指数 p の正則変動関数を積分すると，指数 p + 1 の正則変動関数になる．このこ

とをまず示そう．但し証明はそれほど簡単ではない．Z を (0,∞) で定義された非負関数

とする．このとき次のような記法を導入する．実数 p に対し

Zp(x) =

∫ x

0

ypZ(y) dy,(15.4)
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Z∗p (x) =

∫ ∞
x

ypZ(y) dy.(15.5)

Z の無限大の近傍の挙動だけを問題にするので，x が大きなところだけで考えればよい．

すると Zp(x), Z
∗
p (x), は値が ∞ になることも含めてすべての p に対して定義される．こ

のとき次を得る．

命題 15.2. Z ≥ 0 は緩変動するものとする．このとき Zp は t = ∞ で p < −1 に対し

て収束し，p > −1 に対して発散する．また (15.5) の積分は p < −1 に対して収束し，

p > −1 に対して発散する．

p ≥ −1 ならば Zp は指数 p+ 1 で正則変動する．p < −1 ならば Z∗p は指数 p+ 1 で

正則変動し，もし Z∗−1 が存在すれば p+ 1 = 0 に対しても成り立つ．

証明 ξ > 1 を固定しておく．0 < s < t に対し

Zp(tξ) =

∫ tξ

0

ypZ(y) dy

=

∫ sξ

0

ypZ(y) dy +

∫ tξ

sξ

ypZ(y) dy (y = ξu, dy = ξ du)

= Zp(sξ) +

∫ t

s

upξpZ(ξu)ξ du

= Zp(sξ) + ξp+1

∫ t

s

upZ(ξu) du

であるから

(15.6) Zp(tξ)− Zp(sξ) = ξp+1

∫ t

s

upZ(ξu) du

が成り立つ．

p+ 1 > 0 のとき ξp+1 > 1 だから ε > 0 を ξp+1(1− ε) > 1 となるようにとることが

できる．この ε > 0 に対し，緩変動の条件から η を大きくとると，x ≥ η のとき

(1− ε)Z(x) < Z(xξ) < (1 + ε)Z(x)

と出来る．よって t > s > η のとき

Zp(tξ)− Zp(sξ) = ξp+1

∫ t

s

upZ(ξu) du

≥ ξp+1(1− ε)

∫ t

s

upZ(u) du = ξp+1(1− ε)(Zp(t)− Zp(s))

が成立する．よって t の代わりに tξn−1, s の代わりに tξn−2 として

Zp(tξ
n)− Zp(tξ

n−1) ≥ ξp+1(1− ε)(Zp(tξ
n−1)− Zp(tξ

n−2)).
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これで次数が一つ下がったから帰納的に

Zp(tξ
n)− Zp(tξ

n−1) ≥ ξ(p+1)(n−1)(1− ε)n−1(Zp(tξ)− Zp(t)).

n について加えると

Zp(tξ
n)− Zp(t) ≥

n−1∑
k=0

ξ(p+1)(n−1)(1− ε)k(Zp(tξ)− Zp(t)).

ここで n→ ∞ とすれば Zp が発散することが分かる．

次に p+ 1 < 0 のとき，ξp+1 < 1 だから ε > 0 を ξp+1(1 + ε) < 1 となるようにとる

ことができる．この ε に対し，緩変動の条件から η を大きくとると，x ≥ η のとき

(1− ε)Z(x) < Z(xξ) < (1 + ε)Z(x)

と出来る．よって t > s > η のとき

Zp(tξ)− Zp(sξ) = ξp+1

∫ t

s

upZ(ξu) du

≤ ξp+1(1 + ε)

∫ t

s

upZ(u) du = ξp+1(1 + ε)(Zp(t)− Zp(s)).

よって t の代わりに tξn−1, s の代わりに tξn−2 として

Zp(tξ
n)− Zp(tξ

n−1) ≤ ξp+1(1 + ε)(Zp(tξ
n−1)− Zp(tξ

n−2)).

これで次数が一つ下がった形だから帰納的に

Zp(tξ
n)− Zp(tξ

n−1) ≤ ξ(p+1)(n−1)(1 + ε)n−1(Zp(tξ)− Zp(t)).

n について加えると

Zp(tξ
n)− Zp(t) ≤

n−1∑
k=0

ξ(p+1)(n−1)(1 + ε)k(Zp(tξ)− Zp(t))

≤
∞∑
k=0

ξ(p+1)(n−1)(1 + ε)k(Zp(tξ)− Zp(t)).

これで n→ ∞ として，Zp が有界であることが分かる．

p + 1 ≥ 0 の場合を考えよう．Zp が収束すれば緩変動は明らかであるから証明する必

要はない．Zp(∞) = ∞ の場合を考える．x > 0 を固定しておく．さて，0 < η < t に対

して，(15.6) から

Zp(tξ)− Zp(sξ) = Zp(sξ) + ξp+1

∫ t

η

upZ(ξu) du
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である．任意の ε > 0 に対し，Z は緩変動するから η を十分大きくとれば u > η に対し

(1− ε)Z(u) < Z(xu) < (1 + ε)Z(u)

と出来る．従って

Zp(ηx) + (1− ε)xp+1

∫ t

η

upZ(u) du ≤ Zp(ηx) + xp+1

∫ t

η

upZ(xu) du

= Zp(tx)

≤ Zp(ηx) + (1 + ε)xp+1

∫ t

η

upZ(u) du

≤ Zp(ηx) + (1 + ε)xp+1

∫ t

0

upZ(u) du

≤ Zp(ηx) + (1 + ε)xp+1Zp(t).

また

Zp(ηx) + (1− ε)xp+1

∫ t

η

upZ(u) du

= Zp(ηx) + (1− ε)xp+1

(∫ t

0

upZ(u) du−
∫ η

0

upZ(u) du

)
≥ (1− ε)xp+1(Zp(t)− Zp(η)).

二つ合わせて

(15.7) (1− ε)xp+1(Zp(t)− Zp(η)) ≤ Zp(tx) ≤ Zp(ηx) + (1 + ε)xp+1Zp(t)

が示せる．両辺を Zp(t) で割って

(1− ε)xp+1Zp(t)− Zp(η)

Zp(t)
≤ Zp(tx)

Zp(t)
≤ Zp(ηx)

Zp(t)
+ (1 + ε)xp+1.

ここで t→ ∞ とすれば

(1− ε)xp+1 ≤ lim
t→∞

Zp(tx)

Zp(t)
≤ lim

t→∞

Zp(tx)

Zp(t)
≤ (1 + ε)xp+1.

ε > 0 は任意だから

lim
t→∞

Zp(tx)

Zp(t)
= xp+1

となり Zp は指数 p+ 1 の正則変動関数であることが分かる．

これを利用すると次の緩変動関数の表現が得られる．
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命題 15.3. Z ≥ 0 は緩変動するものとする．Z は次の表現を持つ．

(15.8) Z(x) = a(x) exp

(∫ x

1

ε(y)

y
dy

)
.

但し x→ ∞ のとき ε(x) → 0, a(x) → c ∈ (0,∞) である．

証明 この形をしている関数が緩変動であることは明らかだろう．

逆を示すために，命題 15.2 で使った関数 Zp の p = 0 の場合を使う．Z0 は指数 1 の

正則変動関数であることを命題 15.2で示した．その上で

(15.9)
Z(y)

Z0(y)
=
η(y)

y

とおけば η は緩変動関数になる．Z ′0(y) = Z(y) に注意すれば（意味は絶対連続関数とし

ての微分である），

(15.10) (logZ0(y))
′ =

η(y)

y

であるから t から tx まで積分して

log
Z0(tx)

Z0(t)
=

∫ tx

t

η(y)

y
dy (y = tu, dy = tdu)

=

∫ x

1

η(tu)

tu
t du

=

∫ x

1

η(tu)

u
du

= η(t)

∫ x

1

η(tu)

η(t)

du

u

Z0 は指数 1 の正則変動関数だから 左辺は log x に収束する．t → ∞ のときの次の積分

の収束を考える． ∫ x

1

η(tu)

η(t)

du

u

非負であるから，列 {tn} を取ってこの積分が極限 c ∈ [0,∞] に収束するようにできる．

η は緩変動関数だから Fatou の定理から

lim
n→∞

∫ x

1

η(tnu)

η(tn)

du

u
≥

∫ x

1

lim
n→∞

η(tnu)

η(tn)

du

u
=

∫ x

1

du

u
= log x

より，c ≥ log x となる．それゆえ η(tn) は収束し，その極限を a とすると ac = log x で

c ≥ log x であったから a ≤ 1 でなければならない．{tn} は任意の数列の部分列にできる
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ので，このことは η が t = ∞ で有界であることを示している．ところで η(tn) → a で

あったから，任意の u で η(tnu) → a である．有界収束定理から∫ x

1

η(tnu)

u
du→

∫ x

1

a
1

u
du = a log x.

ところでこれが log x に等しいのだから a = 1 でなければならない．任意の数列から収束

する部分列 tn がとれ，η(tn) の極限は，必ず 1 なので，これは limt→∞ η(t) = 1 を意味

する．

先ほどの議論を t = 1 の場合に使うと

log
Z0(x)

Z0(1)
=

∫ x

1

η(y)

y
dy

であるから

Z0(x)

Z0(1)
= exp

{∫ x

1

η(y)

y
dy

}
= exp

{∫ x

1

η(y)− 1

y
dy +

∫ x

1

dy

y

}
= exp

{∫ x

1

η(y)− 1

y
dy + log x

}
= x exp

{∫ x

1

η(y)− 1

y
dy

}
.

ここで (15.9) から

Z(x) =
η(x)

x
Z0(x) =

η(x)

x
Z0(1)x exp

{∫ x

1

η(y)− 1

y
dy

}
= Z0(1)η(x) exp

{∫ x

1

η(y)− 1

y
dy

}
の表示を得る．a(x) = Z0(1)η(x), ε(x)＝η(x)− 1 が求める関数になる．

命題 15.3の表示を使うと緩変動関数 L は，次を満たすことが容易に確かめられる．任

意の δ > 0 に対して

(15.11) lim
x→∞

L(x)

xδ
= 0, and lim

x→∞
xδL(x) = ∞.

裾野の条件はモーメントの存在と次のような関係にある．X が指数 α の正則変動であ

るとすると

(15.12) E[Xδ]

{
= ∞ for δ > α,

<∞ for δ < α.

実際

E[Xδ] =

∫ ∞
0

xδdF (x) =

∫ ∞
0

dF (x)

∫ x

0

δuδ−1 du =

∫ ∞
0

δuδ−1 du

∫
(u,∞)

dF (x)
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=

∫ ∞
0

δF (u)uδ−1 du =

∫ ∞
0

δL(x)u−αuδ−1 du =

∫ ∞
0

δL(x)uδ−α−1 du.

L(x) はどんな xε より小さいから (15.12)が得られる．

請求総額過程 SNt
の分布を知ることは重要であるが，より簡単な問題である部分和

Sn = X1 + · · ·+Xn, n ≥ 1

の分布について考えよう．

補題 15.4. X1, X2 を独立で，指数 α の正則変動非負確率変数とする:

(15.13) F i(x) = P (Xi > x) =
Li(x)

xα
.

Li は緩変動関数であるとする．すると，X1 +X2 は同じ指数 α の正則変動である．より

正確に言うと

P (X1 +X2 > x) = [P (X1 > x) + P (X2 > x)](1 + o(1))(15.14)

= x−α[L1(x) + L2(x)](1 + o(1)).

証明 X1 +X2 の分布関数を G とする．{X1 +X2 > x} ⊃ {X1 > x} ∪ {X2 > x} だ
から

G(x) ≥ P ({X1 > x} ∪ {X2 > x})
= P (X1 > x) + P (X2 > x)− P ({X1 > x}) ∩ {X2 > x})
= F 1(x) + F 2(x)− P (X1 > x)P (X2 > x)

= F 1(x) + F 2(x)− F 1(x)F 2(x).

よって

lim
x→∞

G(x)

F 1(x) + F 2(x)
≥ lim

x→∞

F 1(x) + F 2(x)− F 1(x)F 2(x)

F 1(x) + F 2(x)

= 1− lim
x→∞

F 1(x)F 2(x)

F 1(x) + F 2(x)

= 1.

また 0 < δ < 1
2 に対し

{X1 +X2 > x} ⊂ {X1 > (1− δ)} ∪ {X2 > (1− δ)} ∪ {X1 > δx,X2 > δx}

が成り立つので

G(x) ≤ F 1((1− δ)x) + F 2((1− δ)x) + F 1(δx)F 2(δx)
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= (1− δ)−αx−αL1((1− δ)x) + (1− δ)−αx−αL2((1− δ)x)

+ δ−αx−αL1(δx)δ
−αx−αL2(δx)

= (1− δ)−αx−α(L1((1− δ)x) + L2((1− δ)x)) + δ−2αx−2αL1(δx)L2(δx)

最後の 2つの項をそれぞれ

F 1(x) + F 2(x) = x−αL1(x) + x−αL2(x) = x−α(L1(x) + L2(x))

との比を取って x→ ∞ の極限を取る．最初の項は

(1− δ)−αx−α(L1((1− δ)x) + L2((1− δ)x))

x−α(L1(x) + L2(x))

= (1− δ)−α
L1((1− δ)x) + L2((1− δ)x))

L1(x) + L2(x)

= (1− δ)−α
L1(x)(1 + o(1)) + L2(x)(1 + o(1))

L1(x) + L2(x)

= (1− δ)−α
(
1 +

L1(x)o(1) + L2(x)o(1)

L1(x) + L2(x)

)
→ (1− δ)−α.

2番目の項は

δ−2αx−2αL1(δx)L2(δx)

x−α(L1(x) + L2(x))
= δ−2αx−α

L1(δx)L2(δx)

(L1(x) + L2(x))

= δ−2αx−α
L1(x)(1 + o(1))L2(x)(1 + o(1))

(L1(x) + L2(x))

= δ−2αx−αL1(x)(1 + o(1))
L2(x)(1 + o(1))

(L1(x) + L2(x))

≤ δ−2αx−αL1(x)(1 + o(1))(1 + o(1)) → 0.

ここで 緩変動関数はどんなべきよりも発散が遅いことを使った．以上の計算で

lim
x→∞

G(x)

F 1(x) + F 2(x)
≤ (1− δ)−α

が分かった．δ > 0 は任意だから

lim
x→∞

G(x)

F 1(x) + F 2(x)
≤ 1

となり下からの評価と合わせて結論を得る．

L1, L2 が緩変動ならば，L1 + L2, L1 · L2 も緩変動になる．これは定義から容易に確

かめられる．例えば L1 + L2 についてみてみよう．∣∣∣∣L1(tx) + L2(tx)

L1(x) + L2(x)
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣L1(tx)− L1(x) + L2(tx)− L2(x)

L1(x) + L2(x)

∣∣∣∣
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≤
∣∣∣∣L1(tx)− L1(x)

L1(x) + L2(x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣L2(tx)− L2(x)

L1(x) + L2(x)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣L1(tx)− L1(x)

L1(x)

∣∣∣∣+ |L2(tx)− L2(x)

L2(x)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣L1(tx)

L1(x)
− 1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣L2(tx)

L2(x)
− 1

∣∣∣∣ → 0

(15.14)の表現に 1 + o(1) が出てくるが，これは極限が定数なので緩変動である．よっ

て [L1(x) + L2(x)](1 + o(1)) は緩変動関数になる．従って X1 +X2 は指数 α で緩変動

になることが分かるのである．

さて，上の補題を繰り返すと次の結果が得られる．

系 15.5. X1, X2,. . . , Xn を非負の i.i.d. で指数 α で正則変動をする確率変数列とする．

部分和 Sn に対し次が成立する．

(15.15) P (Sn > x) = nF (x)(1 + o(1)), as x→ ∞.

ところで最大値 Mn を

(15.16) Mn = max{X1, . . . , Xn}

で定めると

P (Mn > x) = 1− P (Mn ≤ x)

= 1− P (X1 ≤ x, . . . ,Xn ≤ x)

= 1− F (x)n

= (1− F (x))
n−1∑
k=0

F (x)k

= (1− F (x))
n−1∑
k=0

(1 + o(1))

= nF (x)(1 + o(1)).

つまり P (Mn > x) = Fn(x) だから

(15.17) lim
x→∞

Fn(x)

F (x)
= n

が成立する．これと系 15.5の結果を合わせると，

(15.18) lim
x→∞

P (Sn > x)

P (Mn > x)
= 1

が得られ，正則変動の確率変数の末尾に関して，和 Sn は最大値 Mn の影響が支配的であ

ることを示している．
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劣指数的分布

正則変動の場合は P (Sn > x) = P (Mn > x)(1 + o(1)) as x → ∞ が成り立った．分

布 F の言葉で言えば

lim
x→∞

Fn∗(x)

F (x)
= n

そこで次のような定義を与える．

定義 15.6. X の分布 F が劣指数的であることを，n ≥ 2 となるすべての自然数に対し

(15.19) lim
x→∞

Fn∗(x)

F (x)
= n

が成立することと定義する．このクラスを S と表す．

末尾関数が正則変動の場合はこの関係式が成り立つので S はより広いクラスである．

ところで Fn∗(x) = P (Sn > x) ≥ P (Mn > x) = Fn(x) だから (15.19) に注意して

(15.20) lim
x→∞

Fn∗(x)

F (x)
≥ lim

x→∞

Fn(x)

F (x)
= n

は常に成立する．劣指数的は，これが等号で成立することを意味している．

上の定義 15.6のすべての n ≥ 2 は，n = 2 のときだけでよい．そこで n = 2 のときを

仮定して成り立つことをまず挙げる．その前に一般に次の等式が成立することに注意して

おく．

(15.21)
G ∗ F (x)
F (x)

= 1 +
G ∗ F (x)
F (x)

= 1 +

∫
[0,x]

G(x− t)

F (x)
dF (x).

実際

G ∗ F (x)
F (x)

=
1−G ∗ F (x)

F (x)
=
F (x) + F (x)−G ∗ F (x)

F (x)

= 1 +
(1−G) ∗ F (x)

F (x)
= 1 +

G ∗ F (x)
F (x)

から分かる．以下この式を何度か使う．

補題 15.7. 次が成り立つ．

(1) (15.19) が n = 2 のとき成立しているとする．すると次の収束が y の有界な集合

上で一様収束の意味で成り立つ．

(15.22) lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1
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(2) (15.22) が y の有界集合上で一様に収束するとき任意の ε > 0 に対して

(15.23) lim
x→∞

eεxF (x) = ∞, as x→ ∞.

証明 (1) 0 < y ≤ x に対し

F 2∗(x)

F (x)
= 1 +

∫
[0,x]

F (x− t)

F (x)
dF (t) (∵ (15.21))

= 1 +

∫
[0,y]

F (x− t)

F (x)
dF (t) +

∫
(y,x]

F (x− t)

F (x)
dF (t)

≥ 1 +

∫
[0,y]

dF (t) +
F (x− y)

F (x)

∫
(y,x]

dF (t)

= 1 + F (y) +
F (x− y)

F (x)
(F (x)− F (y)).

整理して

F 2∗(x)

F (x)
− 1− F (y) ≥ F (x− y)

F (x)
(F (x)− F (y)).

x を十分大きくとって F (x)− F (y) ̸= 0 として両辺を F (x)− F (y) で割ると

1 ≤ F (x− y)

F (x)
≤ 1

F (x)− F (y)

(
F 2∗(x)

F (x)
− 1− F (y)

)
.

ここで x→ ∞ とすると仮定から右辺は

1

1− F (y)
(2− 1− F (y)) = 1

に収束する. これで (15.22) の各点収束が分かるが，一様収束性は単調関数であることか

ら分かる．

(2) は (1) の結果から F (log x) が緩変動であることが分かるから (15.11) の結果から，

任意の ε > 0 に対して xεF (log x) → ∞ が従う．ここで x の代わりに ex を代入して

eεxF (x) → ∞ が分かる．

上の (2) が劣指数的の呼称を正当化している．これは裾野がどんな指数関数的減衰する

ものより大きいことを意味する．「劣」は減少のスピードが遅いという意味で，関数自体

が指数関数より小さいという意味ではない．

以上の準備の下で (15.17) を n = 2 のときだけ仮定すればよいことを示そう．

補題 15.8. もし

(15.24) lim
x→∞

F 2∗(x)

F (x)
≤ 2

が成り立つならば F ∈ S である．
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証明 仮定と，(15.20) から， lim
x→∞

F 2∗(x)

F (x)
= 2 が成り立つ．そこで，帰納法で示してい

く．x ≥ y > 0 に対し

F (n+1)∗(x)

F (x)
= 1 +

∫
[0,x]

Fn∗(x− t)

F (x)
dF (t) (∵ (15.21) )

= 1 +

∫
[0,x−y]

Fn∗(x− t)

F (x− t)

F (x− t)

F (x)
dF (t) +

∫
(x−y,x]

Fn∗(x− t)

F (x− t)

F (x− t)

F (x)
dF (t)

= 1 + I1(x) + I2(x).

まず I1(x) は

I1(x) =

∫
[0,x−y]

(
Fn∗(x− t)

F (x− t)
− n+ n

)
F (x− t)

F (x)
dF (t)

=

∫
[0,x−y]

(
Fn∗(x− t)

F (x− t)
− n

)
F (x− t)

F (x)
dF (t) + n

∫
[0,x−y]

F (x− t)

F (x)
dF (t)

ここで y を十分大きくとると x − t ≥ x − (x − y) = y だから，帰納法の仮定で
Fn∗(x− t)

F (x− t)
− n は小さくなるから

I1(x) =

∫
[0,x−y]

(o(1) + n)
F (x− t)

F (x)
dF (t)

= (n+ o(1))

∫
[0,x−y]

F (x− t)

F (x)
dF (t)

となる．更に∫
[0,x−y]

F (x− t)

F (x)
dF (t) =

∫
[0,x]

F (x− t)

F (x)
dF (t)−

∫
(x−y,x]

F (x− t)

F (x)
dF (t)

=
(1− F ) ∗ F (x)

F (x)
−

∫
(x−y,x]

F (x− t)

F (x)
dF (t)

=
F (x)− F ∗(x)

F (x)
−
∫
(x−y,x]

F (x− t)

F (x)
dF (t)

=
F (x)− 1 + (1− F 2∗(x)

F (x)
− J(x, y)

= −1 +
F 2∗(x))

F (x)
− J(x, y)

= −1 + 2 + o(1)− J(x, y)

= 1 + o(1)− J(x, y).
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J(x, y) については

J(x, y) =

∫
(x−y,x]

F (x− t)

F (x)
dF (t)

≤
∫
(x−y,x]

1

F (x)
dF (t)

=
F (x)− F (x− y)

F (x)

=
F (x− y)− F (x)

F (x)

=
F (x− y)

F (x)
− 1 → 0 (補題 15.7 の (1))

が成り立つ．以上で I1(x) → n が示せた．

I2(x) については x − y ≤ t ≤ x のとき 0 ≤ x − t ≤ y である．y を固定しておくと
F (x− t)

F (x)
は有界であるから M で抑えて

I2(x) =

∫
(x−y,x]

Fn∗(x− t)

F (x− t)

F (x− t)

F (x)
dF (t)

≤M

∫
(x−y,x]

F (x− t)

F (x)
dF (t) ≤MJ(x, y) → 0

が分かる．以上で帰納法が完結した．

命題 15.9. F ∈ S のとき，任意の ε > 0 に対して正数 K が存在して

(15.25)
Fn∗(x)

F (x)
≤ K(1 + ε)n, x ≥ 0, n ≥ 1

が成り立つ．

証明 αn = supx≥0{Fn∗(x)/F (x)} とおく．(15.21) から

F (n+1)∗(x)

F (x)
= 1 +

∫
[0,x]

Fn∗(x− t)

F (x)
dF (t)

であるから T > 0 に対し

αn+1 ≤ 1 + sup
0≤x≤T

∫
[0,x]

Fn∗(x− t)

F (x)
dF (t) + sup

x≥T

∫
[0,x]

Fn∗(x− t)

F (x− y)

F (x− y)

F (x)
dF (t)

≤ 1 + sup
0≤x≤T

∫
[0,x]

1

F (x)
dF (t) + sup

x≥T

∫
[0,x]

αn
F (x− y)

F (x)
dF (t)
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≤ 1 + sup
0≤x≤T

1

F (x)
+ αn sup

x≥T

(1− F ) ∗ F
F (x)

≤ 1 +
1

F (T )
+ αn sup

x≥T

F (x)− F 2∗(x)

F (x)

= 1 +
1

F (T )
+ αn sup

x≥T

F 2∗(x)− F (x)

F (x)

= 1 +
1

F (T )
+ αn sup

x≥T
(
F 2∗(x)

F (x)
− 1).

x → ∞ のとき F 2∗(x)

F (x)
→ 2 だから，任意の ε > 0 に対し十分 T を大きくとれば x ≥ T

のとき F 2∗(x)

F (x)
− 1 ≤ 1 + ε とできるから AT = 1

F (T )
とおけば

αn+1 ≤ 1 +AT + αn(1 + ε)

が成り立つ．従って βn = αn/(1 +AT ) とおくと

βn+1 ≤ 1 + βn(1 + ε) ≤ 1 + (1 + βn−2(1 + ε))(1 + ε)

= 1 + (1 + ε) + (1 + ε)2βn−2 · · ·
= 1 + (1 + ε) + (1 + ε)2 + · · ·+ (1 + ε)n−1β1

≤ 1 + (1 + ε) + (1 + ε)2 + · · ·+ (1 + ε)n−1

=
(1 + ε)n − 1

1 + ε− 1
≤ ε−1(1 + ε)n

となる．従って

αn ≤ (1 +AT )ε
−1(1 + ε)n−1

なので K = (1 +AT )ε
−1(1 + ε)−1 とおけばよい．

16. 複合ポアソン過程の時空分解

混合分布

以下でも確率変数は非負のもののみ考える．確率変数 S に対して，特性関数 (charac-

teristic function) ϕS は

(16.1) ϕS(ξ) = E[eiξS ], ξ ∈ R

で定義した．これは任意の確率変数に対して定義できる．それに対し積率母関数 (mo-

ment generating function) mS は

(16.2) mS(h) = E[ehS ], h ∈ (−h0, h0)
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で定義する．これは可積分条件が必要なので，積分が有限なところだけで意味を持つ．そ

のために定義域が制限されている．原点の近傍で有限であるための必要十分条件は，ある

γ > 0, c > 0 が存在して

P (S > x) ≤ ce−γx, x > 0,

が満たされることである．

非負確率変数列 (Xk) と非負整数値確率変数 N に対し，ランダムな部分和 SN =∑N
j=1Xj を考える．(Xj) と N が独立ならば，特性関数は

(16.3) ϕSN
(ξ) = mN (log ϕX1(ξ))

となる．実際

ϕSN
(ξ) = E[E[eiξSN |N ]] = E[E[eiξX1 ]N ] = E[ϕX1

(ξ)N ]

= E[eN log ϕX1
(ξ)] = mN (log ϕX1

(ξ))

であるから．

例 16.1. (複合 Poisson 和) N が Pois(λ) のとき h ∈ R に対し

mN (h) = e−λ
∞∑
k=0

λk

k!
ekh = e−λ

∞∑
k=0

(λeh)k

k!
= e−λeλe

h

= e−λ(1−e
h).

よって (16.3) から

(16.4) ϕSN
(ξ) = e−λ(1−exp log ϕX1

(ξ)) = e−λ(1−ϕX1
(ξ)).

例 16.2. (複合幾何分布和) N がパラメーター p の幾何分布を持つとする:

P (N = k) = pqk, k = 0, 1, . . . , where q = 1− p, 0 < p < 1.

さらに Xj は指数分布 Exp(λ) を持つとする．

ϕXj (ξ) = E[eiξXj ] =

∫ ∞
0

eiξxλe−λx dx

= λ

[
1

iξ − λ
e(iξ−λ)x

]∞
0

= −λ 1

iξ − λ

= λ
1

λ− iξ
.
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また

mN (h)＝
∞∑
k=0

ekhP (N = k)＝
∞∑
k=0

ekhpqk =
p

1− ehq
.

ただし |h| < − log q. そこで log ϕX1(ξ) を代入して

ϕSN
(ξ) =

p

1− λ
λ−iξ q

=
p(λ− iξ)

(λ− iξ)− λq

= p
(λ− iξ)− λq + λq

(λ− iξ)− λq

= p+
λpq

λp− iξ
.

この分布のもう少し具体的な表示を与えよう．J を二つの値を確率 p, q でとる確率変数

とする．例えば

P (J = 1) = p, P (J = 2) = q

とする．さらに Y を J と独立で指数分布 Exp(λp) を持つとする．そして

T = 1{J=1}0 + 1{J=2}Y

と定めると，T は SN と同じ分布を持つ．そこで T の特性関数を計算してみよう．

E[eiξT ] = P (J = 1)E[eiξ0] + P (J = 2)E[eiξY ] = p+ q
λp

λp− iξ

となり，SN と同じであることが分かる．T の分布関数は

FT (x) = pF0(x) + qFY (x)

となる．このような分布は混合分布と呼ばれる．

定義 16.1. p1, . . . , pn を和が 1 となる正数とする．また F1, . . . , Fn を分布関数とす

る．このとき次の分布関数

(16.5) G(x) = p1F1(x) + · · ·+ pnFn(x)

から定まる分布を F1,. . . , Fn の混合分布という．

確率変数で表すこともできる．J を P (J = k) = pk となる確率変数，Xk を分布関数

が Fk の確率変数で，J とは独立であるとする．このとき

Z = 1{J=1}Y1 + · · ·+ 1{J=n}Yn
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の分布が混合分布となる．特性関数は

(16.6) ϕZ(ξ) = p1ϕY1
(ξ) + · · ·+ pnϕYn

(ξ), ξ ∈ R

で与えられる．

さて次に独立な複合 Poisson 過程の和は，再び複合 Poisson 過程になることを示そう．

命題 16.2. 独立な複合 Poisson 和

(16.7) Si =

Ni∑
j=1

X
(i)
j , i = 1, . . . , n,

が与えられているとする．ここで Ni は分布 Pois(λi) λi > 0 を持ち, 各 i に対し，

(X
(i)
j )j=1,... は i.i.d である．このとき和

(16.8) S̃ = S1 + · · ·+ Sn

は再び複合 Poisson 和で

(16.9) S̃
d
=

Nλ∑
k=1

Yk, Nλ ∼ Pois(λ), λ = λ1 + · · ·+ λn

と表され，Yk は i.i.d で混合分布

(16.10) pi =
λi
λ
, Fi = F

X
(i)
1

を持つ．

証明 Si の特性関数は

ϕSi(ξ) = exp
{
−λi(1− ϕ

X
(i)
1
(ξ))

}
, ξ ∈ R.

Si の独立性から

ϕS̃(ξ) =
n∏

i=1

exp
{
−λi(1− ϕ

X
(i)
1
(ξ))

}
= exp

{
−

n∑
i=1

λpi(1− ϕ
X

(i)
1
(ξ))

}

= exp

{
−λ

(
1−

n∑
i=1

piϕX(i)
1
(ξ)

)}
= exp

{
−λ(1− ϕY1(ξ))

}
, ( (16.6)).
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例 16.3. (複合 Poisson 性の応用)

(1) 各年度 i ごとに保険金の額が変わる場合を考えよう．これらの保険金は i 年度に

X
(i)
j で与えられる i.i.d. の列で定まり，年度が違うと独立であるとする．i 年度の保険金

の総計は

Si =

Ni∑
j=Ni−1+1

X
(i)
j

である．(Nt) と X
(i)
j は独立であるから

( Ni∑
j=Ni−1+1

X
(i)
j

)
i=1,...,n

d
=

(N(i−1,i]∑
j=1

X
(i)
j

)
i=1,...,n

が成り立つ．直感的には明らかであるが，特性関数を計算して

E

[
exp

{ n∑
i=1

iξi

Ni∑
ji=Ni−1+1

X
(i)
ji

}]

=
∞∑

k1,...,kn=0

E

[
exp

{ n∑
i=1

iξi

Ni∑
ji=Ni−1+1

X
(i)
ji

}
;N(1) = k1, N(1, 2] = k2, . . . , N(n− 1, n] = kn

]

=
∞∑

k1,...,kn=0

E

[
exp

{ n∑
i=1

iξi

li∑
ji=li−1+1

X
(i)
j

}
;N(1) = k1, N(1, 2] = k2, . . . , N(n− 1, n] = kn

]

=
∞∑

k1,...,kn=0

E

[
exp

{ n∑
i=1

iξi

ki∑
ji=1

X
(i)
ji

}
;N(1) = k1, N(1, 2] = k2, . . . , N(n− 1, n] = kn

]

=
∞∑

k1,...,kn=0

E

[
exp

{ n∑
i=1

iξi

N(i−1,i]∑
ji=1

X
(i)
ji

}
;N(1) = k1, N(1, 2] = k2, . . . , N(n− 1, n] = kn

]

= E

[
exp

{ n∑
i=1

iξi

N(i−1,i]∑
ji=1

X
(i)
ji

}]
ここで li = k1 + · · ·+ ki とした．これで，特性関数が等しいことが分かった．N(i− 1, i]

は互いに独立で分布 Pois(µ(i− 1, i]) を持つ．これで 命題 16.2 が使えることが分かり，

S1 + · · ·+ Sn
d
=

Nλ∑
k=1

Yk.

ここで Nλ は分布 Pois(λ) を持ち，λ = µ(0, 1] + µ(1, 2] + · · · + µ(n − 1, n] = µ(n),

pi =
µ(i−1,i]

λ で Yk は i.i.d. 列で分布関数は
∑n

i=1 piFX
(i)
1
の混合分布を持つ．
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(2) n 種の独立な保険の銘柄を考え，それぞれの総和を

Si =

Ni∑
j=1

X
(i)
j , Ni ∼ Pois(λi)

とする．それらを総合して

S̃ = S1 + · · ·+ Sn

は再び Poisson 和になる．N1 + · · ·+Nn ∼ Pois(λ), λ = λ1 + . . . λn 個の Yk の和とし

て表され， Yk は混合分布を持つ．この Yk は次のように作られる．

(a) i ∈ {1, 2, . . . , n} を確率 pi =
λi

λ で引く．

(b) 銘柄 i の保険の請求分布の実現値を定める．

複合 Poisson 過程の時空分解

複合 Poisson 過程

St =

Nt∑
k=1

Xk, t ≥ 0

の到着時刻を (Tk) とする．(Tk, Xk) は E = [0,∞)2 に値を取る．E の Borel σ-field を

E とかく．このとき

(16.11) M(A) = ♯{k ≥ 1; (Tk, Xk) ∈ A}, A ∈ E ,

が平均測度 ν = µ×dF の Poisson彷徨測度を与える．即ち，互いに素な集合 A1, A2,. . . ,

An に対し

M(A1),M(A2), . . . ,M(An)

は互いに独立で M(Aj) は Pois(ν(Aj)) に従う．ν(Aj) = ∞ のときは M(Aj) = ∞ で

ある．これらのことを示していこう．

定理 16.3. Nt の平均関数 µ(t) は絶対連続で正の密度関数 λ(t) を持つとする．Aj を互

いに素な集合とするとき次が成り立つ．

(1) 任意の t ≥ 0 に対し

(16.12) S
(j)
t =

Nt∑
k=1

Xk1Aj
(Tk, Xk), j = 1, . . . , n,

は互いに独立である．
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(2) S
(j)
t は次の複合 Poisson 和としての表現を持つ．

(16.13) S
(j)
t

d
=

Nt∑
k=1

Xk1Aj
(Yk, Xk), j = 1, . . . , n.

ここで Yk は密度
λ(x)
µ(t) , 0 ≤ x ≤ t を持つ N と Xi に独立な確率変数である．

証明 (1) µ は連続な密度 λ を持つから 定理 8.2 の順序統計量の性質から

(T1, . . . , Tk|Nt = k)
d
= (Y(1), . . . , Y(k)).

ここで Y(1) ≤ · · · ≤ Y(k) は分布 λ(x)/µ(t) 0 ≤ x ≤ t をもつ i.i.d. Y1, . . . , Yk の順序統

計量である．命題 8.3 から(
(S

(j)
t )|Nt = k

)
j=1,...,n

d
=

( k∑
l=1

Xl1Aj
(Y(l), Xl)

)
j=1,...,n

d
=

( k∑
l=1

Xl1Aj
(Yl, Xl)

)
j=1,...,n

.

ここで，N , (Yi), (Xi) は独立である．右辺は i.i.d. の和である．そこで

(S
(1)
t , S

(2)
t , . . . , S

(n)
t ) の特性関数 ϕ を考えると

ϕ(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = E[eiξ1S
(1)
t +iξ2S

(2)
t +···+iξnS

(n)
t ]

=
∞∑
k=0

E[eiξ1S
(1)
t +iξ2S

(2)
t +···+iξnS

(n)
t ;Nt = k]

=
∞∑
k=0

E[eiξ1S
(1)
t +iξ2S

(2)
t +···+iξnS

(n)
t |Nt = k]P (Nt = k)

=

∞∑
k=0

E

[
exp

{
i

k∑
l=1

n∑
j=1

ξjXl1Aj (Yl, Xl)

}]
P (Nt = k)

=
∞∑
k=0

E

[
exp

{
i

k∑
l=1

n∑
j=1

ξjXl1Aj
(Yl, Xl)

}
;Nt = k

]

= E

[
exp

{
i

Nt∑
l=1

n∑
j=1

ξjXl1Aj (Yl, Xl)

}]
.

右辺は複合 Poisson 和の形である．つまり，
∑n

j=1 ξjXl1Aj
(Yl, Xl) l = 1, 2, . . . と

いう確率変数列の Nt 個の和である．この複合 Poisson 和の特性関数は (16.4) から

ϕSN
(ξ) = e−λ(1−ϕX1

(ξ)) という形であったから，これを用いて，

log ϕ(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

= −µ(t)
(
1− E

[
exp

{
i

n∑
j=1

ξjX11Aj
(Y1, X1)

}])
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= −µ(t)
(
1−

n∑
k=1

E

[
exp

{
i

n∑
j=1

ξjX11Aj
(Y1, X1)

}
; (Y1, X1) ∈ Ak

]

− E[1; (Y1, X1) ̸∈ A1 ∪ · · · ∪An]

)
= −µ(t)

(
�1−

n∑
k=1

E[exp{iξkX1}; (Y1, X1) ∈ Ak]

−
{
�1−

n∑
k=1

P ((Y1, X1) ∈ Ak)

})

= −µ(t)
n∑

k=1

(
P ((Y1, X1) ∈ Ak)− E[exp{iξkX1}; (Y1, X1) ∈ Ak]

)
= −µ(t)

n∑
k=1

(
1− P ((Y1, X1) ̸∈ Ak)− E[exp{iξkX1}; (Y1, X1) ∈ Ak]

)
= −µ(t)

n∑
k=1

(
1− E[1; (Y1, X1) ̸∈ Ak]

− E[exp{iξkX11Ak
(Y1, X1)}; (Y1, X1) ∈ Ak]

)
= −µ(t)

n∑
k=1

(
1− E[exp{iξkX11Ak

(Y1, X1)}]
)

=

n∑
k=1

log ϕ
S

(k)
t

(ξk).

最右辺につなぐ等式は端折っているが，まずある ξk だけ残して他の ξj を 0 にすること

により

(16.14) log ϕ
S

(k)
t

(ξk) = −µ(t)
(
1− E[exp{iξkX11Ak

(Y1, X1)}]
)

が示せ，再び元に戻れば示せる．右辺は log ϕ
S

(k)
t

(ξk) の和である．これは指数関数の指

数の部分だけを計算しているので，元の特性関数の形でかくと

ϕ(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
n∏

k=1

ϕ
S

(k)
t

(ξk)

となり，特性関数の積の形でかけているから，独立性が示せた．

上の証明は

(16.15) S =

Nt∑
k=1

1A(Tk, Xk)

という確率変数に対しても同様に示せる．A を互いに素な集合とすれば，独立性が示せ

る．また A ⊆ [0, t]× [0,∞) とすれば，S = M(A) である．これが Poisson 分布である
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ことは，特性関数 (16.14) の形に注意して

log ϕS(ξ) = −µ(t)
(
1− E[exp{iξ1A(Y1, X1)}]

)
= −µ(t)

(
1− E[exp{iξ1A(Y1, X1)}; (Y1, X1) ∈ A]

− E[exp{iξ1A(Y1, X1)}; (Y1, X1) ̸∈ A]
)

= −µ(t)
(
1− eiξP ((Y1, X1) ∈ A)− P ((Y1, X1) ̸∈ A)

)
= −µ(t)

(
�1− eiξP ((Y1, X1) ∈ A)− �1 + P ((Y1, X1) ∈ A)

)
= −µ(t)P ((Y1, X1) ∈ A)(1− eiξ).

これは Poisson 分布の特性関数（の指数）である，平均は

µ(t)P ((Y1, X1) ∈ A) = µ(t)

∫
A

λ(s)

µ(t)
ds dF (x) =

∫
A

λ(s) ds dF (x).

これから (16.11) で定まる Poisson 彷徨測度は平均測度が dµ× dF で与えられることが

分かる．

例 16.4. (Cramér-Lundberg model)

(1) 時間分割

時間列 0 < t1 < t2 < · · · < tn = t に対し

(16.16) ∆1 = [0, t1], ∆j = (tj−1, tj ], j = 2, . . . , n, ∆n+1 = (tn,∞)

とおく．すると

Aj = ∆j × [0,∞), j = 1, 2, . . . , n+ 1,

は E = [0,∞)2 の互いに素な集合である．定理 16.3 から

Nt∑
k=1

Xk1Aj
(Tk, Xk) =

Ntj∑
k=Ntj−1+1

Xk, j = 1, . . . , n

は独立であることが分かる．これはよく知られた複合 Poisson 過程の独立増分性を意味

している．(Nt) が時間的に一様なときは，定常増分であることも容易にわかるも (すなわ

ち St − Ss
d
= St−s s < t)．また複合 Poisson 和であることも 定理 16.3から分る．

(2) 保険金額分割

保険金の額による [0,∞) の分割 B1, B2,. . . , Bn+1 を考えよう．例えば

(16.17) B1 = [0, d1], B2 = (d1, d2], . . . Bn = (dn−1, dn], Bn+1 = (dn,∞),

但し 0 < d1 < d2 < · · · < dn < ∞. これは保険金額の階層化であり，再保険のときに使

われる．集合

Aj = [0, t]×Bj , A′j = (t,∞)×Bj , j = 1, 2, . . . , n+ 1,
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は時空の互いに素な分割を与える．再び 定理 16.3 から

S
(j)
t =

Nt∑
k=1

Xk1Aj (Tk, Xk) =

Nt∑
k=1

Xk1Bj (Xk), j = 1, . . . , n+ 1

は t を固定して，独立な確率変数になる．これらが時間に関して独立増分性を持つことは

容易に予想される．それは Nt の独立増分性に起因すると言ってよい．しかし j に関して

の独立性は，空間方向の分解だから独立性は自明ではない．

さて，再び 定理 16.3 の設定に戻って次を得る．

系 16.4. 定理 16.3 の仮定の下で (S
(j)
t )j=1,...,n は互いに独立で独立増分である．

証明 まず S
(j)
t の独立増分性を示す．しばらく j は固定して考える．時間列 0 < t1 <

t2 < · · · < tl = t に対し (16.16) のように ∆i を定める．そして

Bi = Aj ∩ (∆i × [0,∞)), i = 1, 2, . . . , l

とおく．定理 16.3 から

Ntl∑
k=1

Xk1Bi
(Tk, Xk) =

Nti∑
k=Nti−1+1

Xk1Aj
(Tk, Xk) = S(j)(ti−1, ti]

は互いに独立である．これは S(j) の時間 t に関する独立増分性を示している．

(S
(j)
t ), j = 1, . . . , n の確率過程としての独立性を示すには (S

(j)

t
(j)
k

)k=1,...,l(j) が j =

1, . . . , n について互いに独立であることを示す必要がある．時刻列 0 < t
(j)
1 < t

(j)
2 <

· · · < t
(j)

l(j)
に対する区間を ∆

(j)
k と表し，

Aj,k = Aj ∩ (∆
(j)
k × [0,∞)), k = 1, 2, . . . , l(j)

と置くと，これらは互いに素で，上と同じ議論で

S(j)(t
(j)
k−1, t

(j)
k ], j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , l(j)

は互いに独立である．よって

(S
(j)

t
(j)
k

)k=1,...,l(j) =
k∑

i=1

S(j)(t
(j)
i−1, t

(j)
i ], j = 1, . . . , n

は独立である．
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Panjer の漸化式

保険金総額分布が具体的に計算できる場合がある．i.i.d. の請求額 Xj に対して

Sn = X1 + · · ·+Xn, n = 1, 2, . . .

とし，N を非負整数値の独立な確率変数とする．

S = SN

の分布の具体的な表示を求める．必要な条件を次で与える．

(1) 請求額 Xi は非負整数値である．

(2) N の分布は次の形の漸化式を満たす: ある定数 a, b ∈ R が存在して

(16.18) qk = P (N = k) =
(
a+

b

k

)
qk−1, k = 1, 2, . . .

である．

条件 (2) は (a, b)-条件と呼ばれている．例を見てみよう．

(a) Poisson 分布 Pois(λ). このとき a = 0, b = λ である．実際

qk = e−λ
λk

k!
= e−λ

λk−1

(k − 1)!

λ

k
= qk−1

λ

k

より従う．

(b) 二項分布 Bin(n, p). このとき a = − p
1−p < 0, b = −a(n+ 1) である．実際

qk =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k

=
n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
pk−1(1− p)n−k+1n− k + 1

k
p(1− p)−1

= −p(1− p)−1(1− n+ 1

k
)

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
pk−1(1− p)n−k+1

= −p(1− p)−1(1− n+ 1

k
)qk−1

よりわかる．
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(c) パラメーター (α, p) の負の二項分布．α > 0 で 0 < p < 1 である．このとき

0 < a = 1− p < 1, b = (1− p)(α− 1) である．実際

qk =

(
α+ k − 1

α− 1

)
pα(1− p)k

=
(α+ k − 1)!

(α− 1)!k!
pα(1− p)k

=
(α+ k − 2)!

(α− 1)!(k − 1)!

α+ k − 1

k
pα(1− p)k−1(1− p)

= qk−1
α+ k − 1

k
(1− p)

= qk−1(1− p)
(
1 +

α− 1

k

)
より分かる．

さて，条件を満たす確率分布はこれで尽きていることも示せる．二つの場合に分けて考

える．

(1) qk ̸= 0 となる k が有限個の場合．

この場合は (a, b) 条件から，ある n ∈ N に対して a+ b
n = 0 となる．n = 1 の場合は

a+ b = 0 となり，q1 = q2 = · · · = 0 の自明な場合になるので，除外して考える．

n ≥ 2 の場合は a > 0 だと b < 0 となり，

0 = a+
b

n
> a+ b

となり，q1 < 0 になってしまうので不適当．a < 0 の場合が 2項分布の場合である．

a

b

10

図 5.1 (a, b)-条件の領域

(2) qk ̸= 0 となる k が無限個の場合．

この場合はすべての n ∈ Nに対して a+ b
n ̸=

0 である．a = 0 のときは b > 0 となるのでこ

れが Poisson 分布の場合である．

a < 0 だとすると，n が大きいとき a+ b
n <

0 となって，qk の非負性に矛盾する．従って

a < 0 は除外される．

a > 1 の場合は n が大きいとき a + b
n > 1

となって，それ以後 qk は増加列になるので除

外される．

0 < a < 1 のとき，k = 1 のときの条件から

a + b > 0 が成り立つ．即ち b > −a である．
これが負の 2項分布の場合である．
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あと a = 1が除外されることだけ示す．そこ

で a = 1 と固定して b だけ考える．b ≥ 0 のと

きは a+ b
n ≥ 1 となり，qk が非減少となって不

適当．−1 < b < 0 のときだけ考える．c = −b
として，c で考えると

qk = (1− c

k
)qk−1

が成り立つ．
∑
qk = ∞ を示せば不適当であることが分かる．少し強い形で

rk = (1− 1

2
)(1− 1

3
) · · · (1− 1

k
)

として
∑
rk = ∞ を示そう．

ここで 0 < x ≤ 1
2 のとき

− log(1− x) = x+
x2

2
+
x3

3
+
x4

4
+ · · ·

≤ x+
x2

2
+
x3

3
(1 + x+ x2 + · · · )

= x+
x2

2
+
x3

3

1

1− x

≤ x+
x2

2
+
x2

3

1

2
2

≤ x+ x2.

これから

− log rn = −
n∑

k=2

log(1− 1

k
) ≤

n∑
k=2

(
1

k
+

1

k2
) ≤

∫ n

1

dx

x
+K ≤ log n+K.

よって

log rn ≥ − log n−K

より

rn ≥ e− logn−K = e−K
1

n
.

これで
∑
rn が発散することが分かった．

以上ですべての場合が尽くせた．
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定理 16.5. Xj , N に対して，条件 (1), (2) を仮定する．このとき pn = P (S = n) は次

の漸化式を満たす．

p0 =

{
q0 if P (X1 = 0) = 0,

E[P (X1 = 0)N ] otherwise.

pn =
1

1− aP (X1 = 0)

n∑
j=1

(
a+

bj

n

)
P (X1 = j)pn−j

(16.19)

証明 まず

p0 = P (N = 0) + P (S = 0, N > 0).

もし P (X1 = 0) = 0 であれば，右辺は q0 に等しい．P (X1 = 0) > 0 のときは

p0 = q0 +
∞∑
j=1

P (X1 = 0, . . . , Xj = 0)P (N = j)

= q0 +

∞∑
j=1

P (X1 = 0)jP (N = j)

= E[(P (X1 = 0)N ].

次に pn n ≥ 1 のときを計算する．(a, b)-条件から

(16.20) pn =
∞∑
j=1

P (Sj = n)qj =
∞∑
j=1

P (Sj = n)

(
a+

b

j

)
qj−1

ところで

(16.21) E

[
a+

bX1

n

∣∣∣∣ Sj = n

]
= E

[
a+

bX1

X1 + · · ·+Xj

∣∣∣∣ Sj = n

]
= a+

b

j
.

ここで次を使った．

1 = E

[
Sj

Sj

∣∣∣∣ Sj

]
=

j∑
k=1

E

[
Xk

Sj

∣∣∣∣ Sj

]
= jE

[
X1

Sj

∣∣∣∣ Sj

]
.

また

E

[
a+

bX1

n

∣∣∣∣ Sj = n

]
=

n∑
k=0

(
a+

bk

n

)
P (X1 = k|Sj = n)

=
n∑

k=0

(
a+

bk

n

)P (X1 = k, Sj −X1 = n− k)

P (Sj = n)

=

n∑
k=0

(
a+

bk

n

)P (X1 = k)P (Sj−1 = n− k)

P (Sj = n)
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これを，(16.21) とともに (16.20) に代入すると

pn =
∞∑
j=1

n∑
k=0

(
a+

bk

n

)
P (X1 = k)P (Sj−1 = n− k)qj−1

=
n∑

k=0

(
a+

bk

n

)
P (X1 = k)

∞∑
j=1

P (Sj−1 = n− k)qj−1

=

n∑
k=0

(
a+

bk

n

)
P (X1 = k)P (S = n− k)

=
n∑

k=0

(
a+

bk

n

)
P (X1 = k)pn−k

= aP (X1 = 0)pn +
n∑

k=1

(
a+

bk

n

)
P (X1 = k)pn−k.

よって

(1− aP (X1 = 0))pn =

n∑
k=1

(
a+

bk

n

)
P (X1 = k)pn−k.

となり，(16.19) が得られる．

例 16.5. (停止損失再保険契約)

閾値 s の再保険を考える．即ち s を越えた負債 (S − s)+ を補填することを考えると

その期待値

p(s) = E[(S − s)+] =

∫ ∞
s

P (S > x) dx

を考える必要がある．S は整数値で s ∈ Z+ を仮定する．すると

p(s) =
∞∑
k=s

p(S > k) = p(s− 1)− P (S > s− 1).

これで漸化式

p(s) = p(s− 1)− {1− P (S ≤ s− 1)}

が得られるが，P (S ≤ s − 1) =
∑s−1

j=0 pj は Panjer の漸化式で原理的に計算できる．

p(0) = E[S] = E[N ]E[X1] であるから帰納的に p(s) が計算可能であることが分かる．
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第 6章

破産問題

前章では保険金の請求額の挙動を調べた．この節では保険金の積み立てと組み合わせて

破産の問題を扱う．

17. リスク過程と破産確率

請求総額過程 St は

(17.1) St =

Nt∑
j=1

Xj , t ≥ 0,

で与えられた．更新モデルなので Nt は次のように作られた．まず到着時間間隔 Wj から

到着時刻列

(17.2) T0 = 0, Tn =W1 +W2 + · · ·+Wn, n = 1, 2, . . .

を作り，

(17.3) Nt = ♯{n ≥ 1;Tn ≤ t}, t ≥ 0

で定めた．保険料収入を p(t) とする．p(t) は次の線型なものを考える．

(17.4) p(t) = ct.

超過過程あるいはリスク過程 Ut を

(17.5) Ut = u+ p(t)− St

で定めると，この U = (Ut) が保険者の収支資産となり，ここでの研究対象である．

U0 = u を初期資産と呼び，十分大きなものであることを仮定する．責任準備金と呼ばれ

ている．U が負になると，保険会社は破産する．出来るだけ破産しないようにすべきであ

る．従って次の破産確率は重要な量となる．
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定義 17.1. U がどこかの時点で負になる事象

(17.6) Ruin = {Ut < 0 for some t > 0}

を破産と呼ぶ．

破産の確率が小さいほど望ましい訳である．U が負になる最初の時刻

(17.7) T = inf{t > 0;Ut < 0}

を破産時刻と呼び，破産する確率は

(17.8) ψ(u) = P (Ruin|U(0) = u) = P (T <∞)

で与えられる．

破産が起こるのは t = Tn のときなので，UTn
を調ればよい:

(17.9) Ruin = {inf
t>0

Ut < 0} = { inf
n≥1

UTn < 0} = { inf
n≥1

[
u+ cTn −

n∑
j=1

Xj

]
< 0}.

Wj > 0 a.s. であるので，NTn = n である．そこで次のように置く．

(17.10) Zn = Xn − cWn, Yn = Z1 + · · ·+ Zn, n ≥ 1, Y0 = 0.

すると破産確率 ψ(u) は

(17.11) ψ(u) = P

(
inf
n≥1

(−Yn) < −u
)

= P

(
sup
n≥1

Yn > u

)
で与えられる．大数の法則から

Yn
n

a.s.−→ E[Z1] as n→ ∞

であるから，E[Z1] の符号に応じで Yn
a.s.→ +∞ or −∞. 従って E[Z1] > 0 のときは必ず

破産することになる．また E[Z1] = 0のときは，証明は自明ではないが lim inf Yn = −∞,

lim supYn = +∞ となることが知られているので，必ず破産する．命題として述べて

おく．

命題 17.2. E[W1], E[X1] は有限と仮定し

(17.12) E[Z1] = E[X1]− cE[W1] ≥ 0

を仮定する．このとき u をどんなに大きくとっても必ず破産する．

E[Z1] < 0 の場合は，Yn → −∞ だから ψ(u) は 1 より小さい可能性がある．特にこ

の場合は重要なので，名前を決めておこう．
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定義 17.3. 更新モデルに対し純保険金利益条件 (net profit condition=NPC) が満たさ

れることを

(17.13) E[Z1] = E[X1]− cE[W1] < 0

と定義する．

例 17.1. (NPC と保険金算出原理)

簡単のために Cramér-Lundberg モデルについて述べる．

E[St] = E[Nt]E[X1] = λtE[X1] =
E[X1]

E[W1]
t

である．p(t) = ct, c = E[X1]
E[W1]

と取ると，純保険金原理になる．このとき E[Z1] = 0 なの

で，確実に破産することになる．

次に期待値原理に基づくと

p(t) = (1 + ρ)E[St] = (1 + ρ)
E[X1]

E[W1]
t.

これは割増し率として

(17.14) c = (1 + ρ)
E[X1]

E[W1]

ととることになるので

E[Z1] = E[X1]− cE[W1] = E[X1]− (1 + ρ)
E[X1]

E[W1]
E[W1] = −ρE[X1] < 0

となり， NPC が満たされる．

18. 破産確率の評価

Xj を請求額とし，到着時間間隔を Wj とする．Zj = Xj − cWj とし E[Zj ] < 0 を仮

定する．掛け金収入は p(t) = ct とする．請求額 X1 に対して，少額請求の条件を，X1

の積率母関数が原点の近傍で存在することと定める:

(18.1) mX1
(h) = E[ehX1 ] <∞, h ∈ (−h0, h0) for some h0 > 0.

このとき Chebyshev の不等式から

(18.2) P (X1 > x) ≤ e−hxmX1
(h)

なので，P (X1 > x) は指数的に減少する．
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定義 18.1. E[Z1] < 0 を仮定し Z1 の積率母関数が原点の近傍 (−h0, h0) で存在する
とき

(18.3) mZ1
(h) = E[ehZ1 ] = 1

の正の解 r を Lundberg 係数と呼ぶ．

f(h) = mZ1
(h) とおくと，f ′(0) = E[Z1] < 0 で f ′′(h) = E[Z2

1e
hZ1 ] > 0 なので，凸

性から f(h) = 1 となる h > 0 は一意的に定まることが分かる．

定理 18.2. E[Z1] < 0 (NPC) を仮定し，Lundberg 係数の存在を仮定すると

(18.4) ψ(u) ≤ e−ru, u > 0

が成立する．

証明 まず

ψn(u) = P

(
max

1≤k≤n
Yk > u

)
= P (Yk > u for some k = 1, 2, . . . , n)

とおき

(18.5) ψn(u) ≤ e−ru

であることを帰納法で示す．ここで Yk = Z1 + Z2 + · · ·+ Zk であった．

n = 1 のとき Chebyshev の不等式から

ψ1(u) ≤ e−rumZ1
(r) = e−ru.

次に n のときに (18.5)を仮定して n+1 のときを示す．Z1 の分布関数を FZ1
とする．

ψn+1(u) = P

(
max

1≤k≤n+1
Yk > u

)
= P (Z1 > u) + P

(
max

2≤k≤n+1
{Z1 + Yk − Z1} > u;Z1 ≤ u

)
=

∫
(u,∞)

dFZ1(x) +

∫
(−∞,u]

P

(
max

1≤k≤n
{x+ Yk} > u

)
dFZ1(x)

(∵ Yk − Z1 = Z2 + · · ·+ Zk は Z1 と独立で，数が一つ減っている．)

= p1 + p2.

p2 に関しては

p2 =

∫
(−∞,u]

P

(
max

1≤k≤n
Yk > u− x

)
dFZ1

(x)
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=

∫
(−∞,u]

ψn(u− x) dFZ1
(x)

≤
∫
(−∞,u]

e−r(u−x) dFZ1(x) (∵ 帰納法の仮定)

=

∫
(−∞,u]

er(x−u) dFZ1(x).

一方また

p1 ≤
∫
(u,∞)

er(x−u) dFZ1(x).

二つを合わせて

p1 + p2 ≤
∫
(−∞,∞)

er(x−u) dFZ1(x) = e−ru
∫
(−∞,∞)

erx dFZ1(x)

= e−rumZ1
(r) = e−ru.

これで n+ 1 のときも示せた．

例 18.1. (請求額が指数分布のときの Lundberg 不等式)

請求額 Xj が指数分布 Exp(γ), 請求時刻が強度 λ の Poisson 過程の場合を具体的に計

算してみよう．Wj の分布は指数分布 Exp(λ) である．Exp(a) の積率母関数は

m(h) =

∫ ∞
0

ehxae−axdx =
a

a− h
, h < a

である．従って Z1 = X1 − cW1 の積率母関数は

mZ1
(h) = mX1

(h)mcW1
(−h) = γ

γ − h

λ

λ+ ch
, −λ

c
< h < γ.

Lundberg 係数は γ = 1
E[X1]

を使って

1 + h
c

λ
=

γ

γ − h

これから

γ = (γ − h)(1 + h
c

λ
) = γ + h

γc

λ
− h− h2

c

λ

= γ + h(
γc

λ
− 1− h

c

λ
) = γ +

c

λ
h(γ − λ

c
− h)

なので，0 でない解は

h = γ − λ

c
.
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ところで NPC 条件から E[X1] =
1
γ に注意して

E[X1]

E[W1]
=
λ

γ
< c.

よって Lundberg 係数 r は上の計算で

r = γ − λ

c
> 0

が成り立っている．

割増率 c を期待値原理で定めると

c =
E[X1]

E[W1]
(1 + ρ) =

λ

γ
(1 + ρ)

なので λ
c = γ

1+ρ である．ρ は安全負荷であった．ρ で r を表すと

(18.6) r = γ − λ

c
= γ − γ

1 + ρ
= γ

ρ

1 + ρ
.

以上で Lundberg 評価は

ψ(u) ≤ exp

{
−γ ρ

ρ+ 1
u

}
, u > 0

は負荷 ρ が大きいほど ψ(u) は小さくなり E[X1] が小さいほど γ = 1
E[X1]

は大きくなる

ので，ψ(u) が小さくなる．

19. 破産確率の漸近挙動

破産確率の評価を求めたが，正確な漸近挙動を Cramér-Lundbergモデルの場合に調べ

てみよう．このとき (Nt) は強度 λ の Poisson 過程であり，Wn は平均 1/λ の指数分布

を持つ．

定理 19.1. E[Z1] < 0 (NPC) を仮定し，Lundberg 係数の存在を仮定する．また X1 の

分布は連続であるとする．このとき

(19.1) lim
u→∞

eruψ(u) =

{
r

ρE[X1]

∫ ∞
0

xerxFX1 dx

}−1
が成立する．ここで ρ は (17.14) から

(19.2) ρ = c
E[W1]

E[X1]
− 1 =

c

λE[X1]
− 1

である．
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証明は長いので，順を追って示していく．まず φ(u) = 1− ψ(u) とおく．従って

(19.3) φ(u) = P

(
sup
n≥1

Yn ≤ u

)
= P (Yn ≤ u for all n ≥ 1)

そこで次の補題を示す．

補題 19.2. 定理 19.1 の仮定の下で次の等式が成立する．

(19.4) φ(x) = φ(0) +
1

(1 + ρ)E[X1]

∫ x

0

FX1(u)φ(x− u) du.

証明 φ の定義から

φ(u) = P (Z1 ≤ u, Yn − Z1 ≤ u− Z1 for all n ≥ 2)

= E[1{Z1≤u}P (Yn − Z1 ≤ u− Z1 for all n ≥ 2|Z1)]

=

∫
1{z≤u}P (Yn ≤ u− z for all n ≥ 1)dFZ1(z)

(∵ Yn − Z1 = Z2 + · · ·+ Zn は Z1 と独立で，個数が 1つ少ない)

=

∫∫
1{x−cw≤u}P (Yn ≤ u− (x− cw) for all n ≥ 1)dFX1

(x)dFW1
(dw)

=

∫∫
1{x−cw≤u}φ(u− x+ cw)dFX1

(x)λe−λw dw

=

∫ ∞
0

λe−λw dw

∫
[0,u+cw]

φ(u− x+ cw) dFX1(x) (z = u+ cw, dz = cdw)

=

∫ ∞
u

λe−λ(z−u)/c
dz

c

∫
[0,z]

φ(z − x) dFX1
(x)

=
λ

c
eλu/c

∫ ∞
u

λe−λz/c dz

∫
[0,z]

φ(z − x) dFX1
(x).

FX1
は連続であることを仮定しているから

g(z) =

∫
[0,z]

φ(z − x) dFX1
(dx)

は連続である．実際右連続性は明らかだが，z に関して左極限を取ると

g(z−) =

∫
[0,z)

φ(z − x−) dFX1
(dx)

となる．φ のジャンプは可算個なので，dFX1
に関して測度 0 なので無視できる．これを

代入して

φ(u) =
λ

c
eλu/c

∫ ∞
u

e−λz/cg(z) dz
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は微分可能で

φ′(u) =
λ

c

λ

c
eλu/c

∫ ∞
u

e−λz/cg(z) dz − λ

c
eλu/ce−λu/cg(u)

=
λ

c
φ(u)− λ

c

∫ z

0

φ(z − x) dFX1
(dx).

これを 0 から t まで積分して

φ(t)−φ(0)− λ

c

∫ t

0

φ(u) du

= −λ
c

∫ t

0

dz

∫ z

0

φ(z − x) dFX1
(x)

= −λ
c

∫ t

0

dFX1
(x)

∫ t

x

φ(z − x) dz

= −λ
c

∫ t

0

dFX1
(x)

∫ t−x

0

φ(u) du (u = z − x, du = dz)

= −λ
c

[
FX1(x)

∫ t−x

0

φ(u) du

]t
x=0

− λ

c

∫ t

0

FX1(x)φ(t− x) dx (部分積分公式)

= −λ
c

∫ t

0

FX1
(x)φ(t− x) dx.

移項して

φ(t)− φ(0) =
λ

c

∫ t

0

φ(u) du− λ

c

∫ t

0

φ(t− x)FX1
(x) dx =

λ

c

∫ t

0

φ(t− x)FX1
(x) dx.

ここで

(19.5)
λ

c
=

1

ρ+ 1

1

E[X1]

であったことを思い出そう ((19.2)を見よ)．これで (19.4) が示せた．

さて (19.4) を変形していこう．FX1 を積分したものとして

(19.6) FX1,I(x) =
1

E[X1]

∫ x

0

FX1(u) du

を導入すると，FX1,I は分布関数となる．実際非負単調増大は明らかだが

lim
x→∞

FX1,I(x) =
1

E[X1]
lim
x→∞

∫ x

0

FX1
(u) du

=
1

E[X1]

∫ ∞
0

FX1(u) du =
1

E[X1]
E[X1] = 1
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となる．これを用いると (19.4) は次のように表される．

(19.7) φ(x) = φ(0) +
1

1 + ρ

∫ x

0

φ(x− u) dFX1,I(u).

ところで φ(x) → 1 から φ(0) の値が求まる．実際

1 = lim
x→∞

φ(x) = φ(0) +
1

1 + ρ
lim
x→∞

∫ x

0

φ(x− u) dFX1,I(u)

= φ(0) +
1

1 + ρ
lim
x→∞

∫ ∞
0

1{u≤x}φ(x− u) dFX1,I(u)

= φ(0) +
1

1 + ρ

∫ ∞
0

dFX1,I(u)

= φ(0) +
1

1 + ρ
.

よって

φ(0) = 1− 1

1 + ρ
=

ρ

1 + ρ

結局

(19.8) φ(x) =
ρ

1 + ρ
+

1

1 + ρ

∫ x

0

φ(x− u) dFX1,I(u).

ここで q = 1
ρ+1 とおいて φ 表示から ψ 表示に変更すると

(19.9) ψ(x) = qFX1,I(x) +

∫ x

0

ψ(x− u) d(qFX1,I)(u)

となって，更新方程式 (10.2) と同じ形である．但し，決定的な違いがあって，それは

lim
x→∞

qFX1,I(x) = q < 1

となって qFX1,I は確率分布ではない．このことから (19.9) は不完全更新方程式 (a

defective renewel equation) と呼ばれる．この方程式を通常の更新方程式に帰着させる

方法を考えよう．新たな分布 F (r) を
(19.10)

F (r)(x) =

∫ x

0

eru d(qFX1,I)(u) = q

∫ x

0

erudFX1,I(u) =
q

E[X1]

∫ x

0

eruFX1(u) du.

F (r) を分布関数とする分布を Esscher 変換と呼ぶ．

F (r) が実際に分布になることを見るには，Lundberg 係数の定義に帰る必要がある．r

を Lundberg 係数とするとき次が成り立つことを示そう．

(19.11) mX1
(r) = 1 + r(ρ+ 1)E[X1].
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実際 W1 の分布は Exp(λ) であったから Z1 の積率母関数の計算から

1 = mZ1(r) = mX1(r)mcW1(−r) = mX1(r)
λ

λ+ cr
.

よって

mX1
(r) =

λ+ cr

λ
= 1 + r

c

λ
= 1 + r(ρ+ 1)E[X1]. ((19.5))

これで (19.11)が示せた．これを使うと F (r) が分布になることが次で示せる．

lim
x→∞

F (r)(x) =
q

E[X1]

∫ ∞
0

eruFX1
(u) du

=
q

E[X1]

∫ ∞
0

eru du

∫ ∞
u

dFX1
(v)

=
q

E[X1]

∫ ∞
0

dFX1(v)

∫ v

0

eru du

=
q

E[X1]

1

r

∫ ∞
0

(erv − 1)dFX1
(v)

=
q

E[X1]

1

r
(

∫ ∞
0

erv dFX1
(v)− 1)

=
q

E[X1]

1

r
(mX1(r)− 1)

=
q

E[X1]

1

r
r(ρ+ 1)E[X1] = 1

さて，(19.9)の両辺に erx を掛けると

erxψ(x) = qerxFX1,I(x) +

∫ x

0

er(x−u)ψ(x− u)eru d(qFX1,I)(u)

= qerxFX1,I(x) +

∫ x

0

er(x−u)ψ(x− u) dF (r)(u).(19.12)

これで F (r) は確率分布であるので，Z(x) = erxψ(x) を未知関数とする更新方程式に帰

着できた．以上の準備の下で 定理 19.1の証明ができる．

定理 19.1の証明 Z(x) = erxψ(x) は更新方程式 (19.12) を満たす．従って更新定理の

定理 10.1から解は

(19.13) erxψ(x) = qerxFX1,I(x) + q

∫
[0,x]

er(x−u)FX1,I(x− u)dm(r)(u)

で与えられる．m(r) は到着時間間隔の分布が F (r) で与えられる更新関数である．ここ

で定理 10.3 を使えば，漸近挙動として

(19.14) C = lim
x→∞

erxψ(u) =
1

µ
q

∫ ∞
0

eruFX1,I(u) du
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が成り立つ．但し µ は F (r) の平均である．従って

µ =

∫ ∞
0

xdF (r)(x)

=

∫ ∞
0

x
q

E[X1]
erxFX1 dx ( (19.10))

=
q

E[X1]

∫ ∞
0

xerxFX1
dx

である．また C を計算するため∫ ∞
0

eruFX1,I(u) du =

∫ ∞
0

eru
∫ ∞
u

1

E[X1]
FX1

(v) dv

=
1

E[X1]

∫ ∞
0

FX1(v) dv

∫ v

0

eru du

=
1

rE[X1]

∫ ∞
0

FX1
(v) dv(erv − 1) du

=
1

rE[X1]

{∫ ∞
0

ervFX1(v) dv −
∫ ∞
0

FX1(v) dv

}
=

1

rE[X1]

{
E[X1]

q
− E[X1]

}
=

1

r

{
1

q
− 1

}
(上の lim

x→∞
F (r)(x) の計算のところで示した)

=
1

r
(1 + ρ− 1)

=
ρ

r
.

これらを合わせて (19.14) から

C−1 =
µ

q

r

ρ
=

q

E[X1]

∫ ∞
0

xerxFX1
dx

r

qρ
=

r

ρE[X1]

∫ ∞
0

xerxFX1
dx

となる．

ところで，(19.14)を示すのに定理 10.3を使ったが，そのためには関数 x 7→ erxFX1,I(x)

が直接的 Riemann 積分可能であることが必要である．そのことを最後に確かめておこ

う．X1 の積率母関数 mX1
(h) が区間 [−h0, h0] で存在し，Lundberg 係数 r はその内部

にあるとする．すると (18.2) から

FX1
= P (X1 > x) ≤ mX1

(h0)e
−h0x

が成り立つ．また，

FX1,I(x) = 1− FX1,I(x)
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= 1− 1

E[X1]

∫ x

0

FX1
(u) du

=
1

E[X1]

{
E[X1]−

∫ x

0

FX1(u) du

}
=

1

E[X1]

{∫ ∞
0

FX1
(u) du−

∫ x

0

FX1
(u) du

}
=

1

E[X1]

∫ ∞
x

FX1
(u) du

≤ 1

E[X1]

∫ ∞
x

mX1(h0)e
−h0u du

≤ mX1
(h0)

h0E[X1]
e−h0x.

よって

erxFX1,I(x) ≤
mX1

(h0)

h0E[X1]
e−(h0−r)x

となり，h0 − r > 0 だから指数関数的に減少することが分かる．命題 10.5 で直接的

Riemann 積分可能の条件が Ih < ∞ だったので，上から抑える関数が直接的 Riemann

積分可能であれば，元の関数が直接的 Riemann 積分可能であることが従う．このことか

ら erxFX1,I(x) が直接的 Riemann 積分可能であることが分かる．

これで定理の証明が終わった．

例 19.1. 更新方程式 (19.12) の解の具体的な表示を求めることは一般には難しいが，Xj

の分布が指数分布 Exp(γ) のときは具体的な計算が可能である．Lundberg 係数 r は

(18.6) から

r = γ − λ

c

であった．さらに F (r) は (19.10) から

F (r)(x) =
q

E[X1]

∫ x

0

eruFX1
(u) du = γq

∫ x

0

erue−γu du

= −γq 1

γ − r
(e−(γ−r)x − 1) = 1− e−(γ−r)x

なので分布が Exp(γ − r) であることが分かる．ここで

(19.15) γ − r =
γ

1 + ρ
= γq

を使った．さらに F (r) に対応する更新過程 N
(r)
t は強度 γq の Poisson 過程となるので

(19.16) m(r)(t) = E[N
(r)
t ] = γqt
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これから更新方程式の解は

ertψ(t) = qerte−γt + γq2
∫ t

0

er(t−u)e−γ(t−u)du

= qe−(γ−r)t + γq2
1

γ − r
(1− e−(γ−r)t) = q.

従って ψ(t) = qe−rt と具体的に計算できた．

複合幾何過程の破産確率

Cramér-Lundberg モデルの破産確率は次の方程式を満たした ((19.8)参照)．

(19.17) φ(x) =
ρ

1 + ρ
+

1

1 + ρ

∫ x

0

φ(x− u) dFX1,I(u).

ここで φ = 1− ψ は破産しない方の確率である．

さて，幾何分布を使って解の表現を与えることを考える．M が幾何分布を持つとは

(19.18) pn = P (M = n) = pqn, n = 0, 1, 2, . . . , p = 1− q ∈ (0, 1)

が満たされることである．これを用いて

(19.19) SM =

M∑
j=1

Xj

は複合幾何分布を持つ．SM の分布関数は次で計算できる．

P (SM ≤ x) = p0 +
∞∑

n=1

pnP (X1 + · · ·+Xn ≤ x)

= p+ p
∞∑

n=1

qnP (X1 + · · ·+Xn ≤ x).

さて，命題を述べる前に次のクラスを導入しておく．

G = {G : R → (0,∞) : G is non-decreasing, bounded, right-continuous(19.20)

wituh G(x) = 0 for x < 0}

G ∈ G は適当な非負確率変数の分布関数で G = cF と書ける．

命題 19.3. (Yj) を i.i.d. で 分布関数 FX1,I を持つものとする．このとき次で定義され

る関数 φ は (19.17) を満たす．

(19.21) φ(x) =
ρ

1 + ρ

{
1 +

∞∑
n=1

(1 + ρ)−nP (Y1 + · · ·+ Yn ≤ x)

}
, x > 0.
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逆に (19.21) で定義される関数はクラス G の中で (19.17) を満たすただ一つのもので

ある．

証明 q = (1 + ρ)−1, p = 1− q = ρ(1 + ρ)−1 とおく．φ が (19.21) で定義されるとき

φ(x) = p+ pq +

{
FX1,I(x) +

∞∑
n=2

∫ x

0

P (u+ Y2 + · · ·+ Yn ≤ x) dFX1,I(u)

}

= p+ q

∫ x

0

+p

{
1 +

∞∑
n=1

qnP (Y1 + · · ·+ Yn ≤ x− u)

}
dFX1,I(u)

= p+ q

∫ x

0

φ(x− u) dFX1,I(u).

逆は Laplace 変換を使う．φ が (19.17) を満たしていると，Laplace 変換を行って

φ̂(t) =

∫
[0,∞)

e−txdφ(x) =
ρ

(1 + ρ)
+

1

1 + ρ
φ̂(t)E[e−tY1 ]

従って

φ̂(t) =
ρ

(1 + ρ)

{
1− 1

1 + ρ
E[e−tY1 ]

}−1
Laplace 変換の一意性から φ は一意に決まる．

例 19.2. もう一度 Cramér-Lundberg モデルで，指数分布の場合を考えてみよう．φ は

(19.21) で与えられる．このままではなく，微分形で考えよう．Y1 + · · ·+ Yn の分布はパ

ラメーター (n, γ) のガンマ分布だから

dφ(x) =
ρ

1 + ρ

∞∑
n=1

(1 + ρ)−n
γn

(n− 1)!
xn−1e−γx =

ρ

1 + ρ

γ

1 + ρ
exp

{
−γ ρ

1 + ρ
x

}
.

よって積分して

φ(x)− ρ

1 + ρ
=

ρ

1 + ρ

γ

1 + ρ

∫ x

0

exp

{
−γ ρ

1 + ρ
u

}
du =

1

1 + ρ

(
1− exp

{
−γ ρ

1 + ρ
x

})
これから

ψ(x) = 1− φ(x) = 1− ρ

1 + ρ
− 1

1 + ρ

(
1− exp

{
−γ ρ

1 + ρ
x

})
=

1

1 + ρ
exp

{
−γ ρ

1 + ρ
x

}
.

これで例 19.1と同じ結論が得られた．((18.6) から r = γ ρ
1+ρ であった．)
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請求額の末尾確率が大きい場合

X1 の分布が劣指数的の場合を考えよう．

定理 19.4. Cramér-Lundberg モデルで E[X1] < ∞ と NPC 条件を仮定する．更に

FX1,I の分布が劣指数的であることを仮定する．このとき次が成立する．

(19.22) lim
x→∞

ψ(x)

FX1,I(x)
= ρ−1.

証明

∞∑
n=0

(1 + ρ)−n =
1

1− (1 + ρ)−1
=

1 + ρ

1 + ρ− 1
=

1 + ρ

ρ

から

1 =
ρ

1 + ρ

∞∑
n=0

(1 + ρ)−n

である．これから (19.21)の辺々引いて

ψ(x) = 1− φ(x)

=
ρ

1 + ρ

∞∑
n=0

(1 + ρ)−n − ρ

1 + ρ

{
1 +

∞∑
n=1

(1 + ρ)−nP (Y1 + · · ·+ Yn ≤ x)

=
ρ

1 + ρ

∞∑
n=1

(1 + ρ)−n(1− P (Y1 + · · ·+ Yn ≤ x))

=
ρ

1 + ρ

∞∑
n=1

(1 + ρ)−nP (Y1 + · · ·+ Yn > x).

両辺を FX1,I(x) で割って

ψ(x)

FX1,I(x)
=

ρ

1 + ρ

∞∑
n=1

(1 + ρ)−n
P (Y1 + · · ·+ Yn > x)

FX1,I(x)
.

ところで，劣指数的の仮定から定義 15.6により

lim
x→∞

P (Y1 + · · ·+ Yn ≤ x)

FX1,I(x)
= n, n ≥ 1.

従って極限の順番を交換して

(19.23) lim
x→∞

ψ(x)

FX1,I(x)
=

ρ

1 + ρ

∞∑
n=1

(1 + ρ)−nn = ρ−1.
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これが求める結果である．ここで

1

1− x
=
∞∑

n=0

xn.

を微分して

1

(1− x)2
=

∞∑
n=0

nxn−1.

両辺に x を掛けて

x

(1− x)2
=
∞∑

n=0

nxn.

ここで x = (1 + ρ)−1 を代入し，1− (1 + ρ)−1 = 1+ρ−1
1+ρ = ρ

1+ρ に注意して

∞∑
n=0

n(1 + ρ)−n = (1 + ρ)−1
(1 + ρ)2

ρ2
=

1 + ρ

ρ2

となることを使った．

ところで (19.23) の計算で，極限の交換を使ったので，それを正当化する必要がある．

劣指数的な分布に関しては命題 15.9 から，任意の ε > 0 に対して K > 0 が存在して

P (Y1 + · · ·+ Yn ≤ x)

FX1,I(x)
≤ K(1 + ε)n

が成り立つ．ここで ε < ρ と取ると

∞∑
n=1

(1 + ρ)−nK(1 + ε)n = K
∞∑

n=1

(
1 + ε

1 + ρ

)n

<∞

より，Lebesgue の優収束定理から極限操作の交換が合理化される．

以上で，証明が完結した．
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