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次のような形で表される連立線形常微分方程式をフックス系と呼ぶ：

dv

dx
=

m∑
i=1

Ai

x− ti
v.

ここで独立変数 xは複素変数，未知関数 vはある有限次元複素ベクトル空間 V に値を取る xの関数

で，Ai達は xに依らない V の線形変換，t1, . . . , tmは C内の相異なるm点である．本稿は，フッ

クス系に対する（加法版）Katzの定理と
えびら

箙のワイル群との関係について紹介した第 13回城崎新

人セミナーにおける講演内容をまとめたものである．

1 中間畳み込みとKatzの定理

この節で，[8]における Katzの理論を基に Dettweiler–Reiterが導入した加法的中間畳み込みと

呼ばれるものを定義し，それを用いて加法版 Katzの定理を紹介する．

以降，有限次元複素ベクトル空間 V と有限個の線形変換 A1, . . . , Am ∈ End(V ) からなる組

(V,A), A := (Ai)
m
i=1を留数データと呼ぶ事にする．留数データ (V,A)及び C内の相異なるm点

t1, . . . , tm が与えられるとそれに付随してフックス系 dv/dx =
∑m

i=1 Ai(x − ti)
−1v が定まる事に

注意しておこう．

定義 1.1. 留数データ (V,A)及び複素数 λに対し，次のようにして定まる留数データ (V ′,A′)を

mcλ(V,A)と書いて (V,A)の λによる（加法的）中間畳み込みと呼ぶ：

1. W =
⊕m

i=1(V/KerAi)とおき，直和成分 V/KerAi に対応するW の射影子を Ei とおく．

2. Q : V → W を v 7→ (v + KerAi)
m
i=1 と定め，P : W → V を (vi + KerAi)

m
i=1 7→

∑m
i=1 Aivi

と定める．（このとき PEiQ = Ai が成り立つ事に注意しよう．）

3. V ′ = W/Ker(QP + λ IdW )とおき，W から V ′ への自然な全射を P ′，QP + λ IdW が誘導

する単射 V ′ → W を Q′ とおく．（従って Q′P ′ = QP + λ IdW が成り立つ．）

4. A′ = (A′
i)

m
i=1 を A′

i = P ′EiQ
′ と定める．

このように中間畳み込みは留数データの純粋に代数的な変換であるが，フックス系の変換と考え

たとき解析的な意味を持つ．これについて少し説明しよう．
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t1, . . . , tm を C内の相異なるm点とし，留数データ (V,A)にフックス系

dv

dx
=

m∑
i=1

Ai

x− ti
v

を対応させよう．このとき定義の記号を用いて T =
∑m

i=1 tiEi ∈ End(W )とおくと，

m∑
i=1

Ai

x− ti
=

m∑
i=1

P (x− ti)
−1EiQ = P (x IdW − T )−1Q

が成り立つ．そこで ∂x = d/dxとおいて V ⊕W に値を取る関数に対する方程式(
∂x IdV −P

Q −x IdW + T

)(
v

w

)
= 0

を考えると，これは元のフックス系と本質的に同じ方程式である．実際，フックス系の解 vに対し

w = (x IdW − T )−1Qvとおけば v, wは上の方程式の解となり，逆に関しても方程式の第 2行から

Qv = (x IdW − T )w，すなわち w = (x IdW − T )−1Qvを第 1行に代入する事でフックス系

∂xv = Pw = P (x IdW − T )−1Qv =

m∑
i=1

Ai

x− ti
v

が得られる．さて書き換えた方程式に対し，形式的なラプラス変換を施してみよう．すなわち新し

い独立変数 yを導入し，∂x を yに，xを −∂y に置き換える．すると新しい方程式(
y IdV −P

Q ∂y IdW + T

)(
v̌

w̌

)
= 0

が得られる．これから v̌を消去すると

∂yw̌ = −Tw̌ −Qv̌ = −
(
T +

QP

y

)
w̌

となる．

一方，mcλ(V,A) = (V ′,A′)に対しても

m∑
i=1

A′
i

x− ti
=

m∑
i=1

P ′(x− ti)
−1EiQ

′ = P ′(x IdW − T )−1Q′

が成り立つので，これも (
∂xIdV ′ −P ′

Q′ −x IdW + T

)(
v′

w′

)
= 0

と書き換える事ができる．先と同様，ラプラス変換を施して未知関数の片方を消去する事で方程式

∂yw̌
′ = −

(
T +

Q′P ′

y

)
w̌′

を得る．Q′P ′ = QP + λ IdW であるから，w̌′ = y−λw̌によって二つの微分方程式が移り合う事が

分かる．

まとめると，(V,A)と mcλ(V,A)は，両者のある種のラプラス変換がべき関数をかける操作に

よって結びつくような関係にある．これが「畳み込み」と呼ばれる所以である．



加法版Katzの定理は，ある特別なクラスの留数データに対し，中間畳み込みを用いてその下部

ベクトル空間の次元を簡約するアルゴリズムを与える．

留数データ (V,A)に対し A0 = −
∑m

i=1 Ai ∈ End(V ) とおく．留数定理から

A0 = res
x=∞

(
m∑
i=1

Ai

x− ti
dx

)
が成り立つ事に注意しよう．また A ∈ End(V ) に対し adA : End(V ) → End(V ) を adA(X) =

AX −XAと定める．

定義 1.2. (1) 留数データ (V,A)が既約であるとは，A1, . . . , Amで保たれる V の部分ベクトル空

間が {0}, V のみである事をいう．
(2) 既約留数データ (V,A)は，等式

m∑
i=0

rank adAi = 2(dimV )2 − 2

が成り立つとき剛性を持つという．

何故上の等式が成り立つとき「剛性を持つ」というのかは次の事実が教えてくれる：

定理 1.3. (1) 任意の n次正方行列 A ∈ Mn(C)に対し，その共役類 OはMn(C)の複素部分多様
体で次元は rank adA に等しい．

(2) Mn(C)の共役類 O0,O1, . . . ,Om に対し，

M(n;O0, . . . ,Om) :=

{
(Ai)

m
i=0 ∈

m∏
i=0

Oi

∣∣∣∣∣
m∑
i=0

Ai = 0, (Cn, (Ai)
m
i=1)は既約

}
/GLn(C)

は空でなければ連結な複素多様体の構造を持ち，次元は
∑m

i=0 rank adAi
−2n2 +2 に等しい．ここ

で Ai は Oi の任意の元である．

M(n;O0, . . . ,Om)を留数多様体と呼ぶ．

補足 1.4. (1) 定理 (1)は代数群の作用に関する一般的事実から従う．

(2) Mが複素多様体の構造を持つ事は，シンプレクティック幾何学におけるハミルトン簡約の理

論と，複素リー群の固有作用に関するスライス定理を用いて示す事ができる．ハミルトン簡約やス

ライス定理に関しては例えば [5]を参照されたい．

(3) M が空でないための O0, . . . ,Om に対する必要十分条件を求める問題は加法的 Deligne–

Simpson問題と呼ばれている．これはMの連結性と併せて Crawley-Boeveyによって [2, 3]にお

いて解かれた．

中間畳み込みは留数多様体の間の写像として次のような性質を持つ：

定理 1.5. mcλ は留数多様体の間の双正則写像

M(n;O0, . . . ,Om)
≃−→ M(n′;O′

0, . . . ,O′
m)

を誘導する．また双正則写像としてmcλ ◦mcµ = mcλ+µ, mc0 = Idを満たす．

留数データ (V,A)及び複素数の組 λ = (λi)
m
i=1 に対し

addλ(V,A) = (V, (Ai + λi IdV )
m
i=1)

とおく．



定理 1.6 (加法版Katzの定理 [4]). (V,A)を剛性を持つ既約留数データとし，dimV > 1, A0 = 0

と仮定する．各 Ai の固有値 λi で固有空間の次元が最も大きいものを取り，

λ =
m∑
i=1

λi, λ = (λi)
m
i=1, (V ′,A′) = (add−λ ◦mcλ ◦ add−λ)(V,A)

とおくと，dimV ′ < dimV , A′
0 = 0が成り立つ．

もし dimV ′ > 1ならば，(V ′,A′)に更に定理を適用する事ができる．このようにして，剛性を

持つ既約留数データは行列のスカラーシフトと中間畳み込みを有限回繰り返す事で dimV = 1と

する事ができる．中間畳み込みは未知関数のある種の畳み込みと関係するため，このアルゴリズム

によって剛性を持つ既約フックス系の解の積分表示を得る．例えば [6]を参照されたい．

2 中間畳み込みと鏡映

定義 2.1. 有限集合 Q0,Q1 と写像 s, t : Q1 → Q0 からなる四つ組 Q = (Q0,Q1, s, t)を
えびら

箙（有向グ

ラフ）と呼ぶ．Q0の元を頂点，Q1の元を矢と呼び，a ∈ Q1に対し s(a)を aの始点，t(a)を aの

終点と呼ぶ．

以降箙はループを持たない，すなわち任意の a ∈ Q1 に対し s(a) ̸= t(a)を満たすものしか考え

ない．

格子 ZQ0 =
⊕

p∈Q0
Zep 上の対称双線形形式

(n,m) = 2
∑
p∈Q0

npmp −
∑
a∈Q1

(ns(a)mt(a) + nt(a)ms(a))

に関する ep の鏡映

sp : ZQ0 → ZQ0 ; n 7→ n− (n, ep)ep

が生成する群W := ⟨sp | p ∈ Q0⟩ ⊂ Aut(ZQ0) をワイル群と呼ぶ．

留数多様体を定めるデータ (n;O0, . . . ,Om)が与えられたとき，各 Oi の最小多項式の次数を di

として次のような星形箙 Qを考える．

0

[0, 1] [0, 2] [0, d0 − 1]

[m, dm − 1][m, 2][m, 1]

[1, 1] [1, 2] [1, d1 − 1]

Oi の最小多項式の根を重複度込みで λi,1, λi,2, . . . , λi,di と並べ，Ai ∈ Oi を任意に取って n =

(np)p∈Q0 ∈ ZQ0 を

n0 = n, n[i,j] = rank(Ai − λi,1 In) · · · (Ai − λi,j In)

と定める．すると dimM(n;O0, . . . ,Om) = 2− (n,n)が成り立つ事を確かめられる．

また ζ = (ζp)p∈Q0 ∈ CQ0 を

ζ0 = −
m∑
i=0

λi,1, ζ[i,j] = λi,j − λi,j+1

と定める．



定理 2.2. 留数多様体を定めるデータ (n;O1, . . . ,Om), (n′;O′
1, . . . ,O′

m)が二つ与えられたとし，

上記の方法で各々に (Q,n, ζ), (Q′,n′, ζ′) が付随しているとする．Q, Q′ を含む脚が m 本の星

形箙 Q̃ を取り，自明な方法で n,n′ ∈ ZQ̃0 , ζ, ζ′ ∈ CQ̃0 とみなす．もしある p ∈ Q̃0 について

(n′, ζ′) = (sp(n), s
T
p (ζ)), ζp ̸= 0 なら，ある λに関する add−λ ◦mcλ ◦ add−λによって双正則写像

M(n;O1, . . . ,Om)
≃−→ M(n′;O′

1, . . . ,O′
m)

が定まる．

この事実は例えば [1]で（特別な場合に）紹介されている．これを用いる事で，加法版 Katzの

定理におけるアルゴリズムをワイル群の作用によって解釈する事ができる．

こういった中間畳み込みの概念や箙のワイル群作用との関係については，最近フックス系ではな

い連立線形常微分方程式 dv/dx = A(x)vについても理解が進んでいる．これについては [9, 7]，ま

たそれらで引用されている文献を参照すると良い．
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