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2 序

代数の表現論の大きな目標の一つは, 代数上の加群圏の構造を明らかにすることであるが,その

代数的な解析手法にクイバーを用いる手法がある. 体上の行列を標準化する問題のひとつの答えが

Jordan標準形の理論だが,これを広範囲に一般化した理論が 1970年代に導入された Auslander–

Reiten 理論である. Auslander-Reiten 理論では, 直既約加群の完全代表系に対して almost split

sequenceと呼ばれる特殊な短完全列を構成し, その情報をもとにして直既約加群の完全代表系を

頂点とするクイバーを導入することで,抽象的な代数の加群圏を可視化して体系的に研究する. こ

のとき得られたクイバーを Auslander–Reitenクイバーといい, これから射影成分を削ったものを

安定 Auslander–Reitenクイバーという.そこで, 表現論の古典的な問題として, 様々な代数に対し

て Auslander–Reitenクイバーを記述せよというものが考えられてきた. 体上の Auslander–Reiten

クイバーの具体的な計算例は多くみられるが（[ASS]などを参照）, 完備離散付置値環上の代数に

関しては, 一般論のみが先行しており, その一般論が具体的な計算は困難であるということも示唆

していたためほとんど計算されていなかった.しかし, Heller latticesと呼ばれる特別な加群を切

り口にすることで, その代数の安定 Auslander–Reitenクイバーの計算が可能である可能性がある

点に着目し, ここでは完備離散付値環上 O 上の Kronecker代数 O[X,Y ]/(X2, Y 2)の非周期的な

Heller latticesを含むような安定 Auslander–Reitenクイバーの (ただひとつの)連結成分を完全に

決定した.
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3 almost split sequenceの定義とその構成.

O を完備離散付値環とし, κを O の剰余体, Kを O の商体とし,これらは代数閉体と仮定する.

本論を通して,特に断らない限りはテンソル積は O上でとる. O上の代数 Aが有限階数の自由代

数のとき, AをO-orderであるという.以下, AはGorenstein O-orderなものを考える. 有限生成

右 A-加群M がA-latticeであるとは, M が有限階数の自由 O-加群であるときをいう. 今の状況

では, A-latticeとは, Cohen–Macaulay加群のことである. latt-Aを A-latticesを対象にもつよう

なmod-Aの充満部分加法圏とする. Oは完備離散付値環なので, M ∈ latt-Aが直既約であること

と, EndA(M)は局所的であることは同値である.完備離散付値環上の代数は半完全代数となるの

で, M ∈ latt-Aに対してM が直既約であることと EndA(M)の冪等元が 0, 1のみであることは必

要十分である.また, 任意の A-latticesは射影被覆をもつ.

以下, しばらく almost split sequenceの定義を行う為の準備をする. f : M → N in latt-Aが既

約写像とは次の 2条件を満たしているときをいう.

(1) f は分裂単射でも分裂全射でもない.

(2) latt-Aの可換図式
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があったとき, f1 が分裂単射でないか, f2 が分裂全射ではない.

定義から, 全ての latt-Aの射は, 既約写像の合成の O上の一次結合でかけるので, 既約写像は写像

を構成する最小のピースである. 既約写像を用いて almost split sequenceは定義される.

3.1 Definition. latt-Aの短完全列

0 −→ L
f−−→ E

g−−→M −→ 0

がM を endingにもつ almost split sequenceであるとは, f と gが既約であるときをいう.

M を endingにもつ almost split sequenceは完全列の同型を除いて一意的に決まる.また,Lを

startingにもつ almost split sequenceも完全列の同型を除いて一意的に決まる.そこでM を ending

にもつ almost split sequenceが

0 −→ L −→ E −→M −→ 0

であったとき, AR転移を τ(M) = L, τ−1(L) = M と定めることができる. 直既約 A-lattice M

が与えられたとき, いつでもM を endingにする almost split sequenceはいつでも存在するとは限

らない.

3.2 Theorem ([RR], Theorem 6). A-lattice M が非射影的で直既約とする. M を ending（resp.

starting）にもつような almost split sequenceが存在するための必要十分条件はM ⊗Kが A⊗K-
加群として射影的（移入的）であることである.

この条件を満たすような latticeとしてHeller latticeがある.ここでHeller latticeとは, 直

既約A⊗ κ-加群のA-加群としての射影被覆の核に現れる直既約因子である. 従ってHeller lattices

を endingにもつ almost split sequenceが存在する.



さて,非射影的な直既約A-lattice MでM⊗Kが射影的であるものをとったとき,これを endingに

もつ almost split sequenceを次のようにして構成することができる.まず, Mの射影被覆 p : P →M

に中山関手 ν := D(HomA(−, A)) = HomO(HomA(−, A),O)を施すと

ν(p) : ν(P ) −→ ν(M)

を得る. LをD(Coker(HomA(p,A)))とおけば,完全列

0 −→ L −→ ν(P ) −→ ν(M) −→ Ext1A(Coker(HomA(p,A)),O)

を得るが, Coker(HomA(p,A))は A-lattice HomA(Ker(p), A)の部分 A-加群とみれるので自由 O
加群である.従って末項は 0となり,短完全列

0 −→ L −→ ν(P ) −→ ν(M) −→ 0

を得る.これの φ : M → ν(M)に関する引き戻しを考える.

3.3 Proposition ([AKM], Proposition 1.14). AをGorenstein O-orderとして, M は非射影的直

既約 A-latticeでM ⊗Kが射影的であるとする.

p : P −→M −→ 0

をM の射影被覆とし, φ ∈ HomA(M,ν(M))をひとつとり, φに関する引き戻しを考える.
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このとき次の 2条件は同値である.

(1) 引き戻しにより得られた短完全列は almost split sequenceである.

(2) 次の 3条件を満たす.

(i) φは ν(p)を経由しない.

(ii) Lは直既約 A-latticesである.

(iii) 任意の f ∈ radEndA(M)に対して φf は ν(p)を経由する.

この定理は, almost split sequenceの構成はM から ν(M)への A-準同型をうまいこと与え,そ

の引き戻しを考えればよいというのが本質的なところである.

almost split sequenceの情報によって, 安定 Auslander–Reitenクイバーは記述される.

3.4 Definition. Aの latt-Aに関する安定Auslander–Reitenクイバー Γs(A)は次のルールで

構成されるクイバーである.

• 頂点には非射影的直既約 A-latticesであって, Kとテンソル積をとったものが射影的である
ものの完全代表系をおく.

• 既約写像 f : M → N が存在するときに矢印M → N を引く.

• valuation v(M → N) = (a, b)を次のルールで与える.

(i) N を endingにもつ almost split sequenceの中央項にM が a回現れる.

(ii) M を startingにもつ almost split sequenceの中央項にN が b回現れる.



4 主結果

以下, Aは O上の Kronecker代数とする.このとき, Aの Heller latticesは AR転移で周期的な

ものと非周期なものが現れるが, 非周期的なものに関しては次が成り立つ.

4.1 Lemma. latt-Aの中には非周期的な直既約 Heller latticesの列

· · · τ←− Zn
τ←− Zn+1

τ←− Zn+2
τ←− · · · (n ∈ Z)

がただひとつ存在する. 更に, すべての非周期的な直既約 Heller latticesはこの列の中に現れる.

この補題より, 非周期的な Heller latticesを含む安定 Auslander–Reitenクイバーの連結成分は

ただ一つであることがわかる.この連結成分を C と置こう.今回の主結果はこの C の形状を完全に
決定したというものである.

まず, 非周期な直既約 Heller lattice Zn を endingにもつ almost split sequencesを定理 3.3に

よって構成する. このとき,得られた almost split sequencesの中央項の非射影直既約成分は一つし

かない.これを Enとおく. 再び定理 3.3によって Enを endingにもつ almost split sequencesを構

成すれば, その中央項の非射影直既約は二つであって, 一つは Zn−1となる. もう一方を Fnとかく

ことにする.すなわち現段階で Aの安定 Auslander–Reitenクイバーは以下の形状をしている.
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E−1 E0 E1 E2E−2
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almost split sequencesの構成が有限回で終了する, あるいは統率的に出来てしまう場合には問題

ないが, 実際にはそううまくいかない.そこで, ある程度までは almost split sequencesを構成して,

その後はクイバーの形状の決定に関する定理などを用いることで C の形状の候補を絞っていくと
いう手法をとる.

4.2 Theorem ([Z]). (Q, v, τ)を非周期な連結な付値安定な転移クイバーとし, Q上にゼロでない

subadditiveな関数 dが存在するとする.このとき以下のうちいずれか一つが成り立つ.

(i) Qの付値は自明で, 全ての頂点から出る矢印は丁度 2本であって, 更に dは additiveかつ有

界である.

(ii) ある付値クイバー∆が存在して Q = Z∆である.

従って, もし C が Auslander–Reitenクイバーで不変であるような subadditiveな関数を持つか

どうかがひとつの指標になる.今回の場合において, C 上の additiveな関数を以下のように構成す

ることに成功した.

d′ : C0 −→ Z≥0

∈ ∈

M 7−→ ♯{M ⊗ κの非射影的な直既約直和因子 }

関数 d′は C 上の AR転移で不変であって, 更に additiveという性質をもつ.よって, C は Z∆の
形をしている. 更に, d′が additiveという性質から C はループを持たないことがわかる. そこで∆

が決定されれば, C が決定されるが, 主結果は以下の通りである.



Main Result. A = O[X,Y ]/(X2, Y 2)において, A ⊗ κの非周期な直既約 Heller latticesを含む

安定Auslander-Reitenクイバーの連結成分 Cについて, 非周期な直既約Heller latticesはその境界

に現れて, C ≃ ZA∞ である.
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