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動機

関数の反転を与える次の公式が，組み合わせの反転公式の名で知られている：

命題 1 {0, 1, . . . , n}上の関数 f に対して，f̂ を

f̂(s) =
s∑

r=0

(−1)r
(
s

r

)
f(r) (s = 0, 1, . . . , n)

で定めると，̂̂f = f が成り立つ．

これの証明は，計算により楽に行える．しかしその意味はまた別である．このような式の対称

性の背後に，何らかの群の作用があるのではないかと問うのは，自然と思われる．

梅田氏の論説 [1]では，森毅氏の問題提起として，『これ（命題 1）を群の表現論とからめて証明

できないか』という問題に取り組んでいる．そこではブール代数上の対称群不変な関数のフーリ

エ変換が用いられ，命題 1は得られなかったものの，それに似た次の反転公式が得られた：

命題 2 {0, 1, . . . , n}上の関数 f に対して，f̂ を

f̂(s) =
1√
2n

n∑
r=0

(−1)r

(
n

r

)
Kr(s; 1/2, n) f(r) (s = 0, 1, . . . , n)

で定めると，̂̂f = f が成り立つ．

ここでKr(s; p, n)は，Krawtchouk多項式と呼ばれる選点系直交多項式である（添付資料 (6)）．

このように，群不変関数のフーリエ変換から得られる反転公式の核に，ある種の直交多項式が現

れるのである．

本稿では，[1]のアプローチを受け継ぎ，まずこの問題へ我々なりの回答を与える（2節まで）．

次に，この問題を群の帯球関数と関連付けて見直し（3節），いくつかの例で新しい直交多項式が

帯球関数として得られることを述べる（4節）．本稿に登場する直交多項式の定義などは，添付資

料として最後にまとめている．

1 群不変フーリエ変換

ここではできるだけ一般に，群不変関数のフーリエ変換を定義する．すなわち，局所コンパク

ト・アーベル群M 上の，コンパクト群 Gの作用に不変な関数を考える．実際，動機で述べた問

題に対するには有限群の設定で足りるが，発展として局所体上の群を扱う際にこの設定を要する．

M の Haar測度 µを取る（有限の場合は数え上げ測度 counting measure）．また，M̂ をM の

双対群，すなわちM からトーラス T ⊂ C× への連続な群準同型の全体とする．ここには開-コン
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パクト位相を入れることで局所コンパクト・アーベル群となる．また µの双対測度と呼ばれる M̂

上の Haar測度 µ̂が一意に定まり，次の変換が互いに逆変換となる：

定義 1 ⟨フーリエ変換 ⟩ φ ∈ L1(M)に対して，Fφ ∈ C(M̂)（連続関数）が次式で定まる：

Fφ(χ) :=

∫
M

φ(a)χ(a)dµ(a) (χ ∈ M̂). (1)

定義 2 ⟨逆フーリエ変換 ⟩ ξ ∈ L1(M̂)に対して，F̄ξ ∈ C(M)が次式で定まる：

F̄ξ(a) :=

∫
M̂

ξ(χ)χ(a)dµ̂(χ) (a ∈ M). (2)

ここで群作用を考察に加える．コンパクト群 GはM へ連続かつ群自己同型として作用してい

るとする．このとき Gの作用は測度 µに関して保測となる．また，Gは M̂ に対しても反傾作用

で同様に働く．さらにそれぞれの作用は，関数空間 L1(M)，C(M̂)などへの作用に持ち上がる．

ここで重要なのは，Gの作用とフーリエ変換 F : L1(M) → C(M̂)が可換となることである．

よってフーリエ変換は，G-不変関数の間の変換 F : L1(M)G → C(M̂)Gとみなせる．逆フーリエ

変換も同様である．このように見た時の式 (1)，(2)の変換を，M 上のG不変フーリエ変換と呼ぶ．

2 有限体上の群に関する例

ここでは Fを位数 qの有限体とし，これに関する有限群を前節のM，Gとして取る例を 2つ述

べる．それらはともに，動機であった組み合わせの反転公式（命題 1）の ‘q-analogue’を与え，こ

れによって森氏の問いに対する我々なりの回答とする．

例 1 M = Fn，G = (F×)n ⋊Sn.

上記 G は n 次対称群 Sn と，F の乗法群の直積 (F×)n との半直積群である（輪状積 wreath

productとも呼ばれる）．Gの Fn への作用は次式で与えられる：

(λ, σ)a = (λ1xσ−1(1), . . . , λnaσ−1(n)), σ ∈ Sn, λ = (λ1, . . . , λn) ∈ (F×)n, a = (a1, . . . , an) ∈ Fn.

すると，軌道はその元の 0でない成分の数で特徴づけられる．すなわち 0 ≤ r ≤ nに対し，軌道

Or =
{
a ∈ Fn

∣∣∣ ♯{i | ai ̸= 0} = r
}

が定まる．一方，指標群 F̂n は直積 (F̂)n と自然に同一視した上で，0 ≤ s ≤ nに対し，軌道

Ps :=
{
χ ∈ (F̂)n

∣∣∣ ♯{i | χi ̸= 1} = s
}

が定まる．ここで，軌道のパラメータ s, r ∈ {0, 1, . . . , n}を用いて G不変フーリエ変換を書き下

す．すなわち Fn上G不変関数 φの軌道Or での値を f(r)と書き，また F̂n上のG不変関数とな

る Fφの軌道 Ps での値を f̂(s)と書けば，式 (1)と (2)の反転性が，次の反転公式を与える：

命題 3 {0, 1, . . . , n}上の関数 f に対して，f̂ を

f̂(s) =
1√
qn

n∑
r=0

(q − 1)r
(
n

r

)
Kr(s;

q − 1

q
, n) f(r) (s = 0, 1, . . . , n)

で定めると，̂̂f = f が成り立つ．

核には Krawtchouk多項式が現れており，命題 2の一般化となっている．

また，これと組み合わせの反転公式（命題 1）とは次のような関係がある：この式での qが具体

的な数であることを一旦忘れ，単なるパラメータとみなした上で，これを 1に近づける．すると

驚くことに，これは組み合わせの反転公式そのものとなる（いわゆる q-analogueとなっている）．

例 2 M = Matn,m(F)，G = GLn(F)×GLm(F) (n ≤ m).

M は F上 n行m列の全行列，Gは一般線形群の直積である．M への G作用は両側からの行

列の積で与えられ，その軌道は行列のランクで特徴づけられる．この場合，詳細は略すが，核に



Affine q-Krawtchouk多項式（添付資料 (8)）を持つ次の反転公式が得られる：

命題 4 {0, 1, . . . , n}上の関数 f に対して，f̂ を

f̂(s) =
1√
qn2

n∑
r=0

(−1)rq(
r
2)(qm; q−1)r

[
n

r

]
q

affKr(s, q
−m, n; q) f(r) (s = 0, 1, . . . , n)

で定めると，̂̂f = f が成り立つ．

この式もまた，q → 1のとき組み合わせの反転公式（命題 1）となる．

3 球表現，帯球関数

前節に見られたKrawtchouk多項式たちは，直交多項式系である．その直交性（添付資料 (7)(9)）

は，命題 3,4の反転性から直接導けるが，より一般に，群の球表現の直交性から来ていると見るこ

ともできる．ここでは我々に必要な範囲で，球表現およびその帯球関数についてまとめる．

定義 3 ⟨ 球表現 ⟩ 局所コンパクト群とそのコンパクト部分群の対 (G, G) について，これが

Gelfand対であるとは，Gの任意の既約ユニタリ表現 V に関してそのG不変部分空間 V Gが高々

1次元であることを言う．このとき，特に dimV G = 1なるものを，その球表現という．

以下，我々の設定，すなわち局所コンパクト群M にコンパクト群 Gが作用している状況を考

える．G = M ⋊Gとおくと，(G, G)は Gelfand対となる．また，M ∼= G/Gは Gの等質空間で
あるから，Gの L2(M)における表現が誘導され，ユニタリ表現となる．

このとき，(G, G) の球表現のあるものは，L2(M) の部分表現として実現できる．すなわち，

P ∈ Ω := {P ⊂ M̂,開集合かつ G軌道 }に対し，球表現 VP ⊂ L2(M)を構成できる．さらに，

定義 4 ⟨帯球関数 ⟩ VP に属する G不変関数 ωP ∈ (VP)
G で，ωP(0) = 1をみたすただ一つの

ものを，P に関する帯球関数という．具体的には次式で与えられる：

ωP(a) =
1

µ̂(P)

∫
P
χ(a)dµ̂(χ) (a ∈ M). (3)

命題 5 球表現どうしは L2(M)において互いに直交する．特に，次が成り立つ：

(ωP , ωP′)L2(M) = δP,P′
1

µ̂(P)
(P,P ′ ∈ Ω). (4)

命題 6 φ ∈ L1(M)G, P ∈ Ωに対し，

Fφ(P) =

∫
M

φ(a)ωP(a)dµ(a). (5)

すなわち帯球関数は，G不変フーリエ変換の核関数として現れる．例えば例 1に戻ってみれば，

確かに命題 3における Krawtchouk多項式が帯球関数に当たっている．そして式 (4)の直交性が，

Krawtchouk多項式の直交性を与えることとなる（例 2でも同様）．

最後に我々の帯球関数の，調和解析的な側面を参考として述べておく：

命題 7 Ωに属する軌道が M̂のほとんど至るところを占めている，すなわち µ̂
(
M̂ \

∪
P∈Ω P

)
=

0 と仮定する．すると，{ωP | P ∈ Ω}は Hilbert空間 L2(M)G の完全正規直交系をなす．

4 非アルキメデス的局所体上の群に関する例

有限体を用いた例 1, 2では，その帯球関数に Krawtchouk多項式などの直交多項式が見い出せ

た．ここでは，それらの自然な一般化となる例を考える．

F を非アルキメデス的局所体，oをその整数環，pをその極大イデアルとする．F 上の（離散

的）付値を v : F → Z ∪ {∞}とする．するとその双対付値 r : F̂ → {−∞} ∪ Zが次式で定まる：



r(χ) = max{v(a) | a ∈ F, χ(a) ̸= 1} （但し r(1) = −∞）．また，剰余体 F := o/pは有限体なの

で，その位数を qとする．自然数 lに対して，剰余環 o/pl を考えると，位数 ql の有限環となる．

例 3 M = (o/pl)n, G = (o×)n ⋊Sn.

これは例 1の有限体 Fを有限環 o/plに取り替えた例である．作用は例 1と同様である．a ∈ o/pl

に対して付値 v(a) ∈ {0, . . . , l−1}∪{∞}が定まり，o×の元の積がこの値を変えないことより，M

のG軌道は次のようになる： x ∈ X(l, n) :=

{
x = (xs)

l
s=1 ∈ Zl

≥0

∣∣∣ |x| = l∑
s=1

xs ≤ n

}
に対して，

Ox :=
{
(ai)

n
i=1 ∈ M

∣∣ 1 ≤ ∀s ≤ l, ♯{i|v(ai) = l − s} = xs

}
.

一方，χ ∈ ô/pl に対してその双対付値 r(χ) ∈ {−∞} ∪ {0, . . . , l − 1}が定まり，これを用いて
M̂ の G軌道は次のようになる： y ∈ X(l, n)に対して，

Py :=
{
(χi)

n
i=1 ∈ M̂

∣∣ 1 ≤ ∀s ≤ l, ♯{i|r(χi) = s− 1} = ys
}
.

本例における帯球関数は，多変数 Krawtchouk多項式（添付資料 (10)）を用いて，次のように

書ける：軌道 Py ⊂ M̂ に付随する帯球関数の軌道 Ox ⊂ M における値を ωy(x)と表すとして，

ωy(x) = K(l)
y (x;

q − 1

q
, n).

例 4 M = Matn,m(o/pl)，G = GLn(o)×GLm(o) (n ≤ m).

詳細は略す．帯球関数は多変数Affine q-Krawtchouk多項式（添付資料 (13)）を用いて表せる：

ωy(x) =
affK(l)

y (x; q−m, n; q), x, y ∈ X(l, n).

例 5 M = Fn, G = (o×)n ⋊Sn.

これは例 1の有限体 F，例 3の有限環 o/pl を局所体 F に取り替えた例である．作用は例 1，3

と同様である．M のG軌道は例 3同様，元の成分の付値の配分によって決まるが，成分に 0（付

値∞）を含むような軌道は測度 0であり，開軌道でないので考えない（3節参照）．それらを除く

軌道は全て開であり，x ∈ X(n) := {(xs)s∈Z | xs ∈ Z≥0,
∑

s∈Z xs = n}に対して，

Ox :=
{
(ai)

n
i=1 ∈ M

∣∣ ∀s ∈ Z, ♯{i|v(ai) = −s} = xs

}
で与えられる．M̂ の開 G軌道も同様に，y ∈ X(n)に対して，次で与えられる：

Py :=
{
(χi)

n
i=1 ∈ M̂

∣∣ ∀s ∈ Z, ♯{i|r(χi) = s} = ys
}
.

帯球関数は，∞-変数 Krawtchouk多項式（添付資料 (15)）を用いて次のようになる：

ωy(x) = K(∞)
y (x;

q − 1

q
, n).

例 6 M = Matn,m(F )，G = GLn(o)×GLm(o) (n ≤ m).

詳細は略す．帯球関数は∞-変数Affine q-Krawtchouk多項式（添付資料 (18)）を用いて表せる：

ωy(x) =
affK(∞)

y (x; q−m, n; q), x, y ∈ X(n).

添付資料：Krawtchouk多項式たちの定義と直交関係式

ここでは，本稿に登場する直交多項式の紹介をする．m ≥ 1を自然数，0 < p, q < 1をパラメータとする．

δはKroneckerのデルタとする．(a)k = a(a+1)···(a+k−1)，(a; q)k = (1−a)(1−aq)(1−aq2)···(1−aqk−1)

とする (Pochhammer symbol)．X(l,m)は例 3で，X(m)は例 5でそれぞれ定義したもの．x ∈ X(m)

に対し，|xk| =
∑
i≥k

xi, ∆(x) =
∑
i∈Z

ixi,

(
m

x

)
=

m!

(m− |x|)!
∏

i∈Z
,

[
m

x

]
q

=
(qm; q−1)|x|∏

i∈Z(q; q)xi

.

1. Krawtchouk 多項式 [2]

定義.
Ky(x; p,m) = 2F1

(
−x, −y ;

1

p−m

)
=

x∑
k=0

(−x)k (−y)k
(−m)k k! pk

, 0 ≤ x,y ≤ m. (6)



直交性.
m∑

x=0

px(1− p)m−x

(
m

x

)
Ky(x; p,m)Kz(x; p,m) = δy,z

(1− p)y

py

(
m

y

)−1

. (7)

2. Affine q-Krawtchouk 多項式 [4]

定義. affKy(x; p,m; q) = 3φ2

(
q−x, q−y, 0

; q, q
p, q−m

)
=

x∑
k=0

(q−x; q)k(q
−y; q)k

(q−m; q)k(p; q)k(q; q)k
qk, 0 ≤ x,y ≤ m.

(8)
直交性. m∑

x=0

pm−x(p; q)x

[
m

x

]
q

affKy(x; p,m; q)affKz(x; p,m; q) = δy,z
py

(p; q)y

[
m

y

]−1

q

. (9)

3. 多変数 Krawtchouk多項式 [3]

定義. K
(l)
y (x; p,m) =

l∏
i=1

(−mi)yi

(−ni)yi

Kyi(xl+1−i; p,mi), x, y ∈ X(l,m). (10)

ここで， mi = m− |yi+1| − |xl+2−i|, ni = m− |yi+1|. (11)
直交性.∑

x∈X(l,m)

p|x|(1− p)lm−∆(x)

(
m

x

)
K

(l)
y (x; p,m)K

(l)
z (x; p,m) = δy,z

(1− p)∆(y)

p|y|

(
m

y

)−1

. (12)

4 多変数 Affine q-Krawtchouk 多項式

定義.
affK

(l)
y (x; p,m; q) =

1

qN(x,y)

l∏
i=1

(qmi ; q−1)yi(p
−1q−m+mi ; q−1)yi

(qni ; q−1)yi(p
−1q−m+ni ; q−1)yi

affKyi(xl+1−i; pq
m−mi ,mi; q),

(13)

x, y ∈ X(l,m). ここでmi および ni は式 (11)と同一．また，N(x, y) =
∑
i<j

(j − i− 1)xl+1−iyj .

直交性.∑
x∈X(l,m)

plm−∆(x)(p; q)|x|q
C(x)

[
m

x

]
q

affK
(l)
y (x; p,m; q) affK

(l)
z (x; p,m; q) = δy,z

p∆(y)

(p; q)|y|q
C(y)

[
m

y

]−1

q

.

(14)
ここで，C(x) =

∑l
j=1(j − 1)(m− |x|)xj +

∑
i<j(j − i− 1)xixj .

5 ∞-変数 Krawtchouk多項式

定義. K
(∞)
y (x; p,m) =

∏
i∈Z

(−mi)yi

(−ni)yi

Kyi(x−i; p,mi), x, y ∈ X(m). (15)

ここで， mi = m− |yi+1| − |x−i+1|, ni = m− |yi+1|. (16)
直交性.∑

x∈X(m)

(1− p)m−∆(x)

(
m

x

)
K

(∞)
y (x; p,m)K

(∞)
z (x; p,m) = δy,z

(1− p)2m+∆(y)

p2m

(
m

y

)−1

. (17)

6 ∞-変数 Affine q-Krawtchouk多項式
定義.

affKy(x; p,m; q |∞) =
1

qN(x,y)

∏
i∈Z

(qmi : q−1)yi(p
−1q−m+mi : q−1)yi

(qni : q−1)yi(p
−1q−m+ni : q−1)yi

affKyi(x−i; pq
m−mi ,mi; q),

(18)x, y ∈ X(m). ここでmi および ni は式 (16)と同一．また，N(x, y) =
∑
i<j

(j − i− 1)x−iyj .

直交性.∑
x∈X(m)

pm−∆(x)qC(x)

[
m

x

]
q

affK
(∞)
y (x; p,m; q) affK

(∞)
z (x; p,m; q) = δy,z

p2m+∆(y)

(p; q)2mqC(y)

[
m

y

]−1

q

. (19)

ここで， C(x) =
∑

i<j(j − i− 1)xixj .
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