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1 研究の背景

W代数とは二次元共形場理論の枠組みの中でVirasoro代数の一般化として導入された (スーパー)

頂点代数の族である。 一般にW 代数は, 複素係数の有限次元単純リー代数または basic classical

なスーパーリー代数 g, そのべき零元 f（スーパーの場合には evenとする）, 複素数 k, そして f

に関して “good”な gの次数付け Γに付随する量子 Drinfeld-Sokolov還元から定まる BRST複体

Ck(g, f ; Γ)のコホモロジー

Wk(g, f ; Γ) := H(Ck(g, f ; Γ))

として定義される [7]。このときWk(g, f ; Γ)を g, f, k,Γに付随するW 代数と呼び, kをそのレベ

ルという。k ̸= −h∨（非臨界レベル）のとき, W 代数は（スーパー）頂点共形代数の構造を持つ。
特に Virasoro頂点代数を含む。ただし h∨は gの双対 Coxeter数である。またW 代数の頂点共形
代数構造は Γの選び方によって変化するが, 頂点代数構造は変わらない。次の定理が知られている。

定理 1.1 (Feigin-Frenkel [2, 5]). gを有限次元単純リー代数, fをその正則べき零元, Γをその”good”

な次数付けとする。kが genericのとき, 対応するW 代数Wk(g, f ; Γ)は gの Cartan部分代数の

双対 h∗ に付随する Heisenberg頂点代数の部分頂点代数として次のように実現される:

Wk(g, f ; Γ) ≃
rankg∩
i=1

Ker

∫
e−

1
ν

∫
αi(z) dz,

ただし ν =
√
k + h∨, αi(z)は gの単純ルートに対応する Heisenberg頂点代数の場である。

これをW代数の自由場実現という。
∫
e−

1
ν

∫
αi(z) dzをその Screening作用素といい, Heisenberg

頂点代数からその加群への線形作用素である。自由場実現を用いることでW 代数の生成元 (または

生成する場)を容易に計算することが出来る。さらに gが An型の時, 実現する Heisenberg頂点代

数のことを Fock空間と呼び, 対称関数の空間と同一視することによって, W 代数の生成元が Jack

多項式と呼ばれるものと対応することが知られている。

最初にW代数を定義したのはZamolodchikov [8]である。ZamolodchikovはVirasoro頂点代数の

一般化として, g = sl3で f が正則べき零元の場合に対応するW代数を定義し, Fateevと Lukyanov

らによって An, Bn, Dn型のW 代数が定義された [1]。一般の有限次元単純リー代数 gとその正則

べき零元 f に対応するW 代数を BRSTコホモロジーを用いて定義したのは Feiginと Frenkel [3]
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で, その後 Kac, Roan, 脇本らによって最も一般的な場合に定義された [7]。 定理 1.1は Fateevと

LukyanovらのW 代数の構成法の一般化となっており, 実際に An, Dn型のW 代数は gが An, Dn

型で f がその正則べき零元の場合に対応するW 代数と一致する。しかしながら, Bn型のW 代数
は gが Bn型で f がその正則べき零元の場合に対応するW 代数とは一致しない。次のような予想
がある。

予想 1.2. FateevとLukyanovによって構成されたBn型のW代数は,スーパーリー代数 osp(1, 2n)

とその正則べき零元 f に対応するW 代数と同型である。

n = 1の時, これは正しいことがKac, Roan, 脇本らによって確かめられている。n ≥ 2の時にも

正しいことを証明するのが私の目的である。実際には私の結果はこれよりも遥かに一般的な場合に

W 代数の自由場実現があることを主張する。その応用として次の予想を証明する。

予想 1.3. Feiginと Semikhatovによって構成されたW(2)
n 代数は, リー代数 slnとその副正則べき

零元 f に対応するW 代数と同型である。

W(2)
n 代数とはFeiginと Semikhatovらによって構成された頂点代数で, n = 3の時はBershadsky-

Polyakov代数と呼ばれる頂点代数に一致する [4]。上の予想は n ≤ 3の場合に正しいことが知られ

ている。

2 主結果

gを複素係数の有限次元単純リー代数または basic classicalなスーパーリー代数, f をそのべき

零元 f（スーパーの場合には evenとする）, kを複素数, そして

Γ : g =
⊕
j∈ 1

2Z

gj

を gの次数付けであって, f ∈ g−1かつ adf : gj → gj−1が j ≥ 1
2 のとき単射, j ≤ 1

2 のとき全射で

あるとする。また (·|·)を g上の正規化された超対称非退化不変双線形形式とする。このとき g0は

簡約スーパーリー代数であり, 任意の u, v ∈ g0 に対し

τk(u|v) = k(u|v) + 1

2
κg(u|v)−

1

2
κg0(u|v)

とすると, τkは g0上の超対称不変双線形形式となる。ただし κgは g上のKilling formである。ま

た Γの満たす条件から, 任意の u, v ∈ g 1
2
に対し

< u | v >= (f |[u, v])

と定めると < · | · >は g 1
2
上の非退化超反対称双線形形式を定める。ここで V τk(g0)を g0 とその

不変形式 τk から定まる普遍アファイン頂点代数, F neを g 1
2
と< · | · >から定まる中立フェルミオ

ン頂点代数とする（詳細な定義は [6, 7]にある）。

定理 2.1. kが genericのとき, 任意の g, f,Γに対して, 対応するW 代数Wk(g, f ; Γ)はテンソル頂

点代数 V τk(g0)⊗ F ne の部分頂点代数として実現され, ある Screening作用素たちの共通核として

構成される。



Screening作用素の具体形は [6]にある。Γとして g0 = h（Cartan部分代数）となるように取れ

る場合を考える。このとき V τk(g0)は k ̸= −h∨ ならば h∗ に付随する Heisenberg頂点代数と同型

である。これをHと表す。∆を gのルート系, Πをその単純ルートの集合であって正ルートのルー

トベクトル空間が Γに対して非負次数の空間に含まれるようにとる。すなわち ∆+ を正ルートの

集合とすると ⊕
α∈∆+

gα ⊂ g≥0

が成り立つ。ただし gα は αのルートベクトル空間である。今, g0 = hだから⊕
α∈∆+

gα = g>0

である。ここで, 任意の j ∈ 1
2Zに対して

∆j = {α ∈ ∆ | gα ⊂ gj}, Πj = Π ∩∆j

と定める。このとき

Π = Π 1
2
∪Π1, Π 1

2
= ∆ 1

2

が成り立つ。α ∈ Πに対して, α(z)を αに対応するH上の場, また α ∈ Π 1
2
に対して, Φα(z)をそ

のルートベクトル eα ∈ g 1
2
に対応する F ne 上の場とする。定理 2.1から次が成り立つ。

定理 2.2. kが genericのとき, Γが g0 = hとなるようにとれるような g, f に対し, 対応するW 代
数Wk(g, f ; Γ)はテンソル頂点代数H⊗ F ne の部分頂点代数として次のように実現される:

Wk(g, f ; Γ) ≃
∩

α∈Π1

(f |eα) ̸=0

∫
e
∫
α(z) dz ∩

∩
α∈Π 1

2

∫
: e

∫
α(z)Φα(z) : dz

ただし : A(z)B(z) :は A(z)と B(z)の正規順序積を表す。

これは定理 1.1の結果を含んでおり, より多くの場合のW 代数の自由場実現を与えている。特

に g = osp(1, 2n), f をその正則べき零元のときに次を得る。

定理 2.3. 予想 1.2は非臨界レベルのとき成立する。

より一般的な結果である定理 2.1は直接的には自由場実現とは言えないが, Screening作用素に

よって構成されている。特に g = sln, f が副正則べき零元のときに定理 2.1を用いると, Feiginと

SemikhatovによるW(2)
n 代数の構成と一致する。

定理 2.4. 予想 1.3は非臨界レベルのとき成立する。
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