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概要 Lie代数 gln(C)と退化アフィン Hecke環の表現を結びつける構成として知られる荒川-鈴木

関手を用いて両者のアフィン最高ウェイト表現圏を比較する。この対応は古典的な Schur-Weyl双

対性の変種であると見なせる。

1 Lie代数 gln(C)の最高ウェイト表現論

1.1 Lie代数 gln(C)の有限次元表現論

動機づけのため、まずは有限次元表現論を復習する。

g := gln(C) = Matn(C)を一般線形 Lie代数とし、eij ∈ gで (i, j)-行列単位を表す。任意の有限

次元 g-表現M は互いに可換な n個の線形作用素 eii (i = 1, 2 . . . , n) の同時固有空間（別の言い方

として、対角行列のなす可換部分 Lie代数 hの既約表現）の直和M =
⊕

λ∈Cn Mλ に分解する。こ

こで λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Cn に対して、Mλ := {v ∈ M | eii · v = λiv, (∀i)}と定義する。Mλ ̸= 0

となるとき、λをM のウェイトと呼び、MλをM の（ウェイト λの）ウェイト空間と呼ぶ。ウェ

イト空間分解の構造に着目することが Lie代数 gの有限次元表現を分類するための基本的なアイデ

アである。以下ではΛ := Znとし、簡単のため g-加群のウェイトはすべてΛに属するとする。この

ときM の指標を xiたちの Laurent多項式として chM :=
∑

λ∈Λ(dimMλ)x
λ1
1 · · ·xλn

n と定義する。

ウェイトの集合 Λに半順序 ≤を

λ ≤ µ ⇔


∑j

i=1 λi ≤
∑j

i=1 µi, (∀j = 1, 2, . . . , n− 1);

and
∑n

i=1 λi =
∑n

i=1 µi

によって定義する。1 ≤ i < j ≤ nのとき、eij ·M(λ1,...,λn) ⊂ M(λ1,...,λi−1,λi+1,λi+1,...,λj−1,λj−1,λj+1,...,λn)

だから、狭義上三角行列のなす部分 Lie代数 n+はウェイトを大きくする方向に作用する。ウェイ

ト λ ∈ Λは条件 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn をみたすとき支配的であるという。Lie代数 gの有限次元表

現は次の古典的な結果によって完全に分類される。

定理 1.1 (Cartan-Weyl理論). 1. Lie代数 gの任意の有限次元表現は半単純である。;

2. 各支配的ウェイト λ ∈ Λに対して dimV (λ)λ = 1, V (λ)µ = 0 (∀µ ̸≤ λ) をみたす有限次元既

約 g-表現 V (λ)が同型を除いてただ一つ存在する。;

3. {支配的ウェイト全体 }
∼=−→ {gの有限次元既約表現（の同型類）};λ 7→ V (λ);

4. 既約表現 V (λ)の指標 chV (λ)は Schur多項式 Sλ(x)に一致する。
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1.2 Lie代数 gln(C)のBGG圏

ここからは無限次元の表現も視野に入れて話を進める。有限次元既約表現は特に支配的ウェイト

を最高ウェイトとする既約表現であった。そこで次に考えるべきは支配的でない最高ウェイトを持

つ（無限次元の）既約表現である。これは次のように構成される。まずウェイト λ ∈ Λに対して、

Verma加群と呼ばれる “普遍最高ウェイト加群”

M(λ) := Indgh⊕n+
Cλ−ρ = U(g)⊗U(h⊕n+) Cλ−ρ

を考える1。ただし ρ := (0,−1,−2, . . . ,−n + 1) ∈ Λとする。各 Verma加群M(λ)はその構成か

らただ一つの既約商加群 L(λ)をもち、これが最高ウェイト λ− ρを持つ既約表現を与える。逆に

最高ウェイト λをもつ任意の既約 g-表現は L(λ+ ρ)に同型である。dimL(λ) < ∞となる必要十
分条件は λ− ρが支配的であることであって、その場合は L(λ) ∼= V (λ− ρ)となる。

Verma加群M(λ)やその既約商 L(λ)を扱う自然な表現論的枠組みとして次の BGG圏2がある。

定義 1.2 (Bernstein-Gelfand-Gelfand 1976). 支配的ウェイト λ ∈ Λに対し、BGG圏（の λ-block)

Oλを、Verma加群たち {M(µ) | µ ∈ Snλ}の部分商の有限拡大であってウェイト空間分解可能な
g-加群たちのなす g-加群圏の充満部分圏として定義する。

BGG圏 Oλ は半単純とは限らないアーベル圏であり、各対象は有限長の組成列を持つ。BGG

圏 Oλ に属する任意の既約表現はある L(µ) (µ ∈ Snλ) に同型であり、特に 1 : 1 対応 Snλ
∼=−→

{Oλの既約表現（の同型類）};µ 7→ L(µ) があることが知られている。

さて、次に既約表現の指標 chL(µ) を求めることを考える。既約指標たち {chL(µ) | µ ∈ Snλ}
およびVerma加群指標たち {chM(µ) | µ ∈ Snλ}はともに線形空間 spanC{chM | M ∈ Oλ} の基
底をなす。各 Verma加群指標 chM(µ)は定義から簡単に求めることができるので、既約指標を求

めるためには基底の変換行列である組成重複度 ([M(µ) : L(ν)])µ,ν∈Snλ を求めればよい。この問

題の解がいわゆる “Kazhdan-Lusztig予想”である。

定理 1.3 (“Kazhdan-Lusztig予想”, Beilinson-Bernstein 1981, Brylinski-柏原 1981). 組成重複度

[M(µ) : L(ν)]は適当な Kazhdan-Lusztig多項式（これは Sn の組み合わせ論で定義される）の 1

での値を用いて明示的に表せる。

1.3 Lie代数 gln(C)の変形BGG圏

双対空間 h∗ の座標環 C [h∗]の原点 0 ∈ h∗ での完備化を C [[h∗]]で表す。ウェイト λに対して、

変形 Verma加群

M̃(λ) := Indgh⊕n+
Cλ−ρ [[h

∗]] = U(g)⊗U(h⊕n+) Cλ−ρ [[h
∗]]

を定義する3。M̃(λ)は Lie代数 gの作用に可換な C [[h∗]]-作用を持ち、Verma加群を原点の形式

近傍 Spec(C [[h∗]])上で形式的に変形したものと見なせる。

定義 1.4 (Soergel 1990). 支配的ウェイト λ ∈ Λに対し、変形 BGG圏（の λ-block) Õλ を変形

Verma加群たち {M̃(µ) | µ ∈ Snλ}の部分商の有限拡大のなす (g,C [[h∗]])-双加群圏の充満部分圏

として定義する。
1ここで Cλ−ρ は h がウェイト λ− ρ で作用し n+ が自明に作用する 1 次元表現。
2BGG 圏に関しては文献 [4] に詳しい解説がある。
3C [[h∗]] には h が左からの積によって自然に作用し n+ が自明に作用するとして、Cλ−ρ [[h∗]] = Cλ−ρ ⊗ C [[h∗]] を

h⊕ n+ の左加群と思う。



通常の BGG 圏 Oλ は C [[h∗]] が自明に作用する部分圏として自然に Õλ に埋め込まれ、特に

{L(µ) | µ ∈ Snλ}が圏 Õλ の既約表現の同型類集合の完全代表系を与える。

変形 BGG圏 Õλ は “アフィン最高ウェイト圏”の構造を持つ。

“定義” 1.5. 4C-線形アーベル圏 Cは次の条件をみたすときアフィン最高ウェイト圏であるという。

1. 有限集合Πが存在して Cの単純対象（の同型類）および直既約射影対象（の同型類）をパラ
メトライズする。さらに π ∈ Πに対応する直既約射影対象 P (π)は対応する単純対象 L(π)

の射影被覆である。;

2. 各 π ∈ Πに対し、2つの直既約対象∆(π), ∆̃(π)が存在して P (π) ↠ ∆̃(π) ↠ ∆(π) ↠ L(π)

をみたす。∆̃(π)を標準対象、∆(π)を被約標準対象と呼ぶ。;

3. (BGG相互律) 各 P (π)は標準対象たち ∆̃(ρ)の有限回の拡大の結果であって、その重複度は

被約標準対象の組成重複度と等式 (P (π) : ∆̃(ρ)) = [∆(ρ) : L(π)], ∀π, ρ ∈ Π で結ばれる。

定理 1.6 (Soergel 1990 [6], Fiebig 2003 [3]). 変形 BGG圏 Õλ は {L(µ) | µ ∈ Snλ}を単純対象、
{M(µ) | µ ∈ Snλ}を被約標準対象、{M̃(µ) | µ ∈ Snλ}を標準対象の族とするようなアフィン最
高ウェイト圏の構造を持つ。

2 退化アフィンHecke環の表現論

退化アフィン Hecke環Hd は以下のように定義される非可換 C-代数である。

• C-ベクトル空間として Hd = C [x1, . . . , xd] ⊗ CSd であって、多項式環 C [x1, . . . , xd] ∼=
C [x1, . . . , xd]⊗ 1 および対称群の群代数 CSd

∼= 1⊗CSdはともにHdの部分 C-代数になっ
ている。;

• f ∈ C [x1, . . . , xd], i ∈ {1, . . . , d− 1}について、

(1⊗ si,i+1)(f ⊗ 1) = si,i+1f ⊗ si,i+1 +
si,i+1f − f

xi − xi+1
⊗ 1

（退化）アフィン Hecke環の表現は p-進群GLd(Qp)の岩堀部分群による非自明な固定部分をも

つ認容表現に対応し、歴史的には “Langlandsプログラム”の観点から重要な研究対象である。

2.1 アフィン最高ウェイト構造

整数 b ∈ Zと自然数 s ∈ Z>0に対し、区間 [b, s]を有限集合 [b, s] := {b, b+1, b+2, . . . , b+ s− 1}
とする。区間 [b, s]に対して Hecke環Hs の 1次元表現 C[b,s] := C1[b,s] を

xi1[b,s] = (b+ i− 1)1[b,s], i = 1, . . . , s;

w1[b,s] = 1[b,s], ∀w ∈ Ss

で定義する。多重区間 [β, σ] = ([βi, σi])1≤i≤m が σ1 + · · · + σm = d をみたしているとする。

このときタイプ σ の放物型部分代数 Hσ = Hσ1 × · · · × Hσm ⊂ Hd の 1 次元表現 C[β,σ] :=

C[β1,σ1] ⊠ · · ·⊠ C[βm,σm] を考え、そのHd への誘導表現 IndHd

Hσ
C[β,σ] を S(β, σ)と表す。

4引用符 “　” にはここでの “定義” が簡略版であることをお断りする意味が込められている。実際にはパラメータ集合
Π は半順序集合であり、その順序が標準対象や射影対象の構造を統制する。



Hecke代数Hdの中心Zdは自然に対称多項式環C [x1, . . . , xd]
Sdと同一視できることが知られてい

る。点 a ∈ Cd/Sd = Specm (Zd)における中心Zdの完備化を Ẑd(a)とし、Ĥd(a) := Hd⊗Zd
Ẑd(a)

と定義する。多重区間 [β, σ] = ([βi, σi])1≤i≤m で σ1 + · · ·+ σm = dをみたすものに対し [β, σ]に

属する重複込み d個の整数により点 a = a(β, σ) ∈ Zd/Sd が決まる。このとき自然に S(β, σ) ∈
Ĥd(a)-modfg

5である。以下、節約のためHd(a) := Ĥd(a)-modfg と書く。6

定理 2.1 (Zelevinsky 1980). 各 a ∈ Zd/Sdに対し、a = a(β, σ)なる多重区間 [β, σ] からなるある

集合MS(a)が存在して次を満たす。:

1. 各 [β, σ] ∈ MS(a)に対して S(β, σ)は唯一の既約商 L(β, σ)をもつ。;

2. MS(a)
∼=−→ {Hd(a)の既約表現（の同型類）} ; [β, σ] 7−→ L(β, σ).

定理 2.2 (“Kazhdan-Lusztig予想のp-進類似”, Ginzburg 1987, Lusztig 1995). 組成重複度 [S(β, σ) :

L(γ, τ)]は適当な Kazhdan-Lusztig多項式の 1での値を用いて明示的に表せる。

次の定理はKhovanov-Lauda-Rouquier代数（=アフィン Hecke環の一般化と見なせる次数付き

代数）による圏論化の文脈で、量子包絡環の PBW基底に対応する対象を探求する中で得られた。

定理 2.3 (加藤 2014 [5], Brundan-Kleshchev-McNamara 2014 [2]). 圏Hd(a)は {L(β, σ) | [β, σ] ∈
MS(a)} を単純加群の族とし、{S(β, σ) | [β, σ] ∈ MS(a)} を被約標準加群の族とするようなアフィ
ン最高ウェイト圏の構造を持つ。

3 アフィン最高ウェイト構造の比較

3.1 古典的 Schur-Weyl双対性

V := Cnを一般線形 Lie代数 g = gln(C)の自然な表現とする。テンソル積空間 V ⊗dには Lie代

数 gのテンソル表現としての左作用と d次対称群Sdのテンソル成分の置換による右作用が互いに

可換であるように入る。: g ↷ V ⊗d ↶ CSd

定理 3.1 (Schur 1927, Weyl 1946). 関手 Fd := Homg(V
⊗d, ?) : Repd g −→ Rep≤n CSd は圏同値

を与える。ただし、Repd g は gの有限次元 d次 “多項式”表現7全体のなす圏、Rep≤n CSdは長さ

n以下の dの分割に対応する有限次元表現全体のなす圏とする。

ただし、Repd gとRep≤n CSdはともに半単純な圏なので、これは既約表現（の同型類）の間に

1 : 1対応があることと同値である8。

3.2 荒川-鈴木関手

ウェイト β = (β1, . . . , βn) ∈ Λ に付随する変形 Verma 加群 M̃(β) をとる。テンソル積空間

M̃(β) ⊗ V ⊗d には Lie 代数 g のテンソル表現としての左作用およびテンソル成分の置換と多項

5Ĥd(a)-modfg は代数 Ĥd(a) の有限生成加群圏
6以下の 2 つの定理については例えば [7] およびそこでの参考文献を参照。
7代数群 GLn(C) の有限次元 d 次多項式表現の微分として得られる g の表現、あるいは d の分割を与えるような支配

的ウェイト λ に対応する既約 g 表現 V (λ) たちの直和のこと。
8無限次元表現を考えに入れると g の表現論は半単純でなくなり、とくに既約表現の行き先を見ただけでは圏同値とは

言えない。



式環 C [x1, . . . , xd]の適当な作用によって得られる Hd の右作用が互いに可換であるように入る9。

: g ↷ M̃(β)⊗ V ⊗d ↶ Hd

定義 3.2 (荒川-鈴木 1998 [1][7]). ウェイト β, ランク dの荒川-鈴木関手 Fβ,d : g-mod −→ Hd-mod

を Fβ,d := Homg(M̃(β)⊗ V ⊗d, ?) と定義する。

ウェイト λ, β が条件 λ1 ≥ · · · ≥ λn > β1 > · · · > βn を満たしているとする。このとき各

µ ∈ Snλに対し [β, µ − β] := ([βi, µi − βi])1≤i≤n は n個の区間からなる多重区間をなす。集合

MS(a)≤n を n個（以下）の区間からなる多重区間のなすMS(a)の部分集合とするとMS(a)≤n =

{[β, µ− β] | µ ∈ Snλ} が成り立つ。このときMS(a)≤nに対応する部分圏Hd(a)
≤nはHd(a)から

自然に誘導されるアフィン最高ウェイト構造 (P ↠ S̃ ↠ S ↠ L)をもつ。

定理 3.3 (荒川-鈴木 1998 + F.). ウェイト β, λ ∈ Λ が条件 λ1 ≥ · · · ≥ λn > β1 > · · · > βn

を満たすとし、d :=
∑n

i=1(λi − βi), a = a(β, λ − β) とおく。このとき荒川-鈴木関手 Fβ,d は

Õλ で完全であり、各 µ ∈ Snλについて Fβ,d(L(µ)) ∼= L(β, µ − β), Fβ,d(M(µ)) ∼= S(β, µ − β),

Fβ,d(M̃(µ)) ∼= S̃(β, µ− β)が成り立つ。さらにもし各直既約射影加群 P (µ)の像 Fβ,d(P (µ))の極

大半単純商が単純ならば10、Fβ,d(P (µ))はHd(a)
≤nの直既約射影加群 P (β, µ− β)に同型であり、

したがって特に Fβ,dは 2つのアフィン最高ウェイト圏 ÕλとHd(a)
≤nの間の圏同値を導く。11

後半の主張の証明には BGG相互律を用いる。βが非正則な場合にも被約標準加群、単純加群の

対応の部分は制御できる。[7]において次が証明されている。

系 3.4 (荒川-鈴木 1998). “Kazhdan-Lusztig予想” と “Kazhdan-Lusztig予想の p-進類似” は同値

である。
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