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1 研究の背景と主結果

代数多様体は全て C上で考える．f : S → B が種数 g のファイバー曲面であるとは，非特異な

射影曲面 S から非特異な射影曲線 Bへの全射正則写像であって，一般ファイバーは種数 gの非特

異射影曲線であるものである．ファイバー曲面の数値的な不変量として，次のようなものがある：

χf := χ(OS)− (g − 1)(b− 1),

K2
f = K2

S − 8(g − 1)(b− 1),

ef := e(S)− 4(g − 1)(b− 1).

ここで，Kf := KS − f∗KB は相対標準因子であり，bは底曲線 B の種数，e(S)は S の（解析的

な）位相のオイラー数である．これらの不変量に関して，次のことが知られている．但し，f は相

対極小で g ≥ 2とする．

• (Noether) 12χf = K2
f + ef .

• (Arakelov) Kf はネフである．

• (上野) χf ≥ 0であり，χf = 0であることと f は局所自明，つまり正則ファイバー束である

ことは同値．

• (Segre) ef ≥ 0であり，ef = 0であることと f のファイバーは全て非特異であることは同値．

本稿では断らない限り f : S → B は局所自明でない相対極小な種数 g ≥ 2のファイバー曲面であ

るとする．このとき上野の定理より χf > 0なので，二つの不変量の比 λf := K2
f/χf が定義でき

る．これをファイバー曲面 f のスロープという．上記の事実から 0 < λf ≤ 12であることが分か

る．λf = 12のファイバー曲面 f は発見者の名前を冠し小平ファイバー曲面と呼ばれ，Segreの定

理より f のファイバーは全て非特異である．スロープの下限については，次の不等式が知られて

いる．

• (スロープ不等式 [6]) λf ≥ 4− 4

g
.
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等号が成立するときは超楕円曲線を一般ファイバーに持つ場合（以下，超楕円ファイバー曲面と呼

ぶ）に限り，非超楕円ファイバー曲面の場合はこの不等式は sharpではない．そのため，非超楕円

ファイバー曲面のスロープの下限に関し多くの研究がなされている．この方面の研究に関しては

[4]に詳しい．さて，ファイバー曲面のスロープに関して，以下のことが信じられている．

問題 1.1 ファイバー曲面のスロープの下限は一般ファイバーの”特殊性”が大きいほど小さくなる．

曲線の”特殊性”をはかる一つの不変量として，ゴナリティーというものがある：

定義 1.2 種数 g ≥ 2の非特異代数曲線X に対し，

gon(X) := min{deg(φ) |φ : X → P1 は全射正則写像 }

をX のゴナリティーという．

2 ≤ gon(X) ≤ [(g+3)/2]であり，X がモジュライの意味で一般ならば gon(X) = [(g+3)/2]であ

る．また，gon(X) = 2であることと X は超楕円曲線であることは同値である．ファイバー曲面

f : S → Bの非特異ファイバーのゴナリティーは有限個を除き等しいことが知られている．その値

を gon(f)とかき，ファイバー曲面 f のゴナリティーと呼ぶ．上に書いた問題の一つの定式化とし

て gon(f) = nとなる種数 gのファイバー曲面のスロープの下限を nと gを用いて表すということ

が考えられるが，次の問題は未解決である：

問題 1.3 gon(f) = 3である種数 gのファイバー曲面 f : S → B は

λf ≥ 24(g − 1)

5g + 1

を満たす．

これは種数が低い場合や特異ファイバーが全て半安定な場合では正しいことが知られている [5]．

ファイバー曲面 f : S → B を底曲線 B の関数体上の曲線とみれば，gon(f) = nである種数 g の

ファイバー曲面を考えるのに，線職面W → B 上の n次の分岐被覆 S′ → W から（特異点解消と

(-1)曲線の縮約により）得られるファイバー曲面 f : S → Bを考えることは自然である．しかし一

般に 3次以上の分岐被覆を考えるのは難しい．そこで最も簡単な n次の（単純）巡回被覆の場合

を考えてみる．

定義 1.4 種数 gのファイバー曲面 f : S → Bが (g, h, n)型の primitive cyclic covering fibra-

tionであるとは，相対極小とは限らない種数 h ≥ 0のファイバー曲面 φ̃ : W̃ → Bと n次の巡回分

岐被覆 θ̃ : S̃ → W̃ があって，f が f̃ := φ̃ ◦ θ̃の相対極小モデルであることとする．ここで，θ̃の分

岐因子 R̃は非特異で，∃L ∈ Pic(W̃ ) s.t. R̃ ∈ |nL|, S̃ = Spec
W̃

(⊕n−1
i=0 O

W̃
(−iL)

)
と仮定する．

注意 1.5 (1) θ̃ : S̃ → W̃ を一般ファイバーに制限した曲線の間の n次巡回被覆の分岐点の個数を

rとすると，これは nの倍数であり，Hurwitzの公式より次を満たす：

r =
2(g − 1− n(h− 1))

n− 1
.

(2) 種数 g の超楕円ファイバー曲面は (g, 0, 2)型の primitive cyclic covering fibrationであり，逆

も自明に正しい．

(3) 小平ファイバー曲面の具体例（小平 [3]，Kas [2]）は，種数が 2以上である 2曲線の直積の巡

回分岐被覆であり，primitive cyclic covering fibrationである．



すると，このクラスのファイバー曲面に対しスロープの下限を決定することができた．以下が主定

理である．

定理 1.6 ([1]) f : S → B を (g, h, n)型の primitive cyclic covering fibrationとする．h ≥ 1かつ

g ≥ (2n− 1)(2hn+ n− 1)/(n+ 1)とすると，

λf ≥ λg,h,n :=
24(n− 1)(g − 1)

2(2n− 1)(g − 1)− n(n+ 1)(h− 1)

が成立する．

注意 1.7 λg,h,n は h, nに関し単調増加であり，λg,0,2 = 4(g − 1)/gはスロープ不等式の下限に一

致する．λg,0,3 = 24(g − 1)/(5g + 1)であり，問題 1.3は (g, 0, 3)型の primitive cyclic covering

fibrationに関しては正しい．

例 1.8 r := 2(g − 1− n(h− 1))/(n− 1) ∈ nZ>0を満たす任意の整数 g ≥ 2, h ≥ 0, n ≥ 2に対し，

(g, h, n)型の primitive cyclic covering fibration f : S → B で定理 1.6のスロープ不等式の等号が

成立する例を構成する．B, Γをそれぞれ種数 b, hの非特異な射影曲線とし，δ1, δ2をそれぞれ B,

Γ上の次数N , M := r/nの因子とする．N を十分大きくとることにより，因子 δ := p∗1δ1+p∗2δ2は

base pointを持たないと仮定してよい．ここで，p1 : B × Γ → B, p2 : B × Γ → Γはそれぞれ第 1,

第 2成分への射影である．このとき Bertiniの定理より，非特異な有効因子R ∈ |nδ|がとれ，これ
を分岐跡とする n次の巡回分岐被覆 θ : S → B×Γがとれる．こうして，primitive cyclic covering

fibration f := p1 ◦ θ : S → Bを得る．これが求めるものである．実際，Hurwitzの公式を一般ファ

イバーへの制限 θ|F : F → Γ = {t} × Γに用いて f の一般ファイバーの種数が gであることが分か

り，Kp1 = p∗2KΓ と χp1 = 0からK2
f , χf が

K2
f = (θ∗(Kp1

+ (n− 1)δ))2

= n(p∗1(n− 1)δ1 + p∗2((n− 1)δ2 +KΓ))
2

= 2n(n− 1)N((n− 1)M + 2(h− 1)),

χf = nχp1 +
1

2

n−1∑
j=1

jδ(jδ +Kp1)

=
1

4
n(n− 1)δKp1

+
1

12
n(n− 1)(2n− 1)δ2

=
1

4
n(n− 1)N(2h− 2) +

1

12
n(n− 1)(2n− 1)2NM

=
1

6
n(n− 1)N(3(h− 1) + (2n− 1)M)

と計算できる．従ってスロープの値は

K2
f

χf
=

12(2(h− 1) + (n− 1)M)

3(h− 1) + (2n− 1)M

=
24(n− 1)(g − 1)

2(2n− 1)(g − 1)− n(n+ 1)(h− 1)

= λg,h,n

となる．
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