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1 序
　本講演では古典的連分数論における Lagrangeの定理の、測地線を用いた一般化の研究とそれ

によって得られた結果について発表した。
　古典的な連分数論において実数 α は以下の様に有限あるいは無限連分数に展開される。

α = a0 +
1

a1 +
1

. . .

= [a0, a1, . . . ] (a0 ∈ Z, ak ∈ N>0 for k ≥ 1).

このとき、pk/qk = [a0, a1, . . . , ak]（pk ∈ Z, qk ∈ N>0 ：互いに素）を αの k番目の近似分数と呼
ぶ。本研究の動機は、連分数展開の周期性に関する次の Lagrangeの定理の一般化である。

定理 1.1 (Lagrange’s theorem).

(i) 実数 αについて、その連分数展開が周期的になる事と実二次無理数である事は同値。

(ii) α を実二次無理数とし、連分数展開 α = [a0, a1, . . . ] が純周期的である、すなわち、ある
l ∈ N>0が存在して、ak+l = ak for k ∈ Nが成立するとする。このとき、lを最小にとってあ
るとすると u = pl−2α + pl−1 は αに付随する整環 O = {x ∈ Q(α) | x(Z + Zα) ⊂ Z + Zα}
の基本単数となる。ただし、pk/qk は αの k番目の近似分数とする。

　定理 1.1を一般化するにあたり、Sarnak [3]によって与えられた、次の定理 1.1の幾何学的解
釈を与えていると考えられる定理に注目する。

定理 1.2 (Geodesic Lagrange’s theorem [3]). hを通常の Poincaré 上半平面とする。

(i) 相異なる実数 α, βに対し、α, β ∈ R = ∂hを結ぶ上半平面の測地線が、SL2(Z)\hに射影した
とき周期的になる、すなわち閉測地線となる事と αと βが互いに共役な実二次無理数である
事は同値。
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(ii) このとき、l ∈ R>0 をその閉測地線の長さとすると、u = exp(l/2) は (α, β)に付随する整環
O = {x ∈ Q(α) = Q(β) | x(Zα+ Zβ) ⊂ Zα+ Zβ}の基本単数を与える。

　本研究においては、まず定理 1.2が一般化される幾何学的枠組み “Heegner object”を構築し、
その枠組みと元々Diophantus近似の領域で Lagarias [2], Beukers [1]などによって考察されていた
測地線連分数のアイデアを組み合わせることで、幾つかの代数体のクラスに対する定理 1.1の一般
化を得た。それらを簡単にまとめると、

(A) 相対単数群の階数が１であるような代数体の拡大 F/F ′に対し、F のQ-基底を “展開”する測
地線連分数を構成し、その周期性と、周期が相対単数群を記述する事を示した。

(B) pを素数とし、体同型 C ≃ Qp を固定する。h ⊂ Cを通常の Poincaré上半平面とする。この
とき、z ∈ h∩Qpを展開する {∞, p}-連分数を構成し、虚二次無理数 z ∈ h∩Qpの {∞, p}-連
分数展開の周期性と、周期が z に付随する虚二次体の整環のノルム 1基本 p-単数を与える事
を示した。

本稿では、鍵となる Heegner objectの構成とその周期性の結果（定理 1.2の一般化）、測地線連
分数のアルゴリズム、及び得られた定理 1.1の一般化について述べる。

2 Heegner objects

　実際にはHeegner objectは無限素点を含む有理数体の有限個の素点の集合 Sに対して S-adélic

に構成されるが、ここでは簡単のため S = {∞} (∞は有理数体の唯一の無限素点)の場合につい
てのみ述べる。まずは、定理 1.2における Poincaré上半平面を一般化する GLn(R)の一般化上半
空間を定義する。

定義 2.1 (一般化上半空間). GLn(R)の一般化上半空間 hn を次で定める。

hn := GLn(R)/R×O(n).

A = (aij) ∈ GLn(R)に対し、Aが定める hn の類を [A]あるいは [aij ]で表す。

　以降、R-ベクトル空間の同型C ≃ R2;x+ iy 7→ (y, x)を固定し、しばしば同一視する。F を n

次代数体とし、σ1, . . . , σr1 を F の実素点、σr1+1, . . . , σr1+r2 (r := r1 + r2)を F の複素素点とす
る。また、F の素点 σi による完備化を Fi = Fσi で表し、素点 σi と埋め込み F ↪→ Fi を同一視す
る。(Fi ≃ R (resp. C) for σi: 実素点 (resp. 複素素点).) ni := [Fi : R]とおく。 このとき、次の
自然な埋め込みが定まる。

σ : F ↪→ F∞ := F ⊗Q R ∼−→
∏
i

Fi = Rr1 × Cr2 ∼−→ Rn.

ここで最後の同型は、初めに固定した R-ベクトル空間の同型を使う。次に、w1, . . . , wnを F のQ-

基底とする。w = t(w1, . . . , wn)（t は行列の転置を表す）とおく。



定義 2.2. F の Q-基底 wに付随する Heegner objectを次の写像で定める。

ϖ = ϖw : T 1 := (
∏
i

R>0)
1 → hn; (t1, · · · , tr) 7→ [t1σ1(w) · · · trσr(w)].

ここで、 (
∏

i R>0)
1 := {(t1, . . . , tr) ∈ Rr

>0|
∏r

i=1 t
ni
i = 1}であり、 固定した同一視 C ≃ R2 に

よって複素成分は虚部と実部を横に並べて (t1σ1(w) · · · trσr(w)) ∈ GLn(R)とみなす。行列の正則
性は σ(w) = t(σ(w1), . . . , σ(wn))が F∞ の R-基底をなすことに依る。また、前述の記法によって
[t1σ1(w) · · · trσr(w)] は (t1σ1(w) · · · trσr(w))の定める hn の元である。

　今、hn = GLn(R)/R×O(n)には離散群 SLn(Z)が左から自然に作用しており、我々はこの作
用に関する Heegner object ϖの周期性、すなわち次の写像の周期性を考察する。

π ◦ϖ : T 1 → SLn(Z)\hn.

ただし π : hn → SLn(Z)\hn は自然な射影。以下、Γ := SLn(Z)とおく。

定義 2.3. 組 (A, ρ) ∈ Γ× T 1 が Γに対するϖの周期であるとは次を満たすことを言う。

Aϖ(t) = ϖ(ρt) ∀t ∈ T 1.

このとき、単に A ∈ Γ (resp. ρ ∈ T 1)についても、(A, ρ)が周期となる対応する ρ (resp. A)の存
在を暗に含んで、ϖの周期であるという。Γϖ ⊂ Γ (resp. Λϖ ⊂ T 1)によって周期全体のなす群を
表す。定め方より、π ◦ϖは商空間 Λϖ\T 1 を経由する。

　これらの設定のもとで次の、定理 1.2の一般化を示した。

定理 2.4. (i) Λϖ\T 1 はコンパクト。

(ii) A ∈ Γϖ とすると、Aは wを固有ベクトルとして持ち、対応する固有値を φw(A) ∈ F×とか
く事にすると、写像

φw : Γϖ → F×;A 7→ φw(A)

は単射群準同型であり、その像はwに付随する整環Owのノルム１単数群O1
wと一致する。ただ

し、Ow := {x ∈ F | x(Zw1+ · · ·+Zwn) ⊂ Zw1+ · · ·+Zwn}, O1
w := {x ∈ O×

w | NF/Qx = 1}。

Remark . Heegner object と本質的に同じ対象は連分数論とは異なる領域の幾つかの先行研究にお
いても見つけられ、まったく新しいというわけでは無い。一方、周期群 Γϖ の考察（定理 2.4 (ii)）
とそれが可能にする連分数論の一般化への応用は著者の知る限り無い。

3 測地線連分数
　定理 2.4 によって、数論的に重要な対象である単数群 O1

w が幾何学的に考察可能な Heegner

objectの周期群 Γϖ と一致することが分かった。この節では、ϖが１次元の場合に一般化上半空間
hn の幾何学を用いて具体的に周期群 Γϖ を記述するアイデアを紹介する。記号は今までの通りと
し、以下 Heegner object ϖは１次元、すなわちϖ : T 1 ≃ R>0 → hn とする。このとき、ϖは hn

に自然に定まる Riemann計量に関して測地線であることが分かる。
　 F ⊂ hn を離散群 Γに関する “良い”基本領域とする。“良い”事の定義はここでは割愛する。



定義 3.1. Heegner object ϖと基本領域 Fに対し、列 {(Ak, Bk, ϖk)}k∈Zを以下のように定める。

• u0 := 1 ∈ R>0(≃ T 1)とおき、ϖ(u0) ∈ B0Fなる B0 ∈ Γをとる。ϖ0 := B−1
0 ϖとおく。

• k ≥ 0に対し、uk ∈ T 1, ϖk s.t. ϖk(uk) ∈ Fが与えられているとき、(Ak+1, Bk+1, ϖk+1)を
次のようにとる。t ∈ T 1 ≃ R>0を ukから連続的に増大させていき、t = tkを境にϖk(t)が F

から飛び出したとする。このとき、t = tkの近傍でϖk(t)が F∩Ak+1Fに覆われるAk+1 ∈ Γ

をとる。Bk+1 := BkAk+1, ϖk+1 := A−1
k+1ϖk とおく。

• k ≤ 0に対しても tを減少させながら同様に定める。

命題 3.2. “良い”基本領域に対してこのアルゴリズムは well-defined。これを wあるいは ϖの測
地線連分数展開と呼ぶ。

Remark . 測地線連分数の定義や議論は概ね Lagarias, Beukersのものに従っている。ただし、元
のままでは Heegner objects に適用できなかったため、主に基本領域の “良さ”の定義を改良して、
議論を一般化した。

4 主結果
　定理 2.4を用いて測地線連分数展開の周期性に関する次の結果を示した。

定理 4.1 (Rank one generalized Lagrange’s theorem).

{(Ak, Bk, ϖk)}k を wに付随する Heegner object ϖの測地線連分数展開とする。

(i) ある k0, k1 ∈ N, k0 < k1 及び ρ ∈ R>1 が存在して、ϖk0(t) = ϖk1(ρt) ∀tが成立する。

(ii) このとき、Bk1B
−1
k0

∈ Γϖ であり、ϵ := φw(Bk1B
−1
k0

) ∈ F× は O1
w の non-torsion 元を与え

る。特に、ϵは O1
w の指数有限部分群を生成する。

Remark . Heegner object ϖ が１次元であるためには r = 2である事が必要十分なので、定理 4.1

は F が、実二次体、複素三次体、総虚四次体の場合への定理 1.1の一般化を与えている。

5 補遺
　前述のように、Heegner object の枠組みは有限個の有限素点も含めて adélic に構成すること

ができる。また、Gal(F/Q)の二次指標 χに対して、Heegner object の χ-component を定義し、
これに対しても定理 2.4と同等の事実を示すことができる。その結果として、上述の場合も含めて
以下の場合への定理 1.1の拡張を得ることができた。

(a1) 実二次体、複素三次体、総虚四次体と、その単数群。

(a2) 総実体上の二次拡大体でちょうど２つの実素点を持つものと、その相対単数群

(a3) ちょうど１つの複素素点を持つ代数体上の二次拡大で総虚なものと、その相対単数群。



(b) 虚二次体と分裂する素数 pに対するノルム１ p-単数群。

(a1)∼(a3) は以下のようにまとめることもできる。

(a) 代数体の拡大でその相対単数群の階数が１であるものと、その相対単数群。
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