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1 Ehrhart多項式

空間 Rdの点 (α1, α2, . . . , αd)は αi ∈ Z, 1 ≤ i ≤ dのとき整数点と呼ばれる。凸多面体が整であ

るとはその任意の頂点が整数点であるときにいう。P ⊂ Rd を d 次元整凸多面体とする。任意の正

整数 n について、

nP := {nα|α ∈ P}

と置く。nP に含まれる整数点の個数を i(P, n)と表す。つまり

i(P, n) := |nP ∩ Zd|

である。

この時、次のようなことが知られている。

• i(P, n) は、n に関する d 次多項式であり、定数項は常に１である。

• i(P, n)の nd における係数は vol(P)、nd−1 における係数は vol(∂P)
2 と一致する。

この多項式 i(P, n) を P の Ehrhart多項式と呼ぶ。Ehrhart多項式に関する基本的なことは [1]

に書いてある。

例 1. P := {(x1, . . . , xd) : 0 ≤ xi ≤ 1, for all i} = [0, 1]d とする。このとき

i(P, n) = (n+ 1)d

となる。

例 2. P := conv({0, e1, . . . , ed})とする。ここで 0は Rd の原点、e1, . . . , ed は Rd の標準基底で

ある。このとき

i(P, n) =

(
n+ d

d

)
となる。

一般に Ehrhart多項式の計算は非常に複雑で、高次元のものや一般次元のものを計算すること

は困難である。
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2 負の係数を持つEhrhart多項式

Ehrhart多項式の性質から、d次元整凸多面体 P に付随する Ehrhart多項式の定数項、nd 及び

nd−1 の係数は常に正である。一方 n, . . . , nd−2 の係数は負になる可能性がある。

例 3. 正の整数mに対して、

Pm := conv({(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1,m)}) ⊂ R3

とする。このとき

i(Pm, n) =
m

6
n3 + n2 +

12−m

6
n+ 1

となる。よってm ≥ 13ならば i(Pm, n)は負の係数を持つ。

このように負の係数を持つ Ehrhart多項式の存在するが、この例以外にそのような例はほとん

ど知られていない。負の係数を持つ Ehrhart多項式に関する結果もほとんどなかった。そこで次の

問題を考えた。

問題 4. (1)任意の次元 d ≥ 3に対して、負の係数を持つ Ehrhart多項式は存在するか。

(2)任意の次元 d ≥ 3、及び任意の整数 1 ≤ j ≤ d− 2に対して、nj の係数が負となる Ehrhart多

項式は存在するか。

この問題に対する結果が次の定理である。

定理 5 ([3]). 任意の次元 d ≥ 3に対して、d次元整凸多面体 P で i(P, n)の n, . . . , nd−2 の係数す

べてが負となるものが存在する。

例 6. P を次の頂点からなる 5次元整凸多面体とする。

(0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 50, 0, 0)

(0, 0, 0, 2, 0), (1, 0, 0, 2, 0), (0, 1, 0, 2, 0), (1, 1, 50, 2, 0)

(0, 0, 0, 0, 2), (1, 0, 0, 0, 2), (0, 1, 0, 0, 2), (1, 1, 50, 0, 2)

(0, 0, 0, 2, 2), (1, 0, 0, 2, 2), (0, 1, 0, 2, 2), (1, 1, 50, 2, 2)

このとき、

i(P, n) =
100

3
n5 +

112

3
n4 − 13t3 − 61

3
n2 − 7

3
n+ 1

となる。

この定理により問題 4.は完全に解決された。

3 Ehrhart多項式の係数の符号パターン

d次元整凸多面体 P に対して、

S(P) := {j : i(P, n)の njの係数が負 } ⊂ {1, . . . , d− 2}

と定義する。

定理 5によって、Ehrhart多項式の 1次から d− 2次までの係数は、負になりえることが分かっ

た。そこで次の以下の問題を考えた。



問題 7. 任意の次元 d ≥ 3、及び {1, . . . , d− 2}の任意の部分集合 S に対して、d次元整凸多面体

で S(P) = S となるものが存在するか。

この問題に対する部分的問題が以下の定理である。

定理 8. 任意の次元 d ≥ 3、及び {1, . . . , d− 2}の任意の部分集合 S に対して、|S| ≤ 3であれば、

d次元整凸多面体で S(P) = S となるものが存在する。

|S| = 1の場合は [3]で証明され、|S| = 2, 3の場合は [5]で証明されている。次の例は、この定

理の |S| = 3の場合を証明するのに必要だったものである。計算機を用いてある程度条件を付け、

ランダムに計算してみたが、数千万個から 1億個ほど計算しても見つからなかった。ある程度の計

算経験から自力で構成したのだが 1時間ほどで構成することが出来た。負の係数を Ehrhart多項

式がほとんど知られていないという理由がわかる。

例 9. P を次の頂点からなる 7次元整凸多面体とする。

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)

(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0), (2, 6, 13, 1, 8, 138, 0), (3, 3, 6, 9, 14, 16, 167)

このとき

i(P, n) =
3841

340
n7 +

19

180
n6 −

13

120
n5 +

11

36
n4 −

19

60
n3 +

233

90
n2 −

31

210
n+ 1

となる。

また低次元から完全分類も行っている。

命題 10. 次元 3 ≤ d ≤ 7、及び {1, . . . , d− 2}の任意の部分集合 Sに対して、d次元整凸多面体で

S(P) = S となるものが存在する。

これも 3 ≤ d ≤ 6の場合は [3]で証明され、d = 7の場合は [5]で証明されている。

ここまで係数の符合は正と負のものしか考えていなかったが、当然係数が 0となる Ehrhart多

項式も存在する。例 3.の Pmに対して、m = 12のときがその例である。しかし、係数が 0となる

Ehrhart多項式の例は負の係数の時以上に知られていない。今の所、わかっている結果は次の定理

程度である。

定理 11 ([5]). 任意の次元 d、及び任意の整数 1 ≤ j ≤ d− 2に対して、ある d次元整凸多面体 P
で i(P, n)の nj の係数が 0となるものが存在する。

0の係数を持つ Ehrhart多項式はかなり自由度が低いので 2個以上 0の係数を持つ Ehrhart多項

式は存在しないと予想していた。しかし、最近になって以下の例が発見された。

例 12. P を次の頂点からなる 4次元整凸多面体とする。

(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (1, 1, 18, 0)

(0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (1, 1, 18, 1)

このとき、

i(P, n) = 3n4 + 4n3 + 1

となる。

これを用いると、4の倍数の次元の時は 1次と 2次の係数が 0となる Ehrhart多項式を構成する

ことができるが、複数の係数が 0となる Ehrhart多項式はこれ以外に知られていない。



4 Hilbert多項式

体 kに対して、R = ⊕i≥0Ri を有限生成次数付き k代数とする。このとき

H(R; i) := dimkRi

は RのHilbert関数と呼ばれる。Ehrhart多項式はある有限生成次数付き k代数の Hilbert関数

と一致することが知られている。Hilbert関数は一般的には多項式にならないが次のことが知られ

ている。

命題 13. 標準的、つまり次数 1の元で生成される有限生成次数付き k代数R = ⊕i≥0Riに対して、

ある有理数係数の多項式 PR(x) ∈ Q[x]とある正の整数N で、i ≥ N ならばH(R, i) = PR(i)とな

るものが存在する。

この PR(x)をRのHilbert多項式と呼ぶ。Hilbert多項式に関することは [2]を参照していただ

きたい。Ehrhart多項式と同様に Hilbert多項式の係数の符合パターンの分類も自然と考えられる

問題である。

PR(x) =
d∑

i=0

aix
iをある標準的有限生成次数付き k代数RのHilbert多項式とする。このとき整

数の列

S(R) := (sign(a0), . . . , sign(ad−1)) ∈ {−1, 0, 1}d

を定義する。ここで、実数 aに対して

sgn(x) :=


− 1 if x < 0,

0 if x = 0,

1 if x > 0.

である。また Hilbert多項式の最高次の係数は常に正となることに注意する。

Hilbert多項式について以下の問題を考える。

問題 14. 任意の次数 d ≥ 1及び任意の s ∈ {−1, 0, 1}dに対してある標準的有限生成次数付き k代

数 Rで S(R) = sとなるものが存在するか。

この問題の結果が次の定理の系により得られる。

定理 15 ([4]). 任意の正の整数 dと任意の d個の整数 a0, . . . , ad−1 に対して、ある正の整数 N で

任意の整数 a ≥ N に対して a0 + a1x+ · · ·+ ad−1x
d−1 + axd が Hilbert多項式となるものが存在

する。

よって Hilbert多項式の場合、係数の符合パターンの分類は完全に解決された。
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