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1 軸対称初期値に対する時間大域可解性

本稿では領域 Π ⊂ R3 上のナヴィエ・ストークス方程式の初期値境界値問題について考察する.

∂tu + u · ∇u − ∆u + ∇p = 0 in Π × (0,T ),

div u = 0 in Π × (0,T ),

(D(u)n)tan = 0, u · n = 0 on ∂Π × (0,T ),

u = u0 on Π × {t = 0}.

(1.1)

ここで D(u) = (∇u+∇T u)/2は変形テンソル, nを外向き単位法ベクトル, ftanをベクトル場 f の境界

∂Π上の接成分とする. 初期値 u0は軸対称として初期値境界値問題 (1.1)の時間大域可解性を考察す
る. ベクトル場 uが軸対称であるとは,回転行列 A = (er(η), eθ(η), ez)とR3の基底 er = (cos η, sin η, 0)T ,
eθ = (− sin η, cos η, 0)T , ez = (0, 0, 1)T に対して u(x) = AT u(Ax)が全ての x ∈ Πと η ∈ (0, 2π)に対し
て成立するときを言う. 軸対称ベクトル場 uは円柱座標 (r, θ, z)を用いて

u = ur(r, z)er(θ) + uθ(r, z)eθ(θ) + uz(r, z)ez

と表示でき, 方位角成分 uθ は旋回と呼ばれる. 全空間 Π = R3 上, 軸対称旋回なし初期値に対して
(1.1)の解が時間大域的に滑らかになることはよく知られている [15], [23] ([17]). しかし軸対称旋回
あり初期値に対して,解が有界であり続けるかは一般に不明である. これまでに軸対称旋回ありナ
ヴィエ・ストークス流に対しては,速度場の動径成分に対するセリン型の正則性判定法 [20], [21]や
渦度場の方位角成分に対する正則性判定法 [4]が証明されている ([13]も参照). また最近ではチェ
ン等 [5], [6]とコッホ等 [14]によりタイプ I爆発解の非存在がデジョルジの方法やリュウビル型定
理を用いて証明されている ([22]も参照). ここで時刻 t = T∗ での爆発がタイプ Iであるとはある定
数 Cが存在し,

||u||L∞(R3) ≤
C

√
T∗ − t

t < T∗

が成立することを言う. ルレイの爆発解の評価によりタイプ I爆発は最小の爆発率になることが知
られており [19] ([9], [2]),タイプ I条件のもとでの解の正則性解明は重要である. 実際,半線形熱方
程式においてはタイプ I爆発が起こり,さらに適当な初期条件のもとではタイプ I爆発しか起こら
ないことが証明されている [10]. 爆発がタイプ Iでない場合はタイプ IIと呼ばれるが,タイプ II爆
発率は拡大 uλ(x, t) = λu(λx, λ2t), λ > 0,により保たれないためスケール優臨界爆発と考えることが
できる.
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2 外部問題

本稿では全空間 R3上の軸対称ナヴィエ・ストークス流のスケール優臨界爆発について考察する.
これまでのところスケール優臨界爆発の可能性についてはあまり研究がなされていない. 本稿では
外部問題により全空間上の軸対称解を近似する方法を考察する. 領域 Πε を半径 ε > 0の円柱の外
部 Πε = {x = (xtan, x3) ∈ R3 | |xtan| > ε, x3 ∈ R}として,滑り境界条件の元で外部問題 (1.1)を考える.
軸対称旋回なし初期値に対しては (1.1)の時間大域解が存在し,さらに極限 ε → 0で解は全空間上
の軸対称解に近づくことが知られている [15]. 本稿では旋回がある場合の (1.1)の時間大域可解性
について報告する.

定理 1 ([1]) 任意に定数 T > 0と ε > 0を与える.

(i)（時間大域可解性）任意の軸対称旋回あり初期値 u0 ∈ H1 ∩ L2
σ(Πε), ruθ0 ∈ H1 ∩ L2(Πε),に対して

(1.1)の解 uε = vε + uθεeθ ∈ C([0,T ]; L2
σ(Πε))で

uε ∈ L∞(0, T ; H1(Πε)),

∂tuε ∈ L2(0,T ; L2(Πε)),

∇2uε ∈ L2(0,T ; L2
ul(Πε)),

(1.2)

∫
Πε

(|vε|2 + |uθε|2)dx + 2
∫ t

0

∫
Πε

(
|∇vε|2 + |∇uθε|2 +

∣∣∣∣uθεr ∣∣∣∣2)dxdt

+
2
ε

∫ t

0

∫
∂Πε
|uθε|2dHdt ≤

∫
Πε

(|v0|2 + |uθ0|2)dx t > 0
(1.3)

を満たすものが一意に存在する. ここで L2
σ(Πε)は L2-ソレノイダルベクトル空間を表し,H1(Πε)は

∇φ ∈ L2(Πε)かつ φ ∈ L2(∂Πε)となる関数 φ ∈ L1
loc(Πε)全体の空間を表す.

(ii)（方位角成分の評価）さらに ruθ0 ∈ L∞(Πε)を仮定する. このとき評価

|uθε(r, z, t)| ≤
1
r
||ruθ0||L∞ r > ε, z ∈ R, t > 0 (1.4)

が成立する.

(iii)（動径成分,垂直成分の評価）渦度場の方位角成分 Ωε = ωθε/r, ωθε = ∂zvr
ε − ∂rvz

ε,に対して評価∫
Πε
|Ωε|2dx +

∫ t

0

∫
Πε
|∇Ωε|2dxdt ≤

∫
Πε
|Ω0|2dx +

1
ε4 ||ruθ0||2L∞ ||u0||2L2 t > 0 (1.5)

が成立する.

注意 2 (i) 方程式 (1.1) の軸対称旋回あり初期値に対する時間大域可解性は, 有界領域 ΠεR = {x ∈
R3 | ε < r < R, |z| < R }の場合にザジャツコウスキ [24] ([25])により証明されている. そこではガ

レルキン近似とストークス作用素の Lp最大正則性を用いて (1.1)の時間大域解を構成している. 論

文 [1]においては (1.1)と同値な軸対称旋回なしブジネスク方程式の時間大域可解性を示し, 評価

(1.3)-(1.5)とともに (1.1)の時間大域可解性を証明した.

(ii)速度場の方位角成分の評価 (1.4)は方程式に付随するスケーリングで普遍である. 即ち,任意の

T∗ > 0に対して

uθ(r, z, t) = εuθε(εr, εz, ε
2t + T∗)



と定めると uθ は Π1 × (−T∗/ε2, 0)上定義された関数で評価

|uθ(r, z, t)| ≤ 1
r
||ruθ0||L∞ r > 1, z ∈ R, −T∗

ε2 < t < 0

を満たす. 従って速度場の方位角成分の爆発率はスケール臨界である.

(iii)速度場の動径成分,垂直成分の評価 (1.5)は,スケール臨界となる爆発率よりも少し早い. 旋回な

し初期値に対しては (1.5)の右辺第二項はゼロになり,渦度場のエネルギーノルム ||Ωε||L2(Πε)はパラ

メーター ε > 0に対して一様有界になる. これにより (1.1)の軸対称解 uε は ε → 0で R3 上の滑ら

かな解へ近づく [15]. 旋回がある場合には ||Ωε||L2(Πε)は極限 ε→ 0で非有界となる可能性があるが,

評価 (1.5)により渦度場のエネルギーノルム ||Ωε||L2(Πε) の爆発率は高々O(ε−2)程度であることがわ
かる. 領域 Πε × (0,T∗)上の (1.1)の解に対して,極限 ε → 0での渦度場のエネルギーノルムの爆発
が臨界であるとは,ある定数 Cが存在し

||Ωε||L∞(0,T∗;L2(Πε)) ≤
C

ε
3
2

ε < 1

が成立することを言う. 上の評価が満たされるとき,

Ω(r, z, t) = ε3Ω(εr, εz, ε2t + T∗)

と定めれば, ΩはΠ1 × (−T∗/ε2, 0)上定義された関数で,エネルギーノルム ||Ω||L∞(−T∗/ε2,0;L2(Πε))は εに

ついて一様有界になる. 渦度場のエネルギーノルムの爆発がスケール優臨界とは

limε→0ε
3/2||Ωε||L∞(0,T∗;L2(Πε)) = ∞

となる場合をいう. 評価 (1.5)により渦度場のエネルギーノルムのスケール優臨界爆発は遅いレー

ト 3/2 ≤ α < 2になることが従う. 即ち,任意の T∗ > 0に対して, limε→0ε
α||Ωε||L∞(0,T∗;L2(Πε)) = ∞とな

る定数 α ≥ 2は存在しない.

(iv)オイラー方程式の場合,軸対称旋回なし初期値に対する時間大域的可解性は [23]において証明

されている. 円柱領域 Π = {ε < r < R}においても軸対称旋回なしオイラー方程式の時間大域可解性
が証明されているが [3],旋回がある場合の時間大域的可解性は不明である. ホウとルオ [11]によ

る数値計算では軸対称旋回ありオイラー方程式の解は境界上爆発する可能性が指摘されている. 外

部領域 Πεにおける軸対称旋回ありオイラー方程式は半空間上の 2次元零粘性ブジネスク方程式と

もみなすことができる. 2次元零粘性ブジネスク方程式に対する 1次元爆発モデルの研究について

は [12], [7] , [8]を参照.

注意 3 最近,軸対称初期値に対するコーシー問題のスケール優臨界爆発がレイ等 [16]によって研

究されている. そこではエネルギー有界かつ ruθ0 が有界となる初期値に対して R
3 × (0,T )上の滑ら

かな軸対称旋回あり解が評価

|u(x, t)| ≤ C
| log r| 12

r2 0 < t ≤ T

を対称軸 r = 0付近で満たすことが報告されている. 定数 C は初期値にのみ依存する定数である.

証明は渦度場の方位角成分の各点評価を速度場の局所エネルギーと ruθ の L∞評価を用いて評価す

る方針である.（渦度場の方位角成分の各点評価については [18]も参照）.
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