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本講演では、Noether problem（以下 NP）と呼ばれる問題についての部分的な結果を述べる。

1 NPとは

はじめに、NPとはどのような問題であるかを説明する。K を体、Gを有限群とし、nを Gの

位数とする。K 上 n変数の有理関数体K(xg)を考えると、この体には変数を置換する形で自然に

Gが作用する。ここでK(xg)の G-不変体をとり、これをK(G)で表す。

例 1.1. G = Z/2Z =< σ >であるとき、σ : x1 7→ xσ 7→ x1 であるから K(G)の元は 2変数の入

れ替えで不変な 2変数有理式、すなわち対称式である。したがってK(G) = K(x1 + xσ, x1xσ)と

明示的に表される。(Gal(K(x1, xσ)/K(G)) ∼= Gを確かめることは容易である。)

先の例ではK(G)を具体的に書き下すことができたが、Gが少し大きくなるとK(G)を具体的

に書き下すことは一般には難しい。そこで、K(G)はK上有理的 (純超越的)か?ということを考え

る。これが Permutation Noether Problem(以下 PNP)と呼ばれるものである。

先の例では、具体的に K(G)を K に 2元を添加した形で書けたので、G = Z/2Zに対応する
PNPはK によらず肯定的である、ということになる。

この問いの答えは Gの性質のみならず K の性質にも依存し、一般に K が広い (十分に根を持

つ)ほど、多くの Gに対して肯定的な結果を持つ。また、現時点で「K(G)はK 上有理的である

がK(G)はK 上有理的でない」を満たす Gの例や、「任意のK に対してK(G)がK 上有理的で

ない」を満たす Gの例が見つかっている。ただし、私は Gの性質と結果との対応を見たいため、

以降では K は非常に良いものであるとの仮定をおく。具体的には標数を 2,3でないとし、eを G

の exponentとするとき、1の原始 e乗根はK に含まれているとする (このくらいの仮定を置けば、

今のところ、実質的にK が代数閉体である場合と同様であると考えられる。)。

なお、単にNPといった場合、より一般に、群の作用が単なる変数の置換でない場合も含むこと

があり、群 GがK(xi)(i = 1, 2, · · ·m)に対し

g(xi) =
m∑
j=1

(ρ(g))i,jxj

の形で作用する Linear NP、同様に GがK(xi)(i = 1, 2, · · ·m)に対し

g(xi) = cg,i,j

m∏
j=1

(ρ(g))i,jxj

の形で作用するmonomial NPなどがあり、それらの間には密接な関係があるが、本セッションの

対象としては主に PNPを考え、以降単に NPといった場合は PNPを指すとする。
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2 準備・主定理

NPを考えるにあたり、重要な定理が以下のものである。

定理 2.1. ρをGの忠実表現とする。ρに対応する Linear NPが肯定的ならば、Gに対するNPも

肯定的である。

一般に忠実表現をうまくとればその次数は nよりもはるかに小さくできるので、この theorem

は非常に有用である。

まず、この theoremを使うことで、Gが Abel群である場合については対応する NPはほぼ自明

に肯定的な結果が得られることが確認される (忠実表現 ρが必ず 1次既約表現の直和と同値である

から。)。この結果を受けて、感覚的に「Gの構造が Abel群に近い、つまり Gの非可換性が弱け

れば、K(G)の有理性を示すのは易しいのではないか。」という予想が立つ。ここで非可換性が弱

いという性質を数学的にどう表すかが問題になるが、先の theoremもあるので今回は「忠実表現

の次数」を非可換性を測る指標として採用する。一つ一つの既約表現因子が小さい群ほど与しやす

いであろう、という考え方である。

この方向からのアプローチに関しての一つの大きな結果が、次に記す Kang氏らの結果である。

定理 2.2. Gが 3次以下の忠実表現 ρを持つならば、対応する NPは肯定的である。

また Kang氏は Gを 2-群に限定した場合の結果として、より強い以下の定理を証明している。

定理 2.3. Gが 2-群であり 5次以下の忠実表現 ρを持つならば、対応する NPは肯定的である。

Theorem??を一般化しようというのが私の試みである。具体的には、Gの忠実表現として 3次

以下の表現の代わりに 3次以下の表現の直和まで認めて同様のことが言えないか、というもので

ある。直和になってもほぼ同じ方針で有理性が証明できるのではないか、という素朴な直感もある

だろうが、実際には表現が直和の形になっているからといってそれぞれの表現に対して不変体を求

めてその結果をうまくくっつければいい、というわけにはいかないため、先の定理の証明をなぞっ

てもうまくいかない。それに関する私の結果の一つが以下のものである。

定理 2.4. Gが 3次以下の表現の直和の形の忠実表現 ρを持ち、Gの位数偶数の元が全て ρで対角

行列に移るならば、対応する NPは肯定的である。

以降ではこの theoremの証明の概略を記す。

3 主定理の証明の概略

主定理を証明するにあたり、まず、「Gが具体的に 1つ与えられ、その有理性を証明せよとなっ

たとき、どう証明するか」という手順を明確にしよう。

その手順は、忠実表現の次数等によらず、およそ以下のようなものである。

1.忠実表現 ρをうまくとる。

2.H ◁ Gをうまくとる。

3.K(yi) = K(xi)
H となるような yi をとる。

4.K(ui) = K(yi)を満たし、G/H の ui への作用が簡単な形で表されるような ui をうまくとる。

5.Gに G/H を、xi に ui を代入する。



6.問題が十分簡単な場合 (有理性が既に示されている場合)に帰着されていれば証明完了。そうで

なければ 2.に戻る。

手順 2～5を経るたびにGの位数は小さくなっていくから、この手順が止まりさえしなければ有

理性の証明ができることになる。ところが手順 1,2,4の「うまくとる」と書いた部分には障害があ

り、これは好き勝手にとるわけにはいかない。すなわち、手順 2で都合の悪い正規部分群を選んで

しまったために手順 4で uiをうまくとれない、ということが起こりえる。通常Gが与えられてい

るときはその構造を参考にしつつ経験則に基づいてH を選び、試行錯誤的に証明を考えるのであ

るが、この選び方として「証明手順が止まらない一般的な選び方」があるのではないか、という考

え方が、証明の根本である。

まず先の証明手順で述べた 2.～6. の 1 周を「簡約化手順」と呼ぶ。そして、簡約化手順の列

{Ri}ni=1 と群・表現の性質の列 {Pi}mi=1 で以下を満たすものをとる。

(i)証明開始時点で任意の (G, ρ)は P1 を満たす。

(ii)Pi を満たす (G, ρ)に Ri が行える場合、それを行って得られる新しい (G, ρ)も Pi を満たす。

(iii)Pi を満たす (G, ρ)に Ri がそれ以上行えない場合、(G, ρ)は Pi+1 を満たす。(1 ≤ i ≤ m− 1)

(iv)Pmを満たす (G, ρ)で Rmの簡約化手順が行えないものは、定理の仮定の下では自明なものの

みである。

このリストが作られれば (このリストを作るのが証明の山であり、発想自体は別段突飛でないとい

えよう。)、それはすなわち任意の群に対し有理性を示す方法を示したことになる。そしてそれは

実際に可能である (具体的には論文を参照のこと。)。

4 今後の課題

この定理は 3-群に関する主張「Gが 3-群であり、忠実表現として 3次以下 (1次または 3次)の

表現の直和であるようなものがとれるならば対応する NPは肯定的である。」を含んでいる。そし

て証明の流れを見ると、これは p-群に一般化できるだろうという予想、すなわち、p-群に対しその

忠実表現として p次以下 (1次または p次)の表現の直和であるようなものがとれるならば対応す

る NPは肯定的であろうという予想が自然に立つ。

ただし実際に証明を試みると簡約化手順のリストを作るのが p=3のとき以外は難しく、より一

般的な手法の発見が求められるところである。

また、主定理の仮定の後半部分を外せないだろうか?という考えも自然であるが、これについて

もまだ証明できていない。(同様の方法で {Pi}mi=1 の列を改善するだけで証明するのは困難である

ように思われる。)
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