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このたびは城崎新人セミナーに参加させていただきありがとうございました. この場を借りて運

営委員の方々にお礼申し上げます.

1 はじめに

moment-angle complex ZK(D2, S1)は抽象単体複体K によって定まる,2次元球体D2と 1次元

球面 S1 の積で構成される. D2 と S1 を位相空間X とその部分位相空間 Aで置き換えたものは多

面体積 (generalized moment-angle complex) ZK(X,A)と呼ばれ,トーリックトポロジーやホモト

ピー論の分野で研究されている.本稿では多面体積の定義から始め, 以下の定理の証明を紹介する.

定理 1 (Grujić and Welker). K を [m]上の抽象単体複体とし,任意の i ∈ [m]に対して {i} ∈ K と

する.このとき,Kの Alexander dual が vertex decomposable ならば ZK(Dn, Sn−1)は球面の一点

和にホモトピー同値である.

ここで, n次元球体 Dn = {x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn | ∥x∥ ≤ 1},(n − 1) 次元球面 Sn−1 = {x =

(x1, · · · , xn) ∈ Rn | ∥x∥ = 1}とする.

2 準備

定義 1. V ⊂ [m] = {1, 2, · · · ,m}に対してK が [m]上の抽象単体複体であるとは以下をみたすこ

とである.

1. K ⊂ 2V .

2. 任意の v ∈ V に対して {v} ∈ K である.

3. σ ∈ K かつ τ ⊂ σならば τ ∈ K である.

V (K) = V をK の点集合と呼ぶ.また,σ ∈ K に対して σ ⊂ τ なる τ ∈ K が存在しないとき,σを

facetと呼ぶ.

※以後, K は [m]上の抽象単体複体を表す.
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定義 2. 位相空間の列 (X,A) = {(Xi, Ai)}mi=1 と σ ∈ K に対して

(X,A)σ = Y σ
1 × · · · × Y σ

m where Y σ
i =

{
Xi if i ∈ σ,

Ai if i ̸∈ σ.

とするとき, 多面体積 (generalized moment angle complex) ZK(X,A) を以下で定義する.

ZK(X,A) =
∪
σ∈K

(X,A)σ ⊂ X1 ×X2 × · · · ×Xm.

※任意の iに対して (Xi, Ai) = (X,A)ならば,ZK(X,A) = ZK(X,A)とかく.

定義 3. K の Alexander dual K◦ を以下で定義する.

K◦ =
{
σ ⊂ [m] | [m] \ σ ̸∈ K

}
.

Remark.

(K◦)◦ = K.

定義 4. σ ∈ K に対して

linkK(σ) :=
{
τ ∈ K | τ ∩ σ = ∅, τ ∪ σ ∈ K

}
, delK(σ) :=

{
τ ∈ K | τ ∩ σ = ∅

}
, starK(σ) :=

{
τ ∈ K | τ ∪ σ ∈ K

}
※ linkK(σ), delK(σ)を [m] \ σ上の抽象単体複体とみなす.

Remark. delK(σ) ∪ starK(σ) = K, delK(σ) ∩ starK(σ) = linkK(σ).

補題 2. v ∈ [m]

(linkK(v))◦ = delK◦(v), (delK(v))◦ = linkK◦(v)

証明　容易.

定義 5. K が vertex decomposableであるとは以下のどちらかを満たすことである.

1. K = ∅ または K = 2V (K)

2. 以下を満たす v ∈ V (K)が存在する.

(a) delK(v) と linkK(v) が vertex decomposable である

(b) linkK(v) の facet は delK(v) の facet ではない

上の vを shedding vertex という.

定義 6.

K⟨i⟩ :=
{
σ ⊂ [m] | ∃F ∈ K : facet

(
|F | ≥ i+ 1, σ ⊂ F

)}
定義 7. K が sequentially Cohen-Macaulay over Z (SCM/Z) であるとは以下を満たすこと
である.

• 任意の i ≥ 0,任意の j < i,任意の σ ∈ K に対して H̃j(linkK(σ)⟨i⟩;Z) = 0.

事実 1.

vertex decomposable =⇒ sequentially Cohen-Macaulay over Z



3 離散Morse理論

定義 8. X を compact regular CW複体とする. 有向グラフ GX = (VX , EX) を以下で定義する.

VX := {c | c : X の closed cell}, EX := {c→ c′ | c, c′ ∈ VX , c′ ⊆ c,dim(c) = dim(c′) + 1}

※ dim(c) :=胞体 cの次元, c→ c′ := (c, c′) ∈ VX × VX

VX , EX をそれぞれ有向グラフ GX = (VX , EX)の点集合, 枝集合 と呼ぶ.

Remark. ZK(Dn, Sn−1)は compact regular CW複体である.

定義 9. GX = (VX , EX)をX の有向グラフとする.

EX ⊇MX : GX の matching
Def⇐⇒ VX の任意の点はMX の枝に多くとも 1回のみあらわれる.

EMX

X := (EX \MX) ∪ {c′ → c | c→ c′ ∈MX} とする.

MX : acyclic
Def⇐⇒ EMX

X が cycle を含まない.

※ v1, v2 · · · , vn ∈ VX に対して,v1 → v2 → · · · → vn という列が v1 = vn を満たすならば,これ

を cycleという.

Crit(M) := {c ∈ VX |任意の c′ → c′′ ∈Mに対して c ̸= c′, c ̸= c′′}

Crit(M) の要素を critical cell と呼ぶ.

定理 3. X を compact regular CW複体とし,MX を GX の acyclic matchingとする.

X ≃ XMX

ここで, XMX は次元 i の critical cell c ∈ Crit(MX) を (i-1)-skeleton XMX に fMX
c で接着した

CW複体である.

※ fMX
c を定義していないが,詳しい定義は [VW]を参照.

4 主定理の証明

補題 4,5,6,7は証明を省略する.証明は [VW]を参照.以降,

ei+ =
{
(x1, x2, · · · , xi+1, 0, · · · , 0) ∈ Sn−1 | xi ≥ 0

}
ei− =

{
(x1, x2, · · · , xi+1, 0, · · · , 0) ∈ Sn−1 | xi ≤ 0

}
en• = Dn

とする.

補題 4. MDn =
{
ei+1
− → ei+ | 0 ≤ i ≤ n− 2

}
∪
{
en• → en−1

+

}
は acyclic matchingである.

1 ≤ i ≤ mに対して,

Mi =


{c→ c′ ∈ EZK(Dn,Sn−1) | c1 → c′1 ∈MDn} if i = 1,

{c→ c′ ∈ EZK(Dn,Sn−1) | c, c′ ∈ Crit(
i−1∪
k=1

Mk), ci → c′i ∈MDn} if i ≥ 2.



と定義し,

MZK(Dn,Sn−1) =

m∪
i=1

Mi

とする.このとき,以下がわかる.

補題 5. MZK(Dn,Sn−1) は acyclic matchingである.

※この補題 5により ZK(Dn, Sn−1) ≃ ZK(Dn, Sn−1)
MZK (Dn,Sn−1) がわかる.

補題 6. K を [m] 上の抽象単体複体とし, 任意の i ∈ [m] に対して {i} ∈ K とする. また,K の

Alexander dual が vertex decomposable とし,mをK◦ の shedding vertexとする.このとき,

i : ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ↪→ ZdelK(m)(D

n, Sn−1)

は零ホモトープである (i.e. i ≃ ∗).

定理 1の証明

mに関する帰納法により示す.

m=1の場合 任意の K は Alexander dual が vertex decomposable である.

Crit(MZK(Dn,Sn−1)) =

{
{e0−} if {1} ∈ K,

{e0−, en−1
+ } if {1} ̸∈ K.

である.よって,

ZK(Dn, Sn−1) ≃

{
e0− if {1} ∈ K,

e0− ∪ en−1
+ ≃ Sn−1 if {1} ̸∈ K.

よって,m = 1のときは示された.

m≥2の場合 ある Ω ⊂ [m]に対して,K◦ = 2Ω である場合,

K = {σ ∪ τ | σ ∈ ∆Ω, τ ∈ ∂∆[m]\Ω}

である.

ZK(Dn, Sn−1) ≈
m∪

i=♯Ω+1

Dn × · · · ×Dn × Sn−1

i 番目
×Dn × · · · ×Dn

である.

したがって,ZK(Dn, Sn−1) ≃ Snr−1 である.

K◦ が shedding vertex m を持つとする。

ZK(Dn, Sn−1) = colim
{
Z
delK(m)

(Dn, Sn−1)
i← Z

linkK(m)
(Dn, Sn−1)

j→ ZstarK(m)(D
n, Sn−1)

}
i, j は inclusion とする.

[m− 1]上の抽象単体複体 L に対して L は [m] 上の抽象単体複体とする. Projection lemma より,

ZK(Dn, Sn−1) ≃ hocolim
{
Z
delK(m)

(Dn, Sn−1)
i← Z

linkK(m)
(Dn, Sn−1)

j→ ZstarK(m)(D
n, Sn−1)

}
.



ここで,

Z
linkK(m)

(Dn, Sn−1) = ZlinkK(m)(D
n, Sn−1)× Sn−1

Z
K\m(Dn, Sn−1) = ZdelK(m)(D

n, Sn−1)× Sn−1

ZstarK(m)(D
n, Sn−1) = ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)×Dn

である.

補題 7. (X,A), (D,S)を CW対とし,A
i→ X,S

j→ Dはそれぞれ零ホモトープであるとする.この

とき,

hocolim
{
X × S

i×1← A× S
1×j→ A×D

}
≃ X × S

∗ × S
∨ Σ(A ∧ S) ∨ A×D

A× ∗
.

よって,

ZK(Dn, Sn−1) ≃
ZdelK(m)(D

n, Sn−1)× Sn−1

∗ × Sn−1
(1)

∨ Σ(ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ∧ Sn−1) (2)

∨
ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)×Dn

ZlinkK(m)(Dn, Sn−1)× ∗
(3)

(1) (ZdelK(m)(D
n, Sn−1)× Sn−1)/(∗ × Sn−1)

m : K◦ の shedding vertex =⇒ linkK◦(m) : vertex decomposable⇐⇒ (delK(m))◦ : vertex decomposable

より,帰納法の仮定から ZdelK(m)(D
n, Sn−1) ≃球面の一点和である. よって,

ZdelK(m)(D
n, Sn−1)× Sn−1 ≃球面の一点和× Sn−1.

よって、

(ZdelK(m)(D
n, Sn−1)× Sn−1)/(∗ × Sn−1) ≃球面の一点和.

(2) Σ(ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ∧ Sn−1)

m : K◦ の shedding vertex =⇒ delK◦(m) : vertex decomposable⇐⇒ (linkK(m))◦ : vertex decomposable

より,帰納法の仮定から,ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ≃球面の一点和である. よって,

Σ(ZlinkK(m)(D
n, Sn−1) ∧ Sn−1) ≃球面の一点和.

(3)
ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)×Dn

ZlinkK(m)(Dn, Sn−1)× ∗
ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)×Dn

ZlinkK(m)(Dn, Sn−1)× ∗
= colim

{
∗ ← ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)× ∗ 包含写像→ ZlinkK(m)(D
n, Sn−1)×Dn

}
≃ hocolim

{
∗ ← ZlinkK(m)(D

n, Sn−1)× ∗ 包含写像→ ZlinkK(m)(D
n, Sn−1)×Dn

}
≃ ∗
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