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1 導入

次のポテンシャル付き非線形 Schrödinger方程式の初期値問題を考える.{
i∂tu = −∆u+ V (x)u+ β(|u|2)u (t, x) ∈ R× Rd,

u(0, x) = u0(x) x ∈ Rd.
(NLS)

ここで∆ = ∂2
x1

+ · · ·+ ∂2
xd
は Laplacian, V : R → Rと β : R → Rは既知関数, u0 : Rd → Cは初

期関数, u : R×Rd → Cは未知関数である. (NLS)は物理学において様々な非線形波動現象を記述

する際に現れる. 典型的な例としては, β(s) = λs (λ ∈ R) のとき, (NLS)は光ファイバー中の光波

の伝播を表す方程式として広く用いられている. また, 量子力学においては Bose-Einstein凝縮し

ている粒子の時間発展を記述する方程式 (Gross-Pitaevskii 方程式) として知られている.

(NLS)を, Sobolev 空間H1(Rd)に値をとる連続関数の空間 C(Rt,H
1(Rd

x))で考える. (NLS)の

非自明な解であって u(t, x) = eiωtϕω(x) (ϕω ∈ H1(Rd)) と書かれるものを定在波解という. ここ

で ω > 0は実数のパラメータである. さらに, 定在波解のうち作用汎関数

Sω(u) =

∫
Rd

(
|∇u(x)|2 + V (x)|u(x)|2 +B(|u(x)|2) + ω|u(x)|2

)
dx

を最小化するものを基底状態という. ただしB(s) =
∫ s

0
β(s′) ds′とおいた. V と βに関する適切な

仮定のもとで, ωについて滑らかな基底状態の族が存在することが知られている [1][6].

基底状態が存在するとき, その基底状態が “安定”かどうかという問題が自然に現れる. 安定な状

態は, 物理的には実際に観測できる状態であると解釈できるので, 安定性の問題は数学的な興味の

みならず物理的・工学的にも重要な意味を持つ. 安定性の概念の一つに軌道安定性と呼ばれるもの

がある. 基底状態 eiωtϕω が軌道安定であるとは, 任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が存在して

inf
γ∈S1

∥∥u0 − eiγϕω

∥∥
H1 < δ ⇒ inf

γ∈S1

∥∥u(t)− eiγϕω

∥∥
H1 < ε (t > 0)

となることを言う. ここで, u(t)は初期関数 u0 に対する (NLS)の解である. 基底状態の軌道安定

性については, 1980年代以降, 盛んに研究されており [2][6], 特に d ∥ϕω∥2L2 /dω > 0が軌道安定性

のための良い十分条件として知られている [10].

軌道安定性の研究からしばらくして, 基底状態に近い初期関数に対する (NLS)の解は t → ∞に
おいて基底状態と漸近自由な項との和のようにふるまうことが Soffer-Weinstein[8] により示され
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た. この意味での安定性を漸近安定性という. これは, 軌道安定性より精密な結果である. Soffer-

Weinstein の結果では, 基底状態の周りでの線形化作用素の固有値の分布に対して制約があった. 最

近になって, この制約は Cuccagna-Mizumachi[5], Cuccagna[3][4] などにより緩められ, 漸近安定

性の成立のための一般的な条件が知られるようになった. ポスターセッションでは, Cuccagna[3]

による漸近安定性の結果を発表者の研究経過を交えて紹介した.

2 主定理と証明の概略

Cuccagna[3] による漸近安定性の定理を述べ, その証明の概略を記す. 定理の主張を述べるにあ

たり, いくつかの仮定を置く.

(A) V と β に関する仮定

(A-1) β ∈ C∞(R, R), β(0) = 0.

(A-2) ある p ∈ (1, 5)が存在して, すべての k ∈ N ∪ {0}とある Ck > 0に対して∣∣∣∣ dkdsk
β(s2)

∣∣∣∣ ≤ Ck |s|p−k−1
(|s| ≥ 1)

が成り立つ.

(A-3) V ∈ C∞(Rd,R). また,すべての多重指数α ∈ (N∪{0})3に対して,あるCα > 0, aα > 0

が存在して |∂α
xV (x)| ≤ Cαe

−aα|x| が成り立つ.

(B) ある開区間 O(⊂ (0,∞))と基底状態の族 {ϕω}ω∈O ⊂ H1(Rd, R)が存在する. さらに, 写像

O ∋ ω 7→ ϕω ∈ H1 は C1 級であって, すべての ω ∈ Oに対して d ∥ϕω∥2L2 /dω > 0が成り立

つ. (軌道安定性の十分条件)

(C) 線形化作用素のスペクトルに関する仮定

(C-1) Hω を基底状態の周りの線形化作用素とする. 厳密な定義は定理 1の証明の概略を参照.

Hω の持つ対称性から, 0はHω の固有値であって, Hω の固有値は虚軸について対称に

分布することが証明できる. Hω の固有値は有限個であって, すべて実数であると仮定

する. 正の固有値を λ1(ω), . . ., λm(ω) (0 < λ1(ω) ≤ · · · ≤ λm(ω) < ω), m ∈ N ∪ {0}
とおく. O上, 固有値の多重度は一定であると仮定する. さらに, 各 j ∈ {1, 2, . . . , m}
に対して, ωに依らないNj ∈ Nが存在して

Njλj(ω) < ω < (Nj + 1)λj(ω)

がすべての ω ∈ Oに対して成り立つと仮定する. N ··= N1 とおく.

(C-2) 多重指数 µ = (µ1, . . . , µm) ∈ Zm が |µ| ≤ 2N + 3 を満たすならば, µ · λ(ω) ̸= ω.

(C-3) 固有値の相異なる部分列 (λjl(ω))
k
l=1 ⊂ (λj(ω))

m
j=1, λj1(ω) < · · · < λjk(ω) と |µ| ≤

2N + 3を満たす多重指数 µ = (µ1, . . . , µk) ∈ Zk に対して

µ1λj1(ω) + · · ·+ µkλjk(ω) = 0 ⇐⇒ µ = 0

が成り立つ.

(C-4) L+ ··= −∆+V +ω+β(ϕ2
ω)+2β′(ϕ2

ω)ϕ
2
ωはただ 1つの負の固有値を持ち, KerL+ = {0}.



(C-5) Hω は 0, ±iλj (j = 1, . . ., m)以外に固有値を持たない. また, ±ωはHω のレゾナンス

ではない. ここで, ±ωがHω のレゾナンスであるとは, ある F ∈
∩

S>1/2 L
2,−S \L2が

存在して, 方程式HωF = ±ωF が超関数の意味で満たされることをいう.

(D) Fermiの黄金律 (3)が成立.

定理 1 (Cuccagna[3]). d ≥ 3 とし, (A)-(D) を仮定する. このとき, ある ε0 > 0 が存在して,

ε ··= infγ∈S1 ∥u0 − eiγϕω∥H1 < ε0 なる初期関数 u0 ∈ H1(Rd) に対して, ある ω± = ω + O(ε),

θ(t) ∈ C1(R,R), h± = O(ε) ∈ H1(Rd)が存在して

lim
t→±∞

∥u(t)− eiθ(t)ϕω± − eit∆h±∥H1 = 0

が成り立つ.

注意 2. 上記の仮定についていくつかの補足を述べる.

• (B)の ω 7→ ϕω の滑らかさに関する仮定は, 多くの場合に実際に成り立つことが証明されて

いる [7, Theorem 18].

• (C-2), (C-3)は非共鳴条件と呼ばれ, 定理 1の証明において Birkhoffの定理を適用する際

に本質的に用いられる.

• (C-4)について, L+ が唯一つの負固有値を持つという条件は, 線形安定な束縛状態 (bound

state)が基底状態のみしかないことを意味している. L+が二つ以上の負固有値を持つ場合に

ついては Tsai[9] による結果が知られている.

• (C-4)について, KerL+ = {0}の仮定は (NLS)が並進対称性を持たないことに関係してい

る. V ≡ 0の場合にはこの仮定は満たされず, 移動する基底状態が現れる. この場合にも定理

1に対応する結果が成り立つことが, 最近, Cuccagna[4]によって証明された.

証明の概略. 証明には Hamilton 系の理論が用いられる. 証明は大きく 4 つのパートに分かれる.

証明の第 1 段では, (NLS)の解 uとその複素共役 uをペアにして, (NLS)を次の発展方程式系と見

なす.

i∂tU =

(
1 0

0 −1

)
(−∆U + V (x)U + β(|U |2)U). (NLS-2)

ここで U ··= (u, u)T と置いた. これは

H(u) ··=
∫
R3

(
|∇u(x)|2 + V (x)|u(x)|2 +B(|u|2)

)
dx

を Hamiltonianとする Hamilton系である. 次に, (NLS-2)を基底状態 Φω ··= (ϕω, ϕω)
T の周りで

線形化する. 線形化作用素Hω は

Hω ··= (−∆+ V + ω + β(ϕ2
ω) + β′(ϕ2

ω)ϕ
2
ω)

(
1 0

0 −1

)
+ β′(ϕ2

ω)ϕ
2
ω

(
0 1

−1 0

)

と表される.

第 2 段では, Hω のスペクトル分解を用いて (NLS-2)の解の空間に座標を入れる. まず ω0 > 0

を ∥ϕω0
∥L2 = ∥u0∥L2 となるように取り固定する. 仮定 (B)より, ε0 > 0を十分小さく選ぶと, こ

のような ω0 はただ一つ存在することが分かる. 仮定 (C-1)より, Hω のスペクトルは

σ(Hω) = {0, ±λ1(ω), . . . , ±λm(ω)} ∪ σc(Hω), σc(Hω) = (−∞,−ω] ∪ [ω,∞)



と表される. また, 仮定 (B)を用いれば, 固有値 0は非単純であって, その Jordan chain の長さは

2 であることが証明できる. 従って, L2(Rd)をHω の連続スペクトル成分へ射影した空間を L2
c(ω)

と書くと,

L2(Rd) = gKer(Hω)⊕

⊕
±

m⊕
j=1

Ker(Hω ∓ λj)

⊕ L2
c(ω)

なる分解を得る. これを用いて, (NLS-2)の解 U(t)を

U(t) = exp

(
iθ(t)

(
1 0

0 −1

))Φω(t) +
m∑
j=1

(
zj(t)ξj + zj(t)

(
0 1

1 0

)
ξj

)
+ Pc(ω(t))f(t)

 (1)

と分解する. ここで, ξj は λj の固有関数,

(
0 1

1 0

)
ξj は−λj の固有関数, f(t) ∈ L2

c(ω0)である. ま

た, ω(t), θ(t)はある実数値関数であって, (1)において gKer(Hω)の項が現れないという条件から

定められる. 基底状態の近傍における ω(t), θ(t)の一意存在は陰関数定理によって保障されている.

さらに, Pc(ω)はL2からL2
c(ω)への射影作用素であって, ωと ω0が十分近いとき, Pc(ω)はL2

c(ω0)

から L2
c(ω)への同型写像となる. (1)により, ω(t), zj(t), f(t) の漸近挙動について次の 3 つの主張

が示されれば, 定理の証明が完了する.

(i) limt→±∞ ω(t) = ω±.

(ii) t → ±∞のとき, f(t)はある自由 Schrödinger方程式の解に漸近する.

(iii) limt→±∞ z(t) = 0.

(i)は (iii)の系として得られるので, (ii)および (iii)の証明が目標である.

第 3 段では, 第 2 段で得られた座標系 (θ, ω, zj , f)に対し座標変換を施し, Hamiltonianを扱い

やすい形に変換する. このステップは 2 つの段階からなる. まず, Darboux の定理を用いて基底状

態のある近傍で正準共役な座標変数を得る. 次に, 得られた正準共役な座標に対して Birkhoff の定

理を適用する. これは, Hamiltonian が次の 3 つの項の和で表されるような正準変換の存在を主張

するものである.

• Birkhoff 標準形と呼ばれる, z1, . . . , zm に関するある多項式

• f について 2 次の項

• z, f について十分次数の高い剰余項

第 4 段で (ii) と (iii) を証明する. (ii) は Strichartz 評価を用いる良く知られた手法で示され

る. (iii) を示すのが問題である. 第 3 段で得られた Hamiltonian の標準形の表示を用いると,

z(t) ··= (z1(t), . . . , zm(t))について閉じた, 次の微分方程式が得られる.

d

dt

m∑
j=1

λj(ω0)|zj(t)|2 = −2
∑
r>ω0

rℑ

⟨
R+

Hω0
(r)G(z),

(
1 0

0 −1

)
G(z)

⟩
L2

+ (higher order terms).

(2)

ここで, R+
Hω0

(r) ··= limε↘0(Hω0 − r)−1 はレゾルベントの境界値, G(z) ··=
∑

λ(ω0)·α=r z
αGα,

λ(ω0) ··= (λ1(ω0), . . . , λm(ω0))であって, Gαは Hamiltonian の Birkhoff 標準形に現れる C2-値の

関数である. また, (2)の rについての和は ω0とN に依存して決まるある有限集合をわたる. ここ

で, (2)の右辺について, ある正の定数 Γが存在して次の不等式が成立することを仮定する.∑
r>ω0

rℑ

⟨
R+

Hω0
(r)G(z),

(
1 0

0 −1

)
G(z)

⟩
L2

≥ Γ
∑

λ(ω0)·α>ω0

|zα|2 . (3)



この不等式を Fermiの黄金律と呼ぶ. この仮定のもとで, (2)より zj(t)の t → +∞における減衰
が従う. (NLS)の時間反転に関する対称性から t → −∞における減衰も示される. 以上により定

理が示された.

注意 3. Fermi の黄金律 (D) は generic には成立することが知られている [3, Remark 10.6][4,

Remark 13.13]が, 具体的にどのような場合に成立するのかは, 発表者の知る限りまだよく分かっ

ていないようである. Hω の正の固有値がすべて単純なとき, (3)は見かけ上より弱い条件

ℑ

⟨
R+

Hω0
(r)G(z),

(
1 0

0 −1

)
G(z)

⟩
L2

> 0 (z ∈ Cm \ {0})

と同値である. この条件は suppG1 (G = (G1, G2)
T) が ±

√
r − ω0 を含むかどうかに関係してい

ることが最近の計算で分かった.
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