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1 導入

n× n自然数行列M = (mij)1≤i,j≤nから行和、列和、主対角成分の和からなる 2n+1-次元自然

数ベクトルをとる写像

πdiag : Mn(N) → N2n+1 M 7→ (r1(M), . . . , rn(M), c1(M), . . . , cn(M), d(M))

を考える。ただし、

ri(M) = mi1 + · · ·+min

cj(M) = m1j + · · ·+mnj

d(M) = m11 + · · ·+mnn

である。この写像の像 Im(πdiag)は (i, j)-行列単位 Eij の像 ei,j = πdiag(Eij)から生成される半群

である。つまり、An = {ei,j |1 ≤ i, j ≤ n}とすると、Im(πdiag) = NAnが成り立つ。(講演で話し

た『配置行列』Anとは、列ベクトル ei,j を (1, 1), (1, 2), . . . , (1, n), (2, 1), . . . , (n, n− 1), (n, n)

の順に並べたものである。) このように、自然数行列から行和、列和、主対角和をとることを『主

対角和モデル』と呼ぶ。今回はこの主対角和モデルに関するトーリック環Rn := C[NAn]とその正

規化との差について考察した。

一般に L ⊂ {(i, j) | i = 1, · · · .m, j = 1, · · · , n}をm × nを自然数行列の成分の部分集合とす

る。上と同様にm× n自然数行列の行和、列和、Lに含まれる成分の和から半群 NAL を定義し、

RL = C[NAL]を半群環、IL を AL から定まるトーリックイデアルとしたとき、次が成り立つ。

Theorem 1.1 (大杉-日比 (2009)[1]) 次は同値である。

(i) IL は quadraticな二項式で生成される。

(ii) IL は squarefreeなイニシャルイデアルを持つ。

(iii) IL は quadraticな Gröbner基底を持つ。

(iv) RL は normalである。

(v) RL は Koszulである。
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(vi) Lは 2× 2 block diagonal であるか、triangularのいずれかである。

ただし、L ⊂ {(i, j) | i = 1, · · · .m, j = 1, · · · , n}に対して、

• Lが 2× 2 block diagonalとは、ある自然数 r, cが存在して、

L = {(i, j) | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ c} ∪ {(i, j) | r + 1 ≤ i ≤ m, c+ 1 ≤ j ≤ n}

となるときにいう。

• Lが triangularとは、

(i, j) ∈ L ⇐任意の 1 ≤ i′ ≤ i, 1 ≤ j′ ≤ j に対して (i′, j′) ∈ L

を満たすときにいう。

定理 1.1で (iv)と (vi)が同値になるのが今回のポイントである。以上から主対角和モデルのとき

にはトーリック環が正規でないということがわかる。

2 準備

上の問題を考察する際、「半群環における正規化との差」と「半群における正規化との差」は一

対一に対応する。そして、半群環より半群における正規化との差を計算する方が簡単である。よっ

て、半群での正規化との差について計算する。ここではそのために必要な道具を定義する。

d, nを正の整数、A := {a1, · · · ,an} ⊂ Zdとする。S := NAをAから生成される半群、C := R≤0A

を Aから生成される coneとする。

半群 Sの正規化を S̃ := C ∩ ZAと定義する。これは、「cone C 内の Aによって生成される格子

点全体」のことである。S = S̃ を満たす時、半群 S は正規であるという。(S が正規であることと

半群環 C[S]が正規であるということは同値である。)S が正規でないとき、Holes(S̃) := S̃\S を
(S̃ の)Holesという。

Holes(S̃)について考える際、まず次の Hilbert Basisという集合を求める。

Definition 2.1 半群 S が正規でない時、次を満たす {0} ̸= H ⊂ S̃ が存在する。

S̃ = ∪h∈H(h+ S)

これを満たす Hのうち、包含関係に関して極小となるものを (S̃ の)Hilbert Basisと呼ぶ。

この Hilbert Basisを計算するときに、C の facetを求めると便利である。

Definition 2.2 τ を C の facet(余次元 1の面)とするとき、次の条件

(1) fτ (C) ≥ 0

(2) fτ (τ) = 0

(3) fτ (ZA) = Z

を満たす線形形式 fτ を τ の primitive integral support functionという。



この primitive integral support functionは任意の facetに対して一意に定まる。

Example 2.3

A = (a1,a2,a3) =

(
1 1 1

0 2 3

)
とおく。このとき、R≥0Aの facetは

{τ1 = R≥0a1, τ3 = R≥0a3}

であり、各 facetに対応する primitive integral support functionは s = (s1, s2)として

fτ1(s) = s2, fτ3(s) = 3s1 − s2

である。また、(R≥0A ∩ ZA) \ NA = {(n, 1) |n ∈ Z, n ≥ 1}となるので、R≥0Aの Hilbert Basis

はH = {0, (1, 1)}である。

3 主結果

以下では、講演内で話すことのできなかった証明に至る流れを含めて書く。以下、n ≥ 3, Sn :=

NAn, Cn = R≥0An, S̃n := Cn ∩ ZSn とする。

3.1 facetの計算

まず n = 2のときは容易に計算できて、Cnの primitive integral support functionは次のように

なる。

F2 := {r1 − c2 + d, r2 − c1 + d, r1 + c2 − d, r2 + c1 − d}

この結果から、次の集合が Cn の primitive integral support functionであると推測した。

Fn =

rk, ck, d,
∑
i∈I

ri +
∑
i/∈I

ci − d,
∑
i̸=k

ri − ck + d

∣∣∣∣∣ I ⊊ {1, . . . , n}, I ̸= ∅,
k = 1, . . . , n


これは以下のとおり正しい。

Theorem 3.1 f ∈ Fn ⇔ f は Cn の primitive integral support function.

証明の際、次の補題が重要な役割をする。

Lemma 3.2 F ij
n := {f ∈ Fn|f(ei,j) > 0}とおき、e ∈ Cnに対してαi,j(e) := min

{
f(e)

f(ei,j)
|f ∈ F ij

n

}
とおく。

このとき、 
αn,n(e) = 0

αn,i(e) = 0 (i = 1, . . . , n− 1)

αi,n(e) = 0 (i = 1, . . . , n− 1)

⇔ rn(e) = cn(e) = 0

が成り立つ。



証明のアウトラインは次のとおりである：n × n 正方行列から第 n 行、第 n 列を取り除く操

作をしたとき、その前後で S の形が主対角成分で保たれることを用いて、帰納法によって示す。

∀f ∈ Fn, f(e0) ≥ 0を満たす e0 ∈ R2n+1 に対して、e1 = e0−αn,n(e0), e2 = e1−αn,n−1(e1), · · ·
と帰納的に定めると、en は αn,i(en) = 0 (i = 1, . . . , n) を満たす。よって、補題から rn(en) =

0 となる。さらに、en+1 = en − αn−1,n(en), en+2 = en+1 − αn,n−2(en+1), · · · と帰納的に定
めると、e2n+1 は αi,n(e2n+1) = αn,i(e2n+1) = 0 (i = 1, . . . , n) を満たす。よって、補題から

rn(e2n+1) = cn(e2n+1) = 0 となる。このことから e2n+1 を R2n−1 の元とみなせる。さらに、

∀f ∈ Fn−1, f(e2n+1) ≥ 0を満たすことも示せる。以上から、n = 2のときに帰着される。

3.2 Hilbert Basisの計算

次に Hilbert Basisの計算をする。Hn の定義から、

Hn =

{
e ∈ ZSn

∣∣∣ f(e) ≥ 0 (∀f ∈ Fn),

∀i, j, ∃f ∈ Fn, s.t. f(e− ei,j) < 0

}

となる。

Theorem 3.3 n ≥ 3のとき、ai,j ∈ S̃n (i < j)を
rk(ai,j) = ck(ai,j) = 1 (k = i, j)

rk(ai,j) = ck(ai,j) = 0 (k ̸= i, j)

d(ai,j) = 1

として定める。このとき、

Hn = {ai,j | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {0}

である。

ai,j ∈ Hnは直接計算して示す。これ以外にHilbert Basisがないことを示すときには ai,j各 facet

上、及び Cn の内部に ∀i, j, ∃f ∈ Fn, s.t. f(e − ei,j) < 0を満たす点が存在しないことを計算し

て示した。

3.3 Holesの計算

最後に Holesを計算する。ei,j , ai,j について

2ai,j ∈ Sn, ai,j + ei′,j′ ∈ Sn (i′ ̸= j′, (i′, j′) ̸= (i, j), (j, i))

が成り立つ。このことから、Holesは

Fij = R≥0ei,i + R≥0ej,j + R≥0ei,j + R≥0ej,i,

Fdiag =
n∑

k=1

R≥0ek,k

とするとき、
∑

1≤i<j≤n(aij + (Fij ∩ZAn)) + (aij + (Fdiag ∩ZAn))に含まれることがわかる。さ

らに、次が示せる。



Theorem 3.4

Holes(S̃n) =
∑

1≤i<j≤n

(aij + (Fij ∩ ZAn)) + (aij + (Fdiag ∩ ZAn))

が成り立つ。

4 concluding remarks

講演内でも話したが、facetの計算の証明法は「第 n行、第 n列を取り除く操作をした際、形が

保たれる」L ⊂ {(i, j) | i = 1, · · · .m, j = 1, · · · , n}に対しても同様に使えることが予測される。
特に補題 3.2は証明の鍵になるだけでなく、さらに一般の Lでも似たような形で成り立つのではな

いか…というのが私の予想である。また、Hilbert Basisの計算方法も同じように拡張ができそう

だと考えられる。

紙面の都合で書くことができなかったが、今回の結果の応用として facetや Hilbert Basisを用

いて超幾何多項式

ΦAn,β(x) :=
∑

u∈Nn,Anu=β

1

u!
xu

(ただし u! = u1! · · ·ud!)の生成微分作用素を計算したり、Holesを用いてRnの局所コホモロジーに

ついて調べることができる。前者については [2]に詳しく書かれているので、こちらを読むとよい。
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