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概 要

本稿では, 筆者の修士論文の結果について, 講演内容に沿ってより詳しい解説をします. 講演
で話した主な結果は二つでした. 二つはどちらも局所ミラー対称性における混合 Frobenius多様
体の構成定理であり, どちらも混合 trTLEP 構造から混合 Frobenius 多様体を得る一般論に基
づいています. 本稿では特にこの一般論の説明に重点をおいて解説します.

1 研究の背景

まず, 研究の背景について説明します. 筆者の結果は局所ミラー対称性予想に関するものですが,

局所ミラー対称性はミラー対称性予想の一つの variantにあたるものです. そこで, まずミラー対

称性について解説したあと, 局所ミラー対称性における研究背景に入ります.

1.1 ミラー対称性とFrobenius多様体

ミラー対称性予想という物理学の弦理論に端を発する予想があります. これは, Aモデルと Bモ

デルと呼ばれる二つのモデルの等価性を主張するもです. この等価性に基づいて, Aモデル側の射

影的 Carabi-Yau多様体 X の有理曲線の数え上げ (Gromov-Witten不変量の計算)問題を Bモデ

ル側のCarabi-Yau多様体 X̂ における Picard-Fuchs型の微分方程式 (Hodge構造の変動)を用いて

計算するという結果が示されて, 数学者に衝撃を与えました.

この結果は, 有理曲線の数え上げ問題という未解決の難問が (ある場合に)解決されたというだけ

でなく, 次の二つの点で非自明であったと言えます.

1. 多様体X の性質が異なる多様体 X̂ の性質を用いて記述される点.

2. シンプレクッティック幾何学的性質が複素幾何学性質を用いて記述される点.

この非自明な対応に数学的な説明を与えることがミラー対称性において重要な問題となります.

そのために, ミラー対称性予想は様々な形で定式化され, 多くの例について予想が正しいことが証

明されています. しかし, 一般的な形での定式化や証明からは遠く, また, 様々な定式化たちの間の

関係も未解決のものが数多くあります.

これら様々な定式化のうちの一つに, Frobenius多様体による定式化があります. まず, Aモデル,

Bモデルのそれぞれにおいて, Frobenius多様体FA,FB を構成します. このとき, Aモデルにおい

てはX のシンプレクッティック幾何学的性質 (Gromov-Witten不変量)を用いて, Bモデルにおい

ては, X̂ の複素幾何学的性質 (Hodge構造の変動)を用いて, Frobenius多様体を構成します. そし
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て, ミラー対称性予想を, Frobenius多様体の同型FA ≃ FB として定式化します. 二つの異なる幾

何学から同じ種類の構造を取り出し, その構造の間の同型として予想が定式化されたことに注目し

てください.

Frobenius多様体によって定式化されたミラー対称性予想についても, 弱 Fanoトーリック多様

体の場合など多くの場合に予想が証明されています ([8]).

1.2 局所ミラー対称性と混合Frobenius多様体

局所ミラー対称性は, ミラー対称性の「非コンパクト版」にあたります. つまり, Aモデルに現

れる Carabi-Yau多様体 X が (局所 Carabi-Yauと呼ばれる)非コンパクトな多様体である場合の

ミラー対称性が局所ミラー対称性です.

局所ミラー対称性については, Chiang-Klemm-Yau-Zaslow[2]が, 数学的な解釈とそれを用いた

計算例を与えました. 通常のミラー対称性と同様, 計算の背景にある構造を求めることが次の目標

になります.

Konishi-Minabeは, [7]において局所 Bモデルの計算の背後に相対コホモロジーの定める混合

Hodge構造の変動があることを見抜きました. この観察に基づいて, 彼らは Frobenius多様体を一

般化した混合 Frobenius多様体を導入し, 局所ミラー対称性は混合 Frobenius多様体の同型として

定式化できるだろうと予想しました ([5]).

実際, Konishi-Minabeは [5, 6]において, 局所 Gromov-Witten不変量を用いて局所 Aモデルに

おける混合 Frobenius多様体を構成しました. 一方で, 局所 Bモデルにおける混合 Frobenius多様

体の構成はなされていませんでした.

したがって, 次の課題は局所 Bモデルにおける混合 Frobenius多様体の構成, 及び (構成された

ものとして) 二つの混合 Frobenius多様体の同型を証明することになります.

2 主結果

筆者の修士論文における主な結果の一つは, 局所 Bモデルにおける混合 Frobeniu多様体を (あ

るデータを加味することで) 構成したことです (定理 2.6).

概要でも述べたように, この結果は一般に混合 trTLEP構造という構造から混合 Frobenius多様

体を構成する定理 (定理 2.4. 以下, これを構成定理と呼びます.)を局所 Bモデルの場合に適用す

ることで得られます. 以下では, まず, 混合 Frobenius多様体とこの混合 trTLEP構造の定義を述

べ, 構成定理の主張を与えます. その後, 構成定理をどのように局所 Bモデルに適用するかを説明

します.

講演では, 局所 Aモデルにおける Konishi-Minabeの構成した混合 Frobenius多様体を, この構

成定理を用いて再構成する結果についても話しました. この結果の説明は紙数の関係でここでは割

愛します.

2.1 混合Frobenius多様体の構成定理

まず, 混合 Frobenius多様体の定義を説明します. 複素多様体M に対して, OM をM 上の正則

関数のなす層, ΘM を正則接ベクトル束, Ω1
M を正則余接束とします. また, ベクトル束とそれが定

義する OM 局所自由層を同一視します.



定義 2.1 ([5, 6]). 複素多様体M上の混合Frobenius構造とは,次の以下の組F = (◦, e,∇, E,W, g)

であって, いくつかの条件をみたすものである.

• M の正則接ベクトル束 ΘM 上の可換な積 ◦とその単位元切断 e ∈ Γ(M,ΘM ),

• 捩れのない (torsion free)平坦接続∇ : ΘM → ΘM ⊗ Ω1
M ,

• 正則ベクトル場 E ∈ Γ(M,ΘM ) (Eulerベクトル場と呼ばれる),

• 可換OM 代数 (ΘM , ◦)のイデアルからなる部分ベクトル束のなす増大列W = (Wk | k ∈ Z),

• 部分商 GrWk ΘM = Wk/Wk−1 上の非退化対称形式の列 g = (gk | k ∈ Z).

複素多様体M とその上の混合 Frobenius構造の組 (M,F )を混合 Frobenius多様体と呼ぶ. (組

(M,F )も単にF と書く.)

混合 Frobenius多様体の定義は, W が自明なフィルターのとき, Frobenius多様体の定義に対応

しています. 混合 Frobenius構造のみたすべき条件のうち, 後の説明に必要な部分を説明します.

P1
λを複素射影直線, λを非斉次座標とします. また, p : P1

λ ×M → M を自然な射影とします. 引

き戻し p∗ΘM 上の有理型接続 ∇̂を次のように定義します.

∇̂ := ∇+
1

λ
C −

( 1

λ
CE +∇•E

)dλ
λ
. (2.1)

ここで, C は Cxy := −x ◦ y (x, y ∈ ΘM )で定まる ΘM 上の Higgs場で, 右辺では pによる引き戻

しを省略しています.

混合 Frobenius構造の条件の一つは, 式 (2.1)で定義される接続 ∇̂が平坦であることです.

次に, 混合 trTLEP構造の定義を説明します.

定義 2.2. 複素多様体M 上の混合 trTLEP構造とは, 次の組 T = (H, ∇̃, W̃ , P )であって, いくつ

かの条件をみたすものである.

• P1
λ ×M 上の正則ベクトル束H であって, 随伴射 p∗p∗H → H が同型であるもの,

• H 上の有理型平坦接続 ∇̃であって, {0,∞}×M にのみ, ある種の特異性を持つもの,

• H 上の ∇̃不変な部分束からなる増大列 W̃ = (W̃k | k ∈ Z),

• GrW̃k H 上の (−1)k 対称なペアリングの列 P = (Pk | k ∈ Z).

ここで, 正則写像 f : M0 → M1 にと, M1 上の混合 trTLEP構造に対して引き戻し f∗T が定義
できることに注意しておきます. 次の補題は, 比較的容易に証明できます.

補題 2.3. F を混合 Frobenius多様体とする. このとき, 混合 trTLEP構造 T (F )が自然に誘導さ

れる.

特に, T (F ) = (H, ∇̃, . . . )と書いたとき, H := p∗ΘM , ∇̃ = ∇̂(式 2.1参照)です.

一方で, この逆は一般には成り立ちません. つまり, 複素多様体M 上の任意の混合 trTLEP構

造から, M 上の混合 Frobenius構造が構成できるわけではありません. 例えば, 混合 trTLEP構造

T = (H,∇, . . . )で, H の階数がM の次元と一致していないときなどが自明な反例となります. ま

た, 補題 2.3で実は混合 Frobenius多様体の単位元切断 eの情報が落ちていることも注意しておき

ます.



混合 Frobenius多様体の構成定理とは, H の階数がM の次元より高い場合に, 単位元 eにあたる

情報を付加することで, M を (局所的に)「開折」した多様体 M̃ 上に混合 Frobenius構造が構成で

きることを主張する定理です.

定理 2.4. 1 複素多様体の芽 (M, 0)上の混合 trTLEP構造 T = (H,∇,W, P )に対して, H の大域

切断 ξが「ある条件」をみたすとする. このとき, 次の組 (F , ι, i)が同型を除いて一意的に存在する.

1) 混合 Frobenius多様体 (の芽)F = ((M̃, 0), ◦, e,∇, E),

2) 埋め込み ι : (M, 0) ↪→ (M̃, 0),

3) 混合 trTLEP構造の同型 i : T ∼−→ ι∗T (F )であって, ξが eに対応するもの.

条件 3より, H の階数が (M̃, 0)の次元と一致すること, したがって (条件 2より)(M, 0)の次元

より大きいことがわかります. また, ξが単位元にあたる情報になっています.

2.2 局所Bモデルへの応用

次に, 定理 2.4の局所 Bモデルへの応用について説明します. まず, 複素多様体の芽 (M, 0)上の

次数付き偏極可能な混合 Hodge構造の変動H = (VQ, F,W )を考えます. ここで, VQは Q上の局
所系, F は Hodgeフィルター, W はウェイトフィルターを表します. このとき, 次の補題が成り立

ちます.

補題 2.5. H = (VQ, F,W )を上で定義した混合 Hodge構造の変動, U を F に対する相反フィル

ター (opposite filtration), 次数付き偏極 S = (Sk | k ∈ Z) を固定するごとに, 混合 trTLEP構造

T (H , U, S)が自然に構成される.

構成は Rees constructionと呼ばれる構成法でなされます. また, T (H , U, S)に対する定理 2.4

の「ある条件」を, H に対する条件として書き直すことができます.

さて, 局所 Bモデルの設定に入ります. (ここでは, 2次元の場合に限りますが, 適切な仮定のも

とで一般の次元にも拡張できます.) ∆を 2次元反射的整多面体とします. (C∗)2 の∆によって定

まるある種のアフィン超曲面のなすモジュライ空間をM(∆)とします. (M(∆)の構成法は, [1]参

照.) また, 各点 [F ] ∈ M(∆) に対し, VF ⊂ (C∗)2 を対応するアフィン超曲面とします.

M(∆)の安定でなめらかな点 [F0]を固定すると,相対コホモロジーH2((C∗)2, VF ), ([F ] ∈ M(∆))

に定まる混合Hodge構造から, 芽 (M(∆), [F0])上に混合Hodge構造の変動H∆が定まります. 補

題 2.5と構成定理 2.4によって混合 Frobenius多様体が得られます.

定理 2.6. H∆の次数付き偏極 S, 相反フィルター U および「ある条件」をみたす切断 ξを固定す

る. このとき, 次の組 (F , ι, i)が同型を除いて一意的に定まる.

1) 混合 Frobenius多様体F = ((M̃, 0), ◦, e,∇, E,W, g),

2) 埋め込み ι : (M(∆), [F0]) ↪→ (M̃, 0),

3) 混合 trTLEP構造の同型 i : T (H∆, S, U)
∼−→ ι∗T (F )で, ξが eに対応するもの.

定理の「ある条件」をみたす ξが存在することは, H∆の組み合わせ論的表示 ([1], [7]) からわか

ります. 定理の中の相反フィルター U や次数付き偏極 Sを, 局所ミラー対称性の状況で適切に定め

ることが次の課題です.
1この定理は, Hertling-Manin[3] の Theorem 4.5 の混合 Frobenius 多様体への拡張となっています. 有理型平坦接続

の開折 (unfolding)の概念は, この論文 [3]で定義されました. この概念は混合 trTLEP構造の場合に自然に拡張されます.
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