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概 要

本稿では，p進数体 Qp を 4つのクラス (A-, S-, T -, U -number)に分類し，与えられた p進
数がどのクラスに属するかについて考える．特に， automatic とよばれる digitが automaton
から生成される p進数は有理数, S-, T -numberのいずれかになることを示した．

1 はじめに

数の超越性や代数的独立性を調べるのに，その数が代数的数でどのくらい良く”近似”できるかを

計算するのは有効な手段である．その一例として以下の定理が知られている．

Theorem 1.1 (Liouville, 1844). ξ ∈ Rとおく．任意の整数 n ≥ 1に対して，

0 <

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

|q|n

となる p/q ∈ Q (q > 1)が存在するならば，実数 ξは超越数．

Theorem 1.1 は先ほどの言い方で，いくらでも良く有理数で近似できる実数は超越数ということ

を意味している．Liouvilleは Theorem 1.1 から実数
∑∞

n=1 1/10
n! が超越数であることを示した．

本稿は，このような近似の考え方から p進数体 Qp を A-, S-, T -, U -numberの 4つのクラスに分

類し，そのクラスについて知られている性質や，具体的な数がどのクラスに属するかについて得ら

れた結果を報告する．

2 p進数の分類

はじめに多項式と代数的数の高さを定義する．整数係数多項式 P (X) =
∑d

n=0 anX
n ∈ Z[X]に

対して，H(P ) := max0≤n≤d{|an|}を多項式 P の高さという．p進数 α ∈ QpをQ上代数的数 (以

下，単に代数的数とよぶ)とする．整数係数多項式 P (X) =
∑d

n=0 anX
n ∈ Z[X]は，原始的な既

約多項式で P (α) = 0, ad > 0を満たすとき，αの最小多項式という．このとき，H(ξ) := H(P )を

αの高さといい，degα := degP を αの次数という．

次に，p進数が多項式や代数的数でどのくらい良く近似できるかを以下のようにして定式化する．
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Definition 2.1. 整数 n ≥ 1，p進数 ξ ∈ Qp に対して，

wn(ξ) := sup
{
w ∈ R

∣∣0 < |P (ξ)|p < H(P )−w−1 for infinitely many P (X) ∈ Z[X] with degP ≤ n
}

w∗
n(ξ) := sup

{
w ∈ R

∣∣0 < |ξ − α|p < H(α)−w−1 for infinitely many α ∈ Qp with degα ≤ n
}

w(ξ) := lim sup
n→∞

wn(ξ)

n
, w∗(ξ) := lim sup

n→∞

w∗
n(ξ)

n
.

Mahlerは，関数 wn, wを用いて p進数を以下の 4つのクラスに分類した．

Definition 2.2 (Mahler [7]). p進数 ξ ∈ Qp は，

A-number (w(ξ) = 0のとき),

S-number (0 < w(ξ) < ∞のとき),

T -number (w(ξ) = ∞かつ任意の整数 n ≥ 1に対して， wn(ξ) < ∞のとき),

U -number (w(ξ) = ∞かつある整数 n ≥ 1に対して， wn(ξ) = ∞のとき)

とよばれる．

また，関数 w∗
n, w

∗ を用いて A∗, S∗, T ∗, U∗-numberを同様に定めることができる．この分類の

性質として以下のことが知られている．

Proposition 2.3. p進数 ξ ∈ Qpに対して，ξがA-number (resp. S-,T -,U -number)であることは

A∗-number (resp. S∗-,T ∗-,U∗-number)であることの必要十分条件となる．また，p進数 ξ, η ∈ Qp

がQ上代数的従属ならば，ξ, ηは同じクラスに属する．特に，A-number全体は代数的数全体と一

致する．

Proposition 2.3 により，Mahlerによる分類はQpを代数的数と超越数の 2つに分けるより細か

く分類していることがわかった．細かく分類しても空集合では意味が無いが，A-,S-,T -,U -number

全体はそれぞれ空集合でないことが知られている．中でも T -numberの存在性には，部分空間定理

という主結果の証明でも用いられた強力な道具が用いられている．また，ハール測度に関してほと

んどすべての p進数は S-numberであることが知られている．

関数 wn, w
∗
n の値については次のことが知られている．

Proposition 2.4. p進数 ξ ∈ Qp，整数 n ≥ 1に対して，以下が成立する．

(1) ξが d次の代数的数ならば，wn(ξ) = w∗
n(ξ) = min{d− 1, n}

(2) ξが超越数ならば，wn(ξ) ≥ n, w∗
n(ξ) ≥ (n+ 1)/2

(3) 0 ≤ wn(ξ)− w∗
n(ξ) ≤ n− 1

実数に対しても，整数係数多項式や代数的数での近似の考え方から A-, S-, T -, U -numberが定

義できる．そして， Proposition 2.3, 2.4 の類似も成り立つ．さらに，有限体上のローラン級数体

Fq((T
−1))上にも同じように A-, S-, T -, U -numberが定義できるが，Proposition 2.4 (1) の類似

が成立しないなどいくつか標数 0と異なった現象が起きる．これらの分類のことは，[5, Section

3,4,7,9] にまとめて書いてある．



3 Automatic数

この節では，本稿で扱う automatic数について例を交えて紹介する．

Definition 3.1. k ≥ 2を整数とする．以下の 6つ組を k-automatonという：

A = (Q,Σk, δ, q0,∆, τ).

ただし，Qは有限集合，Σk = {0, 1, . . . , k − 1}，δ : Q × Σk → Qは写像，q0 ∈ Q，∆は集合，

τ : Q → ∆は写像．

有限語X = x1x2 . . . xn (xi ∈ Σk), q ∈ Qに対して，δ(q,X) = δ(δ(q, x1x2 . . . xn−1), xn)で帰納

的に δ(q,X)を定める．整数n ≥ 1に対して，nの k進展開を
∑r

i=0 wik
iとかき，Wn = w0w1 . . . wr

とおく．ただし，W0 := 0とおく．

Definition 3.2. p進数 ξ =
∑∞

n=0 anp
n ∈ Qpは，整数k ≥ 2とk−automatonA = (Q,Σk, δ, q0,∆, τ)

が存在して，すべての整数 n ≥ 0に対して an = τ(δ(q0,Wn))となるとき automatic数という．

automatic数には，同値な条件がいくつか存在し [4, Section 5,6,12]などに詳しく書いてある．

Example. p進数 ξ :=
∑∞

n=0 p
2n ∈ Qp は automatic数．実際，ξ =

∑∞
n=0 anp

n とおくと以下が

成り立つ．

an =

1 (整数 k ≥ 0が存在して， n = 2k)

0 (otherwise).

p進数 ξは2-automatonA = ({q0, q1, q2},Σ2, δ, q0, {0, 1}, τ)によって生成される．ただし，δ(q0, 0) =
q0, δ(q0, 1) = q1, δ(q1, j) = δ(q2, j) = q2 (j = 0, 1), τ(q0) = τ(q2) = 0, τ(q1) = 1.

4 主結果

automatic数に関して次の結果が知られている．

Theorem 4.1 (Adamczewski-Bugeaud [1]). p進数 ξ ∈ Qp を automatic数とする．このとき，ξ

は有理数か超越数のいずれかになる．

Theorem 4.1 を拡張し，以下の結果を得ることができた．

Theorem 4.2. p進数 ξ ∈ Qpを automatic数とする．このとき，ξは有理数，S-,T -numberのい

ずれかになる．

この定理の証明で必要なのは，p進数 ξを良く近似する有理数列を構成することなので automatic

数より広い範囲に拡張できる．その拡張を述べるのに，数列の複雑度及び Diophantine exponent

を導入する．数列 a = (an)n≥0 と整数m ≥ 1に対して，

pa(m) = Card{aiai+1 . . . ai+m−1 | i ≥ 0}

を aの複雑度関数とよぶ．



Aを集合とする．A上の語W の長さ (i.e. W の文字数)を |W |とかく．整数 n ≥ 1に対して，

W を n回繰り返したものをWn とかき，実数 x > 0に対して、W x := W ⌊x⌋W ′ と定める．ただ

し，W ′ はW の長さ ⌈(x− ⌊x⌋)|W |⌉の接頭語とする．
数列 aの Diophantine exponentを次を満たす実数 ρの上限とし，Dio(a)で表す: 有限語の数列

(Un)n≥1, (Vn)n≥1 と正の実数列 (wn)n≥1 が存在して，

(a) 任意の整数 n ≥ 1に対して，語 UnV
wn
n は aの接頭語

(b) 任意の整数 n ≥ 1に対して，|UnV
wn
n | ≥ ρ|UnVn|

(c) 数列 (|V wn
n |)n≥1 は狭義単調増加

を満たす．

p 進数 ξ =
∑∞

n=0 anp
n ∈ Qp に対して，a = (an)n≥0 とおく．このとき，ξ の複雑度関数，

Diophantine exponentをそれぞれ pξ(m) := pa(m),Dio(ξ) := Dio(a)で定める．

このとき，次の結果が得られた．

Theorem 4.3. p進数 ξ =
∑∞

n=0 anp
n ∈ Qp が以下を満たすとする:

lim sup
n→∞

pξ(n)

n
, Dio(ξ) < ∞.

このとき，p進数 ξは S-, T -numberのどちらかになる．

Remark. Theorem 4.3 は，[2, Théorème 1.1]の p進類似となっている．また，p進数 ξ ∈ Qp\Q
が automatic数だとすると，Theorem 4.3 の仮定を満たす．この結果により， automatic 数の他

にも primitive morphic 数や Sturm 数などのよく知られた数に対しても S-, T -number のどちら

かになることがわかった．

最後に， Theorem 4.3 の証明の概略を述べる．証明は，以下の 2ステップで行われる:

1. w1(ξ)の有限性

2. 任意の n ≥ 2に対して，wn(ξ)の有限性．

2.の証明には部分空間定理という強力な道具を用いる．紙面の都合上 1.の証明の概略だけ述べる．

a = (an)n≥0 とおく．十分大きい nに対して，pξ(n) = O(n)が成立することから鳩ノ巣論法を

用いると次のことがわかる．有限語の数列 (Un)n≥1, (Vn)n≥1 と正の実数列 (wn)n≥1 が存在して，

(i) 任意の整数 n ≥ 1に対して，語 UnV
wn
n は aの接頭語

(ii) ある A > 1が存在して，任意の整数 n ≥ 1に対して，|UnV
wn
n | ≥ A|UnVn|

(iii) 数列 (|V wn
n |)n≥1 は狭義単調増加

(iv) |Un|, |Vn|に関する不等式をいくつか満たす．

ここで digitが UnVnVn . . .となる p進数を ξn ∈ Qp とし，ηn = p|UnVn| とおく．digitが周期的な

ので，ξn は有理数となる．Dio(ξ)の定義より，正の実数 ε > 0に対して，

η−Dio(ξ)−ε
n ≤ |ξ − ξn|p ≤ η−A

n , H(ξn) ≤ ηn.



また (iv)を用いることで，ある定数 B ≥ 1と部分列 (ηni)i≥0 が存在して ηni < ηni+1 ≪ ηBni
とな

る．ここで，次の Lemmaを使うことで w1(ξ)の上界を得る．この Lemmaの証明は非常に初等的

であるが，w1(ξ)の上界を得る手段としては非常に強力である．R版や Fq((T
−1))版も存在し，そ

の証明はそれぞれ [3, 6]などに書いてある．

Lemma 4.4. ξを p進数とし，c0 > 0, θ ≥ 1を実数とする．正整数の数列 (βn)n≥1 が任意の整数

n ≥ 1に対して，βn < βn+1 ≤ c0β
θ
nを満たすとする．有理数の数列 (αn)n≥1と実数 δ, ρ, c1, c2, c3 > 0

が存在して，任意の整数 n ≥ 1に対して以下を満たすとする:

c1β
−1−ρ
n ≤ |ξ − αn|p ≤ c2β

−1−δ
n , H(αn) ≤ c3βn.

このとき，次が成り立つ:

w1(ξ) ≤ (1 + ρ)θ/δ − 1.
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