
絶対値べき乗型非線形項を持つ非線形シュレディンガー

方程式の解のライフスパンについて

戍亥 隆恭 ∗

京都大学 理学研究科，2015年 2月

1 導入

本研究は, 京都大学理学研究科学振PDの池田正弘氏との共同研究である. 次の非線形シュレディ

ンガー方程式について考える.{
i∂tu+∆u = µ|u|p, (t, x) ∈ [0, T (λ))× Rd,

u(0, x) = λf(x), x ∈ Rd.
(NLS)

ここで, u = u(t, x) : [0, T ) × Rd → Cは未知関数で, ∂t =
∂
∂t , ∆ =

∑d
j=1

∂2

∂x2
j
とする. また p > 1

とし, µ ∈ C \ {0}とする. λは正のパラメータで, 初期値の大きさを表し, f = f(x)は与えられた

複素数値関数で, 初期値の形状を表す.

先ず, 解とそのライフスパンを定める.

定義 1.1 (L2-解とそのライフスパン). u : [0, T )× Rd → Cが (NLS)の L2-解であるとは, 以下の

(1)と (2)が成り立つことをいう.

(1). uが関数空間 C([0, T );L2(Rd)) ∩ L
4(p+1)
d(p−1)

t (0, T ;Lp+1
x (Rd))に属する.

(2). uが u(0, x) = λf(x)及び積分方程式

u(t, x) = eit∆u(0, x)− iµ

∫ t

0

ei(t−t′)∆|u(t′, x)|pdt′,

を満たす. ここで eit∆ = F−1eit|ξ|
2F は自由シュレディンガー発展群を表す. (F はフーリエ

変換を表す.)

また L2-解のライフスパンを

T (λ) = T (λ, f) := sup{T ∈ (0,∞]; [0, T )上で (NLS)の L2-解 uが存在する.},
と定める.

時間局所的な L2-解の存在が, 堤氏 [4]および Cazenave–Weissler氏ら [1]によって示された.

定理 1.1 ([4, 1]). f ∈ L2(Rd)とする. 1 < p ≤ 1 + 4/dのとき, ある時刻 T > 0が存在し, (NLS)

の [0, T )上の L2-解 uが唯一つ存在する.

本研究の目的は, 局所的な解が時間大域的に存在する (つまり T (λ) = ∞)か, それとも有限時間

で爆発する (T (λ) <∞)かを調べ, 更に解が有限時間で爆発する場合にはその解のライフスパンが

上からどのように評価されるかを調べることである.
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2 先行研究

次に (NLS)に関する先行研究について述べる. 今後, 簡単のため µ = 1の場合のみ考えることに

する. µ ̸= 1の場合にも同様の結果が得られる. [3]によって, 1 < p < 1 + 4/dの場合, L2ノルムが

どんなに小さい初期値に対しても, 有限時間で爆発する L2-解の存在が知られている. またそのと

きのライフスパンの上からの評価も得られた. より正確には次の定理が知られている.

定理 2.1 ([3]). 1 < p < 1 + 4/d, λ > 0とする. d/2 < k < 2/(p− 1)とし, 初期形状 f ∈ L2(Rd)

が次の条件を満たすとする.

−Imf(x) ≥

{
0, |x| ≤ 1,

|x|−k, |x| > 1.
(1)

このとき, 十分小さい λに対して, L2-解のライフスパン T (λ)は次の評価を満たす.

T (λ) ≤ Cλ−1/κ.

ただし, C は λに依らない正の定数で, κ := 1/(p− 1)− k/2である.

また Cazenave–Weissler氏ら [1]により, p = 1 + 4/dの場合には初期値の L2 ノルムが小さい場

合には局所 L2-解が大域解になることが知られている.

定理 2.2 ([1]). p = 1 + 4/d及び f ∈ L2(Rd)とする. このとき十分小さい λに対して, T (λ) = ∞
となる. 即ち局所 L2-解は大域的に存在する.

そこで, 以下の 3つの未解決問題について考える.

問題 1. 1 < p < 1 + 4/dの場合, 初期値が大きい場合のライフスパンの上から評価はどうなるか？

問題 2. p = 1 + 4/dの場合, 初期値が大きい場合にも L2-解が大域的に存在するか？

問題 3. p > 1 + 4/dの場合, そもそも局所的な解が存在するか？

本研究により, この 3つの問題に対して以下のような解答を得ることができた.

3 主結果

3.1 問題 1, 2について

先ず, 1 < p ≤ 1 + 4/dの場合を考える. この場合には, 以下のように, 初期値が大きい場合には,

有限時間で爆発する L2-解が存在することがわかった. またそのときのライフスパンの評価も得る

ことができた.

定理 3.1 ([2]). 1 < p ≤ 1 + 4/dのとき, k < d/2(≤ 2/(p− 1))を満たし, かつ, 初期形状 f が以下

の条件を満たしているとする.

−Imf(x) ≥

{
|x|−k, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.
(2)

このとき, 十分大きい λに対して, L2-解の最大存在時間 T (λ)は次の評価を満たす.

T (λ) ≤ Cλ−1/κ.

ここで, C は λに依らない正の定数で, κ = 1/(p− 1)− k/2である. 特に解のノルムが有限時間で

発散する.



3.2 問題 3について

次に p > 1 + 4/dの場合について考える. 以下のように弱い意味での解, 弱解を定める.

定義 3.1 (弱解). uが [0, T )の (NLS)の弱解であるとは, 以下の (1)と (2)が成り立つことをいう.

(1). u ∈ Lp
loc([0, T )× Rd).

(2). 任意の φ ∈ C∞
0 ([0, T )× Rd)に対して, 次の等式が成り立つ.∫

[0,T )×Rd

u(−i∂tφ+∆φ)dxdt = iλ

∫
Rd

f(x)φ(0, x)dx+

∫
[0,T )×Rd

|u|pφdxdt.

注意 3.1. 1 < p ≤ 1 + 4/dの場合, (NLS)の L2-解は弱解になっている.

このとき, 次の定理が得られる.

定理 3.2 ([2]). p > 1 + 4/dのとき, 2/(p− 1) < k < d/2を満たし, かつ, 初期形状 f が (2)の条

件を満たしているとする. このとき, 或る T > 0と [0, T )上の弱解が存在したとすると, λ = 0で

ある.

これは p > 1 + 4/dにおいては局所的な弱解が一般には存在しないことを意味している.

4 主結果の証明

テスト関数 η = η(t) ∈ C∞
0 ([0,∞))と ϕ = ϕ(x) ∈ C∞

0 (Rd)を 0 ≤ η, ϕ ≤ 1かつ

η(t) :=

1 (0 ≤ t < 1/2),

0 (t ≥ 1),
ϕ(x) :=

1 (0 ≤ |x| < 1/2),

0 (|x| ≥ 1),

を満たすように定める. また τ > 0に対して

ψτ = ψτ (t, x) := ητ (t)ϕτ (x) := η(t/τ)ϕ(x/
√
τ),

と定める. 以下では原点中心, 半径 r > 0の開球を B(r) := {x ∈ Rd; |x| < r}で表すことにする.

主結果の証明において, 次の補題が重要な役割を果たす.

補題 4.1. l ∈ N を l ≥ 2q + 1 を満たすものとする. ただし q := p/(p − 1)(p のヘルダー共役

指数)とする. また f ∈ L1
loc(Rd)とし, uを [0, T )上の (NLS)の弱解とする. このとき或る定数

C = C(d, p, l) > 0が存在して, 任意の τ ∈ (0, T )に対し

−λ
∫
B(

√
τ)

Imf(x)ϕlτ (x)dx ≤ Cτ (d+2)/2−q (3)

が成り立つ.

⟨証明 ⟩. τ ∈ (0, T )に対して

I(τ) :=

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u(t, x)|pψl
τ (t, x)dxdt, J(τ) :=

∫
B(

√
τ)

f(x)ϕlτ (x)dx, (4)



と定める. uが [0, T )上の弱解であり, ψl
τ ∈ C∞

0 ([0, T )× Rd)なので,

I(τ) + iλJ(τ) =

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

(−iu)∂t(ψl
τ )dxdt+

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

(−u)∆(ψl
τ )dxdt. (5)

(5)の実部をとると,

I(τ)− λImJ(τ) =

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

(Imu)∂t(ψ
l
τ )dxdt+

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

(−Reu)∆(ψl
τ )dxdt (6)

=: K1 +K2.

先ずK1 について評価する. l/q − 1 ≥ 0とヘルダーの不等式より,

K1 ≤ lτ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ηl−1
τ ϕlτ |η′(t/τ)|dxdt ≤ Cτ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ψl/p
τ dxdt (7)

≤ Cτ−1{I(τ)}1/p
(∫

[0,τ)×B(
√
τ)

dxdt

)1/q

= Cτ (d+2)/2q−1{I(τ)}1/p.

となる. 次にK2 を評価する. l/q − 2 ≥ 0とヘルダーの不等式から,

K2 ≤ l(l − 1)τ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ηlτϕl−2
τ |(∇ϕ)(x/

√
τ)|2dxdt (8)

+ lτ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ηlτϕl−1
τ |(∆ϕ)(x/

√
τ)|dxdt

≤ Cτ−1

∫
[0,τ)×B(

√
τ)

|u|ψl/p
τ dxdt ≤ Cτ (d+2)/2q−1{I(τ)}1/p.

を得る. ここで (5)から (8)より,

−λImJ(τ) ≤ Cτ (d+2)/2q−1{I(τ)}1/p − I(τ). (9)

いま p, q > 1かつ 1/p+ 1/q = 1であることに注意すると, a, b > 0に対して ab ≤ ap/p+ bq/qな

ので, 右辺の第 1項は

Cτ (d+2)/2q−1{I(τ)}1/p ≤ Cτ (d+2)/2−q + I(τ). (10)

と評価できる. 従って (9)-(10)より,

−λImJ(τ) ≤ Cτ (d+2)/2−q, (11)

を得る. ただし C は d, p, lにのみ依存する正の定数である.

f が原点で特異性を持つという条件 (2)を課すことによって, 補題 4.1から次の補題 4.2が得ら

れる. 補題 4.2のおかげで, λが大きい場合を扱うことができるようになった.

補題 4.2. 補題 4.1と同じ仮定を満たすとする. さらに f が k < dに対して (2)を満たすとする.

このとき, 任意の τ ∈ (0, T )に対して

λ ≤ Cτ (k+2)/2−q

(∫
|x|≤1/

√
τ

|x|−kϕl(x)dx

)−1

(12)

が成り立つ. ここで C > 0は補題 4.1と同じ定数である.



⟨証明 ⟩. 補題 4.1で得られた不等式に (2)を満たす f を代入すれば良い.

ここでは定理 3.2のみ証明する.

⟨定理 3.2の証明 ⟩. 或る T > 0 と [0, T ) 上の弱解 u が存在したとする. 補題 4.2 より, 任意の

τ ∈ (0, T )に対して

λ ≤ C1τ
(k+2)/2−q{L(τ)}−1, (13)

が成り立つ. ここで L(τ) :=
∫
|x|≤1/

√
τ
|x|−kϕl(x)dxである. L(τ)は τ に関して [0,∞)上単調減少

であり, k < d/2 < dなので, 任意の τ ∈ (0, 4)に対して

L(τ) > L(4) =

∫
|x|<1/2

|x|−kdx =: C2(<∞), (14)

が成り立つ. いま (13)-(14)より, 任意の τ ∈ (0,min(4, T ))に対して

0 ≤ λ ≤ C1C
−1
2 τ (k+2)/2−q, (15)

を得る. 仮定より 2/(p− 1) < kなので, k/2− 1/(p− 1) = (k + 2)/2− q > 0である. 従って (15)

において τ → +0とすれば, λ = 0を得る.

定理 3.1の証明や詳しい情報は, 参考文献 [2]をご覧いただきたい.
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