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第1章 Lp 空間
1. Bana
h 空間K = C または R とする．以下 K 上でベクトル空間を考える．
定義 1.1. V を K 上のベクトル空間とする．x 2 V に対して非負値 kxk が定義され，次の
性質を満たすとき kk をノルムと言う．(N1) kxk = 0 , x = 0(N2) x, y 2 V に対して kx+ yk � kxk+ kyk(N3) � 2 K, x 2 V に対して k�xk = j�jkxk.
ノルムの定義された空間をノルム空間と呼ぶ．

注意 1.1. (N1) で kxk = 0 ) x = 0 が成立しないときは k k は半ノルム (seminorum) と
呼ばれる．k k がノルムのとき d(x; y) = kx� yk は距離になる．ノルム空間は，この距離により距離
空間になる．ノルム空間はこの位相が与えられているとする．

定義 1.2. ノルム空間 V が，距離 d(x; y) = kx� yk に関して完備であるときBana
h 空間
であるという．

命題 1.3. (V; k kV ), (W; k kW ) をノルム空間とする．線型写像 T : V ! W に対して，次の

条件は同値である．(1) T は V 上連続．(2) T は 原点で連続．(3) T は有界．すなわちある 
 > 0 が存在して，すべての x 2 V に対し kTxkW � 
kxkV .
このとき kTk = supfkTxkW ; kxkV � 1g を作用素ノルムという．V から W への連続線形写像全体はベクトル空間をなし，上の作用素ノルムはノルムに

なっている．特に W = K のときは，線形汎関数と呼ぶ．V 上の連続線型汎関数全体を V
の双対空間と呼び，V � とかく．
定理 1.4. V をノルム空間とするとき，V � はノルム k'k = supfj'(x)j; kxk � 1g で Bana
h
空間になる．
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以下では測度空間 (X;B; �) が与えられているとする．

定義 2.1. (1) 1 � p <1 に対しL p(X; �) = ff ; f は可測で jf jp が可積分 g
とおく．さらに f 2 L p(X; �) に対してkfkp = �ZX jf jp d��1=p
と定める．(2) f : X ! C を可測関数とし，kfk1 = inffa; �(fx; jf(x)j > ag) = 0g
と定義する．kfk1 を jf j の本質的上限という．さらにL1(X; �) = ff ; kfk1 <1g
とおく．

命題 2.2. (1) 1 � p, q � 1 が 1p + 1q = 1 をみたすとする．このとき f 2 L p(X; �),g 2 L q(X; �) ならば fg 2 L 1(X; �) でkfgk1 � kfkpkgkq (2.1)
が成立する．(2) f , g 2 L p(X; �) ならば f + g 2 L p(X; �) であり，kf + gkp � kfkp + kgkp (2.2)

証明 1 < p; q <1 のときだけ証明する．まず，任意の a, b � 0 に対しab � app + bqq (2.3)
に注意する．また A = kfkp, B = kgkq とおく．A = 0 または B = 0 の場合は明らかだか
ら，AB > 0 の場合を考える．a = jf(x)jA , b = jg(x)jB として (2.3) を使えばjf(x)jjg(x)jAB � 1p jf(x)jpAp + 1q jg(x)jqBq
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両辺を積分して RX jf(x)jjg(x)j; d�AB � 1p kfkjppAp + 1q kgkqqBq = 1:
これから求める結果が得られる．(2) jf + gj � jf j+ jgj だから f , g の代わりに jf j, jgj を考えれば f , g � 0 としても一般
性を失わない．1 < p <1 のときだけ証明する．(f + g)p � 2pmaxff p; gpg � 2p(f p + gp)
であるから f + g 2 L p(X; �) である．また不等式 (2.1) を使えばZX(f + g)p d� = ZX f(f + g)p�1 d�+ ZX g(f + g)p�1 d�� kfkpk(f + g)p�1kq + kgkpk(f + g)p�1kq:
ここで (p� 1)q = p に注意すればkf + gkpp � kfkpkf + gkp=qq + kgkpkf + gkp=qp = (kfkp + kgkp)kf + gkp=qp :
従って kf + gkp� pqp � kfkp + kgkp:
あとは p� pq = 1 に注意すれば求める結果を得る．f , g 2 L p(X; d�) に対して同値関係 f � g を f = g �-a.e. で定める．そして Lp(X; �) =L p(X; �)= � で空間 Lp(X; �) を定める．この空間を Lp 空間という．また F 2 Lp(X; �) に
対し F の代表元 f をとって kFkp = kfkp で定める．Lp(X; �) の元は同値類であるが，そ
の代表元 f と同一視し，関数のように扱う．
関数列の収束

関数列 ffng に対し次の 3つの収束を導入する．(1) fn ! f a.e. def() �(fx; fn(x) 6! f(x)g) = 0:(2) fn ! f in measure def() 8" > 0: �(jfn � f j > ")! 0.(2) fn ! f in Lp def() kfn � fkp ! 0.
これらの関係を述べておこう．

定理 2.3. (1) fn ! f a.e., ) fn ! f in measure.



8 第 1章 Lp 空間(2) fn ! f in Lp ) fn ! f in measure.(3) fn ! f in measure ) 9ffnjg: a subsequen
e s.t. fnj ! f a.e.
補題 2.4. (Chebyshev inequality) 0 < p <1 に対し�(jf j � �) � 1�pkfkpp:
証明 kfkpp = ZX jf jp d� � Zfjf j��g jf jp d� � �p�(jf j � �)
補題 2.5. (Borel-Cantelli lemma) 1Xn=1 �(An) <1 ) �( limn!1An) = 0. 但し limn!1An =\1n=1 [m�n Am
証明 1Xn=1 �(An) = 1Xn=1 ZAn d� = ZX 1Xn=1 1And�
であるから

P1n=1 �(An) <1 からP1n=1 1An <1 a.e. が分かる．これは �(limn!1An) = 0
を意味する．

定理 2.3の証明(1) limn!1 fn(x) = f(x) を書き直せば8n 2 N ; 9m 2 N ; 8k � m : jfk(x)� f(x)j � 1nx 2\n [m \k�mfjfk � f j � 1ngfn ! f a.e. より �([n \m [k�mfjfk � f j > 1ng) = 0) 8n 2 N : �(\m [k�mfjfk � f j > 1ng) = 0:
ここで 8" > 0 に対して " > 1n となる n をとれば�(\m [k�mfjfk � f j > "g) = 0:
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ここで Am = Sk�mfjfk�f j > "gとおけばAm # TmSk�mfjfk�f j > "gだから，�(X) <1
から �(Am)! 0 が成り立つ．ところで�(jfm � f j � ") � �(Am)
だから �(jfm � f j � ")! 0 が従う．(2) Chebyshev の不等式から，n!1 のとき�(jfm � f j � ") � 1"pkfn � fkpp ! 0(3) 条件から部分列 ffnjg を �(jfnj � f j � 1j ) � 12j
となるようにとる．Aj = fjfnj � f j � 1j g とおくと Pj �(Aj) < 1 だから Borel-Cantellilemma より �(limAn) = 0 となる．a.e. で，j が十分大きければ jfnj � f j < 1j を意味する
から fnj ! f a.e. が成立する．
次に Lp(X; �) の完備性を示す．

定理 2.6. 1 � p � 1 とする．このとき Lp(X; �) は Bana
h 空間になる．
証明 完備性を示す必要がある．ffng を Cau
hy 列とする．収束する部分列が取れることを
示せばよい．必要なら部分列をとって m > n のときkfm � fnkp � 12n
が成り立つように出来る．An = fjfn � fn+1j � 1n2g とおくとChebyshev の不等式より�(An) � n2pkfn � fn+1kpp � n2p2np :
よって Xn �(An) � n2pkfn � fn+1kpp �X n2p2np <1:Borel-Cantelli lemma より，a.e. で十分大きな n に対しjfn � fn+1j < 1n2
が成り立つので 1Xn=1 jfn � fn+1j <1:
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これから ffng は a.e. で収束することが分かる．f = limn!1 fn とおく（収束しない点ではf = 0 とする)．
最後に fn が f に Lp収束することを示そう．Fatou lemma からZX jf jp d� = ZX limn!1 jfnjp d� � limn!1ZX jfnjp d� � limn!1 kfnkpp <1:

これで f 2 Lp(X; �) が分かる．再び Fatou lemma からZX jf � fmjp d� = ZX limn!1 jfn � fmjp d� � limn!1ZX jfn � fmjp d�� limn!1kfn � fmkpp � supn�m kfn � fmkpp � 12m :
よって limm!1ZX jf � fmjp d� � limm!1 12m = 0:
これで ffng が f に収束することが示せた．3. Hilbert 空間H を K 上のベクトル空間とする．
定義 3.1. H �H から K への写像 (; ) が次の条件を満たすとき内積という．(1) (�x+ �y; z) = �(x; z) + �(y; z), �, � 2 K, x; y; z 2 H.(2) (x; y) = (y; x)(3) (x; x) � 0, (x; x) = 0 , x = 0.
内積 ( ; ) に対して kxk = (x; x)1=2 と定義する．k k がノルムになることを示そう．

命題 3.2. k�xk = j�jkxk
証明 k�xk2 = (�x; �x) = ��(x; x) = j�j2kxk2:
定理 3.3. (Cau
hy-S
hwarz inequality) 次の不等式が成立する．j(x; y)j � (x; x)1=2(y; y)1=2 (3.1)
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証明 0 � k�x+ yk2 = (�x+ y; �x+ y) = j�j2(x; x) + 2<(�x; y) + (y; y):x = 0 のとき，(3.1) は明らか．x 6= 0 のとき，� = � (x;y)(x;x) とおくと0 � k�x+ yk2 = j(x; y)j2(x; x) � 2 j(x; y)j2(x; x) + (y; y) = �j(x; y)j2(x; x) + (y; y):
これから (3.1) が得られる．
定理 3.4. k k = ( ; )1=2 はノルムになる．
証明 kx+ yk � kxk+ kyk だけ示せばよい．kx + yk2 � (x + y; x+ y) = (x; x) + (x; y) + (y; x) + (y; y) = (x; x) + 2<(x; y) + (y; y)� (x; x) + 2(x; x)1=2(y; y)1=2 + (y; y) = f(x; x)1=2 + (y; y)1=2g2 = fkxk+ kykg2:
定義 3.5. 内積 ( ; ) が定義され，ノルム k k = ( ; )1=2 が完備なベクトル空間をHilbert 空
間という．L2(X; �) は (f; g) = RX f(x)g(x) d� で Hilbert 空間になる．
定義 3.6. 内積空間において (x; y) = 0 が成り立つとき，x と y は直交するといい，x ? y
とかく．

定理 3.7. (The Pythagorean Theorem) x ? y ならば kx + yk2 = kxk2 + kyk2
定理 3.8. (The parallelogram law) kx+ yk2 + kx� yk2 = 2kxk2 + 2kyk2A � H に対し A? = fy; (x; y) = 0; 8x 2 Ag (3.2)
と定義する．

定理 3.9. F を Hilbert 空間 H の閉部分空間とする．任意の x 2 H は x = y + z, y 2 F ,z 2 F? と一意的に表現される．
証明 
 = inf kkx � yk; y 2 Fg とし yn 2 F を kx � ynk # 
 ととる．定理 3.8 を yn � x,ym � x に用いてkyn � ymk2 = 2kyn � xk2 + 2kym � xk2 � kyn + ym � 2xk2= 2kyn � xk2 + 2kym � xk2 � 4kyn + ym2 � xk2:
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ここで yn+ym2 2 F より，jyn+ym2 � xk � 
 であるからkyn � ymk2 � 2kyn � xk2 + 2kym � xk2 � 4
2 ! 0 (as n, m!1):
よって fyng は Cau
hy 列であるから，収束する．yn ! y とし，z = x� y とおく．F は閉
集合であるから y 2 F であり，また kzk = 
 も成り立つ．z ? F を示す．もし (x; w) 6= 0
となる w 2 F が存在したとする．� = �(z; w) � > 0 とおく．kx� (y + �w)k2 = kz � �wk = kzk2 � (z; �w)� (�w; z) + j�j2kwk2= kzk2 � �(z; w)(z; w)� �(z; w)(w; z) + �2j(z; w)j2kwk2= kzk2 � 2�j(z; w)j2 + �2j(z; w)j2kwk2= 
2 � �j(z; w)j2(2� �kwk)2:� を小さくとって 2 � �kwk > 0 となるようにすると，右辺は 
2 より小さくなる．ところ
が y + �w 2 F だから，これは 
 の定め方に矛盾する．従って z ? F である．
次に分解の一意性を示す． x = y + z = ~y + ~z

と二通りにかけたとする．すると y� ~y = ~z � z 2 F \ F? = f0g なので，y = ~y, z = ~z とな
る．Hilbert 空間上の線型汎関数' : H ! K が次を満たすとき線型汎関数という．'(�x+ �y) = �'(x) + �'(y); �; � 2 K; x; y 2 H:
特にH 上の連続な線型汎関数全体を H� とかき双対空間という．' が連続であるための必
要十分条件は，ある定数 
 > 0 が存在して j'(x)j � 
kxk であった．
定理 3.10. (Riesz-Fr�e
het)' 2 H� , 9!h 2 H s.t. '(x) = (x; h):
証明 ()) を示す．' = 0 のときは明らかだから' 6= 0 とする．F = fx 2 H; '(x) = 0g
とする．v 62 F をとり，v = y + z, y 2 F , z 2 F? と表される．z 62 F より '(z) 6= 0.u = z'(z) とおくと '(u) = 1 で u 2 F?.
さて，任意の x 2 H に対して x� '(x)u 2 F だから，u 2 F? に注意して(x� '(x)u; u) = 0

これから '(x) = (x; u)(u; u)
と表現できる．
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命題 3.11. (X; �) を有限測度空間とする．このとき 1 � r < s � 1 ならば Ls(X; �) �Lr(X; �) で埋め込みは連続である．
証明 s =1 のときは容易だから s <1 のときを示す．p = sr , 1p + 1q = 1 と定める．H�older
の不等式からZX jf js d� = ZX jf js � 1 d� � �ZX(jf js)p d��1=p�ZX 1q d��1=q = kfks=ps �(X)1=q:
よって kfkr � kfks=prs �(X)1=qr:
ここで spr = ssrr = 1; 1qr = 1pp�1r = p� 1pr = sr � 1srr = 1r � 1s
に注意すれば kfkr � kfks�(X) 1r� 1s :Radon-Nikodym の定理
可測空間 (X;B) に二つの測度 �, � が与えられているとする．

定義 3.12. � が � に対して絶対連続である def() �(A) = 0 ならば �(A) = 0 である．
これを � � � とかく．
また � と � が互いに特異 def() 9A s.t. �(A) = 0, �(X n A) = 0．
このとき � ? � とかく．
例えば f � 0 を与えて �(A) = ZA f d�

と定義すれば，� � � である．この逆が成立する．
定理 3.13. (Lebesgue 分解) �, � を二つの �-有限な測度とする．� は次のように一意的に
分解される：� = �a
 + �s, �a
 � �, �s ? �.
証明 �, � が有限測度のときに示せばよい．次の埋め込みの列は連続になる．L2(X; �+ �) � L2(X; �) � L1(X; �):
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ここで写像 L1(X; �) 3 f 7! RX f d� を考えれば，これは L2(X; � + �) 上の線型汎関数であ
る．よって定理 3.10から 9g 2 L2(X; �+ �)ZX f d� = ZX fg d(�+ �)
よってZX f d� = ZX f d(�+ �)� ZX f d� = ZX(f � fg) d(�+ �) = ZX f(1� g) d(�+ �):�, � の正値性から g � 0, 1� g � 0 である．A = fx; g(x) = 1g, B = X nA, f = 1A として�(A) = ZX 1A d� = ZX 1A(1� g) d(�+ �) = 0:
ここで �a
(E) = �((E \B); �s(E) = �((E \ A)
と定義する．� = �a
 + �s および �s ? � は明らか．�a
 � � を示そう．B のなかで考えれば
よい．E � B が �(E) = 0 を満たせば0 = �(E) = ZX 1E d� = ZX 1E(1� g) d(�+ �)B 上では 1 � g > 0 だから (� + �)(E) = 0. 特に �(E) = �a
(E) = 0. 以上で �a
 � � が示
せた．

最後に一意性を示そう．� = �+ �, � � �, � ? � と分解できたとする．上記の分解から�s = �(E \ A)= �(E \ A) (* �(A) = 0; � � �)� �(E):
これから �s � �, � � �a
. よって � � �s = �a
 は測度となり，� に関して絶対連続かつ特異
だから 0 になる．
定理 3.14. (Radon-Nikodym) �, � を二つの �-有限な測度とする．このとき � � � ならばf � 0 が存在して �(A) = ZA f d�
証明 定理 3.13 と同じ記号を使う．� = �a
 + �s と分解されるが条件から �s = 0 である．こ
こで h = 8<: g1� g on B0 on A
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と定めると， ZE h d� = ZX 1E1B g1� g (1� g) d(�+ �) = ZB\E g d(�+ �)= ZB\E g d� = �(B \ E) = �(E):
これで存在が示せたので一意性を示す．�(E) = ZE h d� = ZE j d�
とする．E1 = fj > hg, E2 = fj < hg とおく．ZE1 h d� = ZE1 j d�
より ZE1(j � h) d� = 0:
ところで E1 上で j � h > 0 だから �(E1) = 0 である．同様に �(E2) = 0 もいえるから，j = h a.e.
上の証明中の h を Radon-Nikodym derivative (or density) と呼び，d�d� とかく．

定理 3.15. �, � を二つの �-有限な測度とし，� はさらに有限であるとする．このとき次の
二つは同値．(i) � � �(ii) 8" > 0 9Æ > 0 s.t. �(A) � Æ ) �(A) � ".
証明 (ii)) (i) は容易だから逆を示そう．定理 3.14 から�(A) = ZA g d�
と表される．� が有限測度だから g 2 L1(d�) である．" > 0 に対し N を大きくとってZfg>Ng g d� � "
とできる．そこで Æ = "N とおけば，�(A) � Æ のとき�(A) = ZA\fg>Ng g d�+ ZA\fg�Ng g d� � "+ ZA\fg�NgN d� � "+ �(A)N � "+ "N N = 2":
これで (ii) が示せた．
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定義 4.1. (X;B) を可測空間とする．� : B ! (�1;1℄ (または [�1;1)) は符号付測度で
ある

def()(1) �(;) = 0,(2) An が互いに素のとき �([An) =P�(An).
正値性を仮定すれば測度である．符号付測度は正の測度の差にかけることを示していく．

定理 4.2. (Hahn-Jordan 分解) � を符号付測度とする．このとき次をみたす集合 D が存在
する：�+(E) = �(E \D) � 0, ��(E) = ��(E nD) � 0. 従って � = �+� ��, �+ ? ��. 逆
にこの性質は �+, �� を一意的に定め�+(E) = supf�(G); G � Eg; ��(E) = � inff�(G); G � Eg: (4.1)
証明 (�1;1℄ に値をとる場合を考える．k = inff�(E); E 2 Bg とおく．
laim 1 �(C) = k となる C が存在する．* 9fEng � B s.t. �(En) = kn # k. そこで A1 = E1 とおきA2 = (A1 [ E2 if �(E2 n A1) < 0A1 if �(E2 n A1) � 0
と定める．以下帰納的にAn+1 = (An [ En+1 if �(En+1 n An) < 0An if �(En+1 n An) � 0
と定める．すると �(EnAn) � 0となる．これは上の定め方で，一番目の場合はEn+1nAn+1) =; となり 2番目の場合は �(En+1 n An+1) = �(En+1 n An) � 0 となるからである．従って�((En \ An) � �(En) である．よってA1 � A2 � � � � ; �(A1) � �(A2) � � � �
となる．B1 = [An とおくと，�(B1) = �(A1) + 1Xn=1 �(An+1 nAn) = �(A1) + 1Xn=1f�(An+1)� �(An)g � k1
また En \ An は B1 の部分集合で �(En \ An) � kn. よって�(B1) � k1; inff�(E); E � B1g = k
が成り立つ．従って k1 より小さく，その部分集合で k に極限をもつも B1 が構成で来た．
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同じ議論で B1 の部分集合で k2 より小さく，その部分集合で k に極限をもつものが構

成できる．これを繰り返すと減少列 fBng で �(Bn) も減少し，k に収束するものが取れる．
どこかで �(Bn) = k となれば k > �1 がいえる．すべての n で �(Bn) > k であれば，C = \nBn とおけば �(C) + 1Xj=n �(Bj+1 nBj) = �(Bn)
なので �(C) = k となり k > �1 がいえる．これで最小値をとる C が構成でき，
laim が
示せた．//
このことから �(C \ E) � 0 (そうでなければ �(C n E) < k となる)�(E n C) � 0 (そうでなければ �(C [ E) < k となる)

ここで D = X nC とおくと，これが定理の条件を満たすものである．また (4.1) も明らか．
最後に分解の一意性を示す．� = �� �, � ? � という別の分解を持ったとする．任意の E

に対し G � E のとき �(E) � �(E) � �(G):
ここで G を動かして上限をとれば �(E) � �+(E):
同様に � � �� も示せる．� ? � より H 2 B を�(X nH) = �(H) = 0
ととる． �(E) = �(E \H) = �(E \H) � �+(E \H) � �+(E):
上に示した � � �+ と合わせて � = �+ を得る．これで一意性が示せた．
系 4.3. Lebesgue 分解定理および Radon-Nikodym の定理は，�-有限の符号付測度に対して
成立する．

さてこの応用として Lp 空間の双対空間を求めてみよう．
定理 4.4. � を �-有限な測度とする．また 1 � p <1 とする．このとき Lp(�)� と Lq(�) は
同型で，その対応は '(f) = ZX f(x)g(x) d� (4.2)
で与えられる．
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証明 g 2 Lq(�) をとって '(f) = Z fg d�
と定めれば，H�older の不等式から ' 2 Lp(�)� で 'k � kgkq が成り立つ．これは Lq(�) �Lp(�)� を意味する．
逆に Lp(�)� � Lq(�) が成り立つことを示そう．� が �-有限だから Xn " X, �(Xn) < 1

となる集合列がとれる．n を固定して A � Xn に対し�(A) = '(1A)
と定めれば，� の実部および虚部は有限な符号付測度で，�(A) = 0 ならば �(A) = 0 であ
る．したがって Radon-Nikodym の定理から gn 2 L1(�) が存在して�(A) = ZXn 1Agn d�; A � Xn
と表される．n を動かしたとき，gn の一意性から gn+1 = gn a.e. on Xn. よって g = gn a.e.on Xn となる g が定まる．f 2 Lp が Xn の外で 0 である単関数ならば'(f) = ZXn fg d�: (4.3)
よって近似により f 2 Lp(�) が Xn の外で 0 である有界可測関数ならば (4.3) が成立する．
一般の f 2 Lp に対して fn(x) = 1Xn\fjf j�ng
と定め e(x) を jg(x)j = e(x)g(x)
となるようにとる．je(x)j = 1 と取れることは明らか．よってZ jfn(x)jjg(x)j; d� = Z e(x)jfn(x)jg(x); d� = '(ejfnj) � kfnkpk'k � kfkpk'k:n!1 として単調収束定理から fg 2 L1(�) かつZ jf(x)jjg(x)j; d� � kfkpk'k
が示せる．また Z fn(x)g(x); d� � '(fn):
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ここで fg 2 L1(�) であるから，優収束定理から n!1 としてZ f(x)g(x); d� � '(f):
次に kgkq � k'k を示す． gn(x) = 1Xn\fjgj�ngg(x)f = jgnjqe とおけば kfkpp = Z jgn(x)j(q�1)p d� = Z jgn(x)jq d� = kgnkqq:

また Z fg d� = Z jgnjq�1eg d� = Z jgnjq d�= '(f) � kfkpk'k = kgnkq=pq k'k:
よって kgnkq�q=pq � k'k ) kgnkq � k'k:
ここで n!1 として，単調収束定理を使えば kgkq � k'k を得る．最初に述べた関係からkgkq � k'k も成り立っているから kgkq = k'k となり，Bana
h 空間として同型であること
が示せた．q =1 の場合は f = 1fjgj�k'k+"g\Xneととる．すると kfk1 = �(fjgj � k'k+ "g \Xn)で
あり， '(f) = Z 1fjgj�k'k+"g\Xneg d� = Z 1fjgj�k'k+"g\Xnjgj d�� (k'k+ ")�(fjgj � k'k+ "g \Xn)
一方 '(f) � kfk1k'k = �(fjgj � k'k+ "g \Xn)k'k
この両者から �(fjgj � k'k+ "g \Xn) = 0 となり，n!1 として �(fjgj � k'k+ "g) = 0
を得る．" > 0 は任意だから kgk � k'k a.e. となる．
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1. 測度の正則性

測度空間 (X;B; �) には特に位相構造を考える必要ななかった．ここでは X を位相空間
のとし，位相が測度と関連する問題を取り扱う．そこで X を Hausdor� 空間とし， B をBorel �-algebra とする．またこの節では特に断らない限り � は有限測度であるとする．
定義 1.1. A 2 B が �-regular def()�(A) = supf�(K); K � A; K はコンパクト g = inff�(U); A � U; U は開集合 g: (1.1)
さらに，すべての A 2 B が �-regular のとき � を regular という．
また上の定義で K をコンパクトでなく，単に閉集合にしたとき，Aを �-
losed-regularと

いい，すべての A 2 B が �-
losed-regular のとき � を 
losed-regular という．
次の命題は明らかだろう．

命題 1.2. A が �-regular であるための必要十分条件は，任意の " > 0 に対し開集合 U � A
と，コンパクト集合 K � Aで，�(U nK) � " となるものが存在することである．�-
losed-regular の場合も同様である．
定理 1.3. X が距離空間のとき，任意の有限測度は 
losed-regular である．
証明 R を �-regular な Borel 集合全体とする．R が �-algebra になることを示そう．, X
は開集合かつ閉集合だから明らかに R に属す．A 2 R のとき，補集合 A
 が R に属する
ことも明らかである．R が加算の合併で閉じていることを示す．An 2 R とする．任意に " > 0 を取る．する
と，Fn � An � Un で �(Un n Fn) < 12n となる閉集合 Fn と開集合 Un が取れる．U = [Un,F = [Fn とおくと U n F � 1[n=1(Un n Fn)
なので �(U n F �) � 1Xn=1 �(Un n Fn) � 1Xn=1 "2n = ":



22 第 2章 微分と絶対連続性U は開集合であるが F が閉集合かどうかは分からない．Ln = Snj=1 Fj とすると �(F nLn)! 0
が成り立つ (ここで � が有限を使っている)．従って N を十分大きくとれば �(F n LN) � "
とできる．よって �(U n LN ) � �(U n F ) + �(F n LN ) < 2":LN は閉集合なので S1n=1An 2 R が示せた．
最後に閉集合が R に入ることを示せばよい．F を閉集合としてU" = fx; d(x; F ) < "g

とおくと，U" は開集合で " # 0 のとき U" # F となる．従って �(U" n F ) # 0 となるので，F 2 R が示せる．
定義 1.4. � が tight def() 任意の " > 0 に対して �(X nK) � " となるコンパクト集合K
が存在する．

定理 1.5. X が距離空間のとき，� が tight であるとき � は regular である．
証明 �は 
losed-regularであるから，閉集合で内側から近似できる．従って，任意の Aと "
に対して �(AnF ) < "となる閉集合 F � Aが存在する．また tightnessから �(X nK) < "と
なる．F \K はコンパクト集合でAn(F \K) � (AnF )[(X nK)なので �(An(F \K)) < 2"
である．これで regular であることが分かった．
定理 1.6. (Ulam) X を完備可分距離空間，� を有限測度とするとき，� は tight である．
また X が完備可分距離空間の Borel 集合と同相なときも � は tight である．

証明 X が完備可分距離空間であるとする．任意に " > 0 を与える．X は可分であるから
自然数 n に対して 1n -閉球の加算個で覆える．従ってその中から有限個の和集合 Fn をとっ
て �(X n Fn) < "2n とできる．F = \nFn とするとX n F � 1[n=1(X n Fn)
だから �(X n F ) � 1Xn=1 �(X n Fn) � 1Xn=1 "2n = ":
ところで作り方から F は全有界かつ閉だからコンパクトである．X が完備可分距離空間の Borel 集合と同相なときは，定理 1.5 を使えば tight であること
が分かる．

定理 1.7. X が完備可分距離空間の Borel 集合と同相なとき，任意の有限測度は regular で
ある．
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これを使うと次のことが容易に分かる．

定理 1.8. また X が完備可分距離空間の Borel 集合と同相で，� が有限測度ならばX 上の
有界連続関数全体は Lp(X; �) で稠密である．
証明 Lp(X; �) の任意の元はPNn=1 an1An の形の元でLp で近似できる．従って 1A が 有界
連続関数で Lp のなかで近似出来ればよい．測度の regularity から任意の " > 0 に対し，閉
集合 F � A と開集合 U � A を �(U n F ) < " となるように取れる．ここで Ulyson の定理
を使って F 上で 1, U の外で 0 となる連続関数 f で 0 � f � 1 となるものが取れる．するとZX jf � 1Ajp d� � ZUnF 1p d� � ":
これで主張が示せた．

ユークリッド空間 Rn で Lebesgue 測度を考えると，これは有限測度ではない．しかし加
算個の円環の直和と考えれば，それぞれ円環で，開集合で外から，コンパクト集合で中から，

差が "2n 以下になるようにできる．したがってこの場合も正しいことがわかる．
定理 1.9. Rn で Lebegue 測度を考えるとき，任意の有限測度 Borel 集合は，正則である．
実はこのことは第二可算公理を満たす局所コンパクト空間で，Radon 測度 (コンパクト集

合が有限測度を持つ Borel 測度)が与えられているときも同じことが成立する．証明は同様
にすればよい．

また次のことも成り立つ．

定理 1.10. C0(Rn) は Lp(Rn ; dx) で稠密である．
ここでは連続関数で近似したが，後で C10 (Rn) の元で近似できることを示す．2. 微積分の基本公式

次の定理を微積分の基本公式と呼んだ．f が連続関数のときddx Z xa f(y) dy = f(x): (2.1)
この定理を f が Lebesgue integrable の時に拡張する．Lebesgue 測度は � か j j で表す．
定理 2.1. g が [a; b℄ で Lebesgue integrable とする．このとき a.e. x でddx Z xa g(y) dy = g(x): (2.2)(測度 0の x に対してはこの等式は成立しないかもしれない)
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補題 2.2. U = f(a�; b�); � 2 �g とし，W = [�2�(a�; b�) とおく．W は有界であると仮定

する．このとき t < jW j なる t に対し，有限個の互いに素な集合 fV1; : : : ; Vqg � U でqXi=1 jVij � t3
となるものが取れる．

証明 Lebesgue 測度の正則性よりコンパクト集合 K � W で jKj > t となるものが存在す
る．K はコンパクトだから，有限個の U1, U2; : : : ; Un 2 U がとれて[ni=1Un � K とできる．
とくに jU1j � jU2j � � � � � jUnj
となるように番号付けておく．V1 = U1 とし，V2 は V1 と交わらない最小の番号の Um(2) を
とる．V3 は V1, V2 と交わらない最小の番号の Um(3) をとる．以下帰納的に定め，disjoint な
ものが存在しなくなるまで続ける．得られた結果を fV1; V2; : : : ; Vqg とする．これが求める
ものであることを示そう．Wi を Vi と中心が同じで長さが 3倍の開区間とする．
laim Ur に対してある i が存在し Ur � Wi* Ur がどれかの Vi と一致すれば，このことは明らか．どの Vi とも一致しないときは，k < r の，ある Vi = Uk と交わることになる．そうでなければ，V1; : : : ; Vq のどれかになっ
てしまうからである．Vi = Uk と交われば，k < r だから jUrj � jUkj = jVij. Wi は Vi の 3
倍の長さだから，Ui � Wi でなければならない．//
以上のことからt < jKj � j [ni=1 Uij � j [qi=1 Wij � wXi=1 jWij = 3 wXi=1 jVij:

補題 2.3. � を [a; b℄ 上の有限測度．A を �(A) = 0 となるBorel 集合．) �-a.e. x 2 A: ddx�([a; x℄) = 0.
証明 �-a.e. x 2 A に対し limh#0 �((x� h; x+ h))h = 0
を示す． Pj = fx 2 A; limh#0 �((x� h; x + h))h > 1j g
とおく．任意の " > 0 に対し，開集合 V � A を �(V ) < " ととる．x 2 Pj に対して，あるh > 0 で (x� h; x+ h) � V で�((x� h; x+ h) > hj = �((x� h; x+ h))2j (2.3)
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となる h が取れる．このように x 2 Pj ごとに開区間 (x� h; x+ h) をとりW = [x2Pj (x� h; x + h)
とおくと W � Pj である．補題 2.2 より，8t < �(Pj) � �(W ) に対して，disjoint intervalJ1; J2; : : : ; Jq が t � 3Xi �(Ji)
となるように取れる．さらに3Xi �(Ji) � 6Xi j�(Ji) � 6j�(V ) � 6j":
よって t � 6j" となるが，t < �(Pj) は任意なので�(Pj) � 6j"
となる．" > 0は任意なので �(Pj) = 0が従う．さらに j !1として求める結果を得る．
定理 2.1の証明 r を有理数としてgr = (g � r) _ 0; fr(x) = Z xa gr(t) dt
とおく．Borel 測度 � を �(B) = ZB gr(t)dt
と定めると Ar = fg � rg 上で g=0 だから �(Ar) = 0 である．ここで 補題 2.3 を用いてdfrdx = 0; �-a.e. on Ar = fg � rgr を有理数全体を動かしたときの除外集合の合併を C とする．
さて，一般に a � x < x + h � b に対しZ x+hx g(t) dt� rh = Z x+hx fg(t)� rg dt � Z x+hx gr(t) dt:

よって 1h Z x+hx g(t) dt � r + 1h Z x+hx gr(t) dt: (2.4)
同様に a � x� h < x � b に対し1h Z xx�h g(t) dt � r + 1h Z xx�h gr(t) dt: (2.5)
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ここで次のような記号を導入する．UR(f; x) = limh#0 f(x+ h)� f(x)h � LR(f; x) = limh#0 f(x+ h)� f(x)h ;UL(f; x) = limh#0 f(x)� f(x� h)h � LL(f; x) = limh#0 f(x)� f(x� x)h :
さて，以下では C の補集合上で考える．r > g(x), r 2 Q ならばdfr(x)dx = 0:
よって f(x) = R xa g(t) dt とすれば (2.4), (2.5) からUR(f; x) � r;UL(f; x) � r:r # g(x) とすれば UR(f; x) � g(x);UL(f; x) � g(x):g の代わりに �g を考えれば UR(�f; x) � �g(x);UL(�f; x) � �g(x):
大小関係を逆にすれば LR(f; x) � g(x);LL(f; x) � g(x):
これらを合わせて g(x) � LR(f; x) � UR(f; x) � g(x);g(x) � LL(f; x) � UL(f; x) � g(x):
これは ddx Z xa g(t) dt = g(x); �-a.e.
を意味する．

定義 2.4. [a; b℄ 上の関数 f が次を満たすとき有界変動であるという：Var(f : [a; b℄) := supfX jf(xi+1 � f(xi)j; a = x0 < x1 < � � � < xn = bg <1: (2.6)Var(f : [a; b℄) は [a; b℄ における総変動量という．
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注意 2.1. 有界変動関数は単調増大関数の差として表される:f(x) = Var(f : [a; x℄)� fVar(f : [a; x℄)� f(x)g:
命題 2.5. 有界変動関数の不連続点は高々加算個である．
定理 2.6. f : [a; b℄! R に対し次は同値．(i) 有限符号付測度 � が存在し f(x) = f(a) + �((a; x℄):(ii) f は右連続で有界変動．
証明 (i) ) (ii)
定理 4.2 の Hahn 分解を用いて � = �+� �� と表す．�+((a; x℄), ��((a; x℄) は単調関数だ

から主張は明らか．(ii)) (i)f は二つの単調右連続関数の差でかける．それぞれ測度が対応するから，f には符号付測
度が対応する．

定理 2.7. f が有界変動なら a.e. で f は微分可能で，導関数 f は Lebesgue 可積分である。
証明 有界変動関数は単調関数の差にかけるから，単調増大のときを示せばよい．不連続点

は高々可算で測度 0 だから f の代わりに f(x+) を考えて右連続としてよい．するとある符
号付測度 � が存在して f(x)� f(a) = �((a; x℄) と表される．定理 3.13 の Lebesgue 分解定
理より � = �a
 + �s と絶対連続な部分と特異な部分に分解できる．Radon-Nikodym の定理
から �a
(A) = ZA g(x) dx
と g 2 L1(dx) と表される．定理 2.1 からddx�a
((a; x℄) = f(x) a.e. x
である．一方補題 2.3 から ddx�s((a; x℄) = 0 a.e. x
である．よって主張が示せた．

定義 2.8. f : [a; b℄! R が絶対連続 def()8" > 0; 9Æ > 0 s.t. (ai; bi℄ は disjoint でXi (bi � ai) � Æ )Xi jf(bi)� f(ai)j � ": (2.7)
定理 2.9. � を [a; b℄ 上の有限符号付測度で �(fag) = 0 とする．f(x) = �((a; x℄) と定める．
このとき次は同値．



28 第 2章 微分と絶対連続性(i) f は絶対連続．(ii) � は Lebesgue 測度に関して絶対連続．
証明 (i) ) (ii)
laim 1. f が絶対連続なら F (x) = Var(f : [a; x℄) も絶対連続．* f が a.
. より 8" > 0 に対して Æ > 0 を (2.7) のようにとる．さて ，disjoint な
区間 (ai; bi℄ i = 1; : : : ; n がPi(bi � ai) � Æ を満たすとする．このとき (ai; bi℄ の分割をai = ai;0 < ai;1 < � � � < ai;Ni = bi をVar(f : [ai; bi℄) �Xj jf(ai;j)� f(ai;j�1)j+ "n
を満たすようにとる．f の条件よりjF (bi)� F (ai)j = nXi=1 Var(f : [ai; bi℄) �Xi Xj jf(ai;j � f(ai;j�1)j+ " � "+ " = 2":
よって F は絶対連続である．//f = F � (F � f) と単調増大関数の差にかけるから，f を初めから単調増大として定理を
示せばよい．� を対応する測度として，Lebesgue 測度に関して絶対連続であればよい．f がa.
. より " > 0 に対して Æ > 0 がとれて Pi(ri � li) < Æ ならば P jf(ri)� f(li)j � " が成
り立つ．但し (li; ri℄ は disjoint である．
今 �(A) = 0 とする．" > 0 に対して Æ を上のようにとる．測度の正則性から U � A で�(U) < Æ となる U が存在する．U = [i(ai; bi)と高々加算の素な和でかける．Pi(bi�ai) < "

である．ところで条件より�(A) � �(U) = limn!1�([ni=1(ai; bi)) � limn!1 nXi=1 (f(bi)� f(ai)) � ":" > 0 は任意なので �(A) = 0 が成立する．(ii)) (i)�は有限を仮定しているから定理 3.15から任意の " > 0に対し，Æ > 0が取れて �(A) < Æ
ならば �(A) < " とできる．そこで Pi(bi � ai) < Æ となる素な区間 (ai; bi℄ をとると A =[i(ai; bi℄ とすれば " > �(A) =Xi �((ai; bi℄) =Xi ff(bi)� f(ai)g
となり，f が絶対連続であることが分かる．
これから次の定理が従う．

定理 2.10. f : [a; b℄! R に対し次は同値．(i) f は絶対連続．(ii) g 2 L1(dx) が存在して f(x) = f(a) + R xa g(y) dy.
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1. 定義と性質T = R=(2�Z) とする．集合としては T = [0; 2�) と同一視する．T 上の関数は，R 上の周
期 2� の関数と同一視する．T 上の p乗可積分な関数全体を Lp(T ) とかき，ノルム k kp をkfkp = � 12� Z 2�0 jf(x)jp dx�1=p (1.1)
で定める．すなわち，測度を dx2� と正規化したものをとっておく．p =1のときは L1(T )の元は本質的に有界な関数である．ノルムは本質的上限で定める．Lp(T ) は k kp をノルムとする Bana
h 空間である．T 上の Cm 級の関数全体を Cm(T ) と
かく．

さて，この章では T 上の関数 f が f = 1Xn=�1 
neinx と展開されることを議論する．
定義 1.1. f 2 L1(T ) に対して f̂(n) = 12� Z 2�0 f(x)e�inx; dx (1.2)
を f の n 次 Fourier 係数 という．また Fourier 係数を用いて定義された級数f(x) � 1Xn=�1 f̂(n)einx (1.3)
を f の Fourier 級数と呼ぶ．
命題 1.2. f , g 2 L1(T ) とするとき次が成り立つ．(1) [f + g(n) = f̂(n) + ĝ(n):(2) 任意の � 2 C に対して 
�f(n) = �f̂(n).(3) f を f(x) = f(x) で定義する．このとき f̂(n) = f̂(�n)(4) f�(x) = f(x� �) と定めると，f̂� = e�in�f̂(n).(5) jf̂(n)j � kfk1.
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証明はすべて明らかである．上の (5) は f̂ が L1(T ) から `1(Z) への有界作用素であるこ

とを意味している．

命題 1.3. (1) f 2 Cm(T ) とすれば，df (k)(n) = (in)kf̂(n), 0 � k � m.(2) f 2 L1(T ) で f̂(0) = 0 のとき F (x) = Z x0 f(y) dy
と定めると，F̂ (n) = 1in f̂(n), n 6= 0 である．

上の命題から f 2 Cm(T ) ならばjf̂(n)j � kf (m)k1jnj�m; n 6= 0
となる．f が滑らかであるほど，f̂(n) は急速に 0 に収束することがわかる．
合成積と Fourier 級数
定義 1.4. 二つの関数 f , g に対しf � g(x) = 12� Z 2�0 f(x� y)g(y) dy (1.4)
を f と g の合成積と呼ぶ．
合成積はいつでも定義できるわけではない．定義されるための十分条件を与えておく．

定理 1.5. (1) f 2 Lp(T ), g 2 Lq(T ), 1p + 1q = 1 のとき f � g は連続関数であり，kf � gk1 � kfkpkgkq
が成り立つ．(2) f 2 Lp(T ), g 2 L1(T ) のとき f � g(x) はほとんどいたるところの x に対して定義されkf � gkp � kfkpkgk1
が成り立つ．

証明 (1) は H�older の不等式からjf � g(x)j � 12� Z 2�0 jf(x� y)jjg(y)j dy� � 12� Z 2�0 jf(x� y)jp dy�1=p� 12� Z 2�0 jg(y)jq dy�1=q= kfkpkgkq:



2. Ces�aro 総和法 31f � g が 連続関数であることは x 7! fx が Lp(T ) への連続関数であることに注意すればよい．(2) は jf � g(x)j � 12� Z 2�0 jf(x� y)jjg(y)j 1p+ 1q dy� � 12� Z 2�0 jf(x� y)jpjg(y)j dy�1=p� 12� Z 2�0 jg(y)j dy�1=q:
ここで両辺を p 乗して積分すれば12� Z 2�0 jf � g(x)jp dx � 12� Z 2�0 dx 12� Z 2�0 jf(x� y)jpjg(y)j dykgkp=q1= kfkpp 12� Z 2�0 jg(y)j dykgkp=q1= kfkppkgk1kgkp=q1= kfkppkgkp1:
これから kf � gkp � kfkpkgk1 が得られる．
定理 1.6. f � g が well-de�ned のとき[f � g(n) = f̂(n)ĝ(n)
が成り立つ．

証明 [f � g(n) = 12� Z 2�0 dx 12� Z 2�0 ff(x� y)e�in(x�y)gfg(y)e�inygdy = f̂(n)ĝ(n):
2. Ces�aro 総和法Fourier 級数の第 N 部分をを SNf(x) = NXn=�N f̂(n)eint (2.1)
と定義する．SNf ! f を問題としているわけであるが，一般には難しい問題である．そこ
で次のような Ces�aro 和を考える．�Nf(x) = 1N + 1 NXn=0 Snf(x): (2.2)
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こちらのほうが収束はやさしくなる．SNf(x) = 12� Z 2�0 � NXn=�N ein(x�y)�f(y) dy (2.3)�Nf(x) = 12� Z 2�0 � 1N + 1 NXn=0 nXk=�n eik(x�y)�f(y) dy: (2.4)
ここで DN(x) = NXn=�N einx = sin(N + 12)xsin x2
を Diri
hlet 核， �N (x) = 1N + 1 NXn=0Dn(x) = 1N + 1 NXn=0 nXk=�n eikx= NXn=�N�1� jnjN + 1�einx = 1N + 1�sin (N+1)x2sin x2 �2
を Fej�er 核という．
これらを用いると SNf = DN � f , �Nf = �N � f と表現できる．

命題 2.1. �N は次を満たす．�N � 0; 12��N (x) dx = 1; limN!1Z 2��ÆÆ �N (x) dx = 0:
命題 2.2. 1 � p � 1 のとき k�Nfkp � kfkp
証明 k�Nfkp = k�N � fkp� k�Nk1kfkp (* 定理 2.5)= kfkp:
定理 2.3. f 2 C(T ) のとき �Nf は f に一様収束する．
証明 M = kfk1 とおく．f は一様連続であるから 8" > 0 9Æ > 0 s.t.jx� yj � Æ ) jf(x)� f(y)j � ":
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またある N0 が存在して N � N0 のとき12� Z 2��ÆÆ �N(x) dx � "M :
よって �Nf(x)� f(x) = 12��Z Æ�Æ + Z 2��ÆÆ ��N(y)ff(x� y)� f(x)g dy
から j�Nf(x)� f(x)j � 12� Z 2�0 �N(y)" dy + "M 2kfk1 = 3":
これで主張が示せた．

注意 2.1. 上の定理から三角多項式 (sinnx, 
osnx の一次結合)は C(T ) で稠密であることが
分かる．

系 2.4. (Weierstrass) 多項式は区間 C([a; b℄) で稠密．
これは sinnx, 
os nx を Taylor 展開すればよいから明らかである．

定理 2.5. 1 � p <1 とする．f 2 Lp(T ) ) limN!1 kf � �Nfkp = 0.
証明 f 2 Lp(T ) とする．任意の " > 0 に対し kf � f"kp � " となる f" 2 C(T ) が存在する．kf � �Nfkp � kf � fe + fe � �Nf" + �Nf" � �Nfkp� kf � fekp + kfe � �Nf"kp + k�N (f" � f)kp� 2kf � fekp + kfe � �Nf"kp� 2"+ kfe � �Nf"kp:�Nf" は f" に一様収束するから Lp 収束する．よってlimN!1 kf � �Nfkp � 2":" > 0 は任意だから求める結果を得る．
定理 2.6. (Riemann-Lebesgue) f 2 L1(T ) とすると， limjnj!1 f̂(n) = 0
証明 f が三角多項式の時は明らか．後は L1 の元が三角多項式で近似できることを使えば
よい．

定理 2.7. (Fourier 級数の一意性) f 2 L1(T ), f̂(n) = 0, 8n 2 Z ) f = 0.
証明 �Nf が f に収束することから明らか．



34 第 3章 Fourier 級数3. Fourier 級数の L2 理論L2(T ) は次の内積で Hilbert 空間になる．(f; g) = 12� Z 2�0 f(x)g(x) dx (3.1)
また (einx; eimx) = 12� Z 2�0 einxe�imx(x) dx = (1; n = m0; n 6= m:
これは feinxgn2Zが L2(T ) の正規直行系であることを意味している．
以下抽象的に Hilbert 空間に正規直行系 fung が与えられているとする．このとき
n = (f; un)

を一般化されたFourier 係数と呼ぶ．
定理 3.1. fung をHilbert 空間の正規直行系とするとき次が成り立つ．(1) 任意の d1; : : : ; dN に対し kf �PNn=1 
nunk2 � kf �PNn=1 dnunk2.(2) kfk2 = kf �PNn=1 
nunk2 +PNn=1 j
nj2.(3) P1n=1 j
nj2 � kfk2.(4) limN!1 kf �PNn=1 
nunk2 = 0. , kfk2 =P1n=1 j
nj2.
定義 3.2. 正規直行系 fung が，任意の f に対して1Xn=1 j
nj2 = kfk2 (3.2)
が成り立つとき完全であるという．この等式を Parseval の等式という．
さて，元の L2(T ) の場合の，本来の Fourier 級数の話に戻る．

定理 3.3. f 2 L2(T ) のとき limN!1 kSNf � fk2 = 0
証明 定理 3.1 の (1) より kSNf � fk2 � k�Nf � fk2
である．あとは定理 2.5 を用いればよい．
系 3.4. feinxgn2Zは完全である．
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定理 3.5. f 2 Ck(T ) (k � 1) とする．このとき P jnk�1f̂(n)j < 1 で SNf は f に一様収
束する．

証明 df (j)(n) = (in)j f̂(n); 1 � j � k
であった．f (k) に関するParseval の等式によって1Xn=�1(1 + n2)kjf̂(n)j2 <1
が成り立つ．よってX jnk�1f̂(n)j =X jnjk�1(1 + n2)�k=2(1 + n2)k=2jf̂(n)j� �X jnj2k�21(1 + n2)k�1=2�X(1 + n2)kjf̂(n)j2� <1:
よって求める結果が成り立つ．このことは

P jf̂(n)j <1 を意味するから SN は一様収束す
る．

上の定理は C1 なら一様収束をすることを意味するが，C1 でなくても，絶対連続で微分
が L2 に属せば同じ証明が成り立つ．
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第4章 超関数

1. 試験関数空間

記法

この章で使う記号を纏めておく．

空間: Rn� = (�1; : : : ; �n) 2 Zn+, Z+ = f0; 1; 2; : : :g� = (�1; : : : ; �n)D� = � ��x1��1 � � �� ��xn��nj�j = �1 + � � �+ �n: order �+ � = (�1 + �1; : : : ; �n + �n)j�j = 0 ) D�f = f , � � � , 8i �i � �ix = (x1; : : : ; xn) x� = x�11 � � �x�nn
 � Rn : open set (�xed)D(
) = C10 (
)K � 
: 
ompa
t setDK = ff 2 C1(
); supp f � Kgk�kN := maxfjD��(x)j; x 2 
; j�j � Ng
定義 1.1. �j, � 2 D(
)�j ! � def() 9K: 
ompa
t s.t. supp �j � K, 8N 2 N , k�j � �kN ! 0.
定義 1.2. �: D(
)! R: 線型汎関数� が連続 def() �j ! � のとき �(�j)! �(�)
連続な線型汎関数を超函数 (distribution)と呼び，その全体をD 0(
) とかく．

定理 1.3. �: D(
)! R を線型汎関数とする．� 2 D 0(
) ,8K: 
ompa
t �: DK(
)! R が連続．i.e., 9N 2 N , C > 0 s.t. j�(�)j � Ck�kN
例 1.1. Dira
 measure: Æx(�) = �(x):
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tions and measuresf 2 L1lo
(
) (i.e., 8K: 
ompa
t f jK 2 L1(K)�f(�) = Z
 �(x)f(x) dx�f 2 D 0(
) は j�f(�)j � k�k0 ZK jf(x)j dx; 8� 2 DK
より分かる．

また �: Radon measure (i.e., 8K: 
ompa
t �(K) <1)�f(�) = Z
 �(x) d�
も D 0(
) に入ることも同様に示せる．Operation of distributions� 2 D 0(
) に対し微分を D��(�) = (�1)j�j�(D��)
で定める．
laim D�� 2 D 0(
)* j�(�)j � Ck�kN :
よって j(D��)(�)j = j(�)(D��)j � CkD��kN � Ck�kN+j�j:
例 1.2. 
 = (a; b).�: Radon mesure on 
f を f(x)� f(y) = �((x; y℄) となるように定める．すると D�f = �� である．* Z � d� = � Z �0(x)f(x) dx
を示せばよい．L.H.S. = Z(a;b)(�(x)� �(a)) d�(x) = Z(a;b) d�(x) Z(a;x) �0(y) dy = Z(a;b) �0(y) dx Z(y;b) d�(x)



1. 試験関数空間 39= Z(a;b) �0(y) dx(f(b)� f(y)) = � Z(a;b) �0(y)f(y) dx: ==
これは例えば � = Æ0 のとき f = (1; x � 0;0; x < 0:

とすればよい．この関数を Heviside 関数という．Multipli
ation by fun
tions� 2 D 0(
), f 2 C1(
) に対し (f�)(�) = �(f�)
で定める．
laim f� 2 D 0(
)* 一般に D�(fg) =P��� 
�;�D���fD�gj�(�)j � Ck�kN
より j(f�)(�)j = j�(f�)j� Ckf�kN= C Xj�j�N jD�(f�)kN= C Xj�j�N����X���C�;�D���fD��)����� C 0kfkNk�kN : ==
また D�(f�) =X���C�;�D���fD��

も明らかである．Sequen
e of distributions�j, � 2 D 0(
),�j ! � in D 0(
) def() 8� 2 D(
): �j�! ��.
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定理 1.4. �j 2 D 0(
), j = 1; 2; : : : , 任意の � 2 D(
) に対し limj!1�j(�) が存在するとき�(�) := limj!1�j(�)
で定義すると，� 2 D 0(
).
証明 コンパクト集合 K! をとる．� 2 DK に対し limj!1�j(�) が存在するから (Fr�e
het
空間における)Bana
h-Steinhausの定理より �は D(K) 上で連続である．よって定理 1.3 よ
り � 2 D 0(
) である．
超関数の局所化�1, �2 2 D 0(
), U � 
: open set のとき，�1 = �2 def() �1 = �2; 8� 2 D(U)
さて，次の定理の定理で与えられる f igを fU
gに従属した局所有限の単位の分解という．

定理 1.5. fU
g
2� を開集合の族で [
U
 = 
 とする．このとき f ig � D(
)  i � 0 で次
を満たすものが存在する．(i) 8i, 9
 2 � s.t. supp i � U
(ii) Pi  i(x) = 1. 但し，任意のコンパクト集合上で �i 6= 0 となる i は有限個．
証明 B(x; r) を中心 x, 半径 r の開球とする．可算個の Vi = B(xi; ri) を [iVi = 
 で，任意
の i に対し Wi = B(xi; 2ri) � U
 となる 
 が存在するようにとる．そこで �i 2 C10 (Rn) を�i = 8>><>>:1 on Vi2 [0; 1℄ on Wi0 on W 
i ;
ととる．このような関数を作れることは，R 上の関数 fÆ をfÆ = 8><>:exp�� 1Æ2�t2�; jtj < Æ;0; jtj � Æ:
と定めると，fÆ 2 C10 (R) で，supp fd = [�Æ; Æ℄ である．積分すれば x � �Æ で 0 で，x � Æ
で定数になる．この関数を使えば上のような関数が作れる．

これから帰納的に  1 = �1 i+1 = (1� �1) � � � (1� �i)�i+1
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と定めればよい．これが条件を満たすことは 1 + � � �+  n = 1� (1� �1) : : : (1� �n)
から V1 [ � � � [ Vn 上で  1 + � � �+  n = 1 となっている．
定理 1.6. fU
g
2� を開集合の族で [
U
 = 
 とする．各 U
 で � = 0 であれば � = 0 で
ある．特に �1, �2 22 D 0(
) が 各 U
 で �1 = �2 であれば �1 = �2 である．
証明 単位の分解 f ig をとれば�(�) = �(�( 1 + � � �+  n) = �(� 1) + � � �+ �(� n) = 0
となるから明らか．

上の定理から � = 0 となる最大の開集合 G が取れる．この補集合 
 nG を台 (support)
という．

定義 1.7. 台が有界な超関数全体を E 0(Rn) とかく．E 0(Rn) の元は C1(Rn) に拡張できることを注意しておく．
超関数と関数の合成積

以下 
 = Rn とし，D = D(Rn), D 0 = D 0(Rn) とする．Rn 上の関数 u に対して次の記号
を使う． �xu(y) := u(y � x); �u(x) = u(�x):
さらに二つの関数 u, v に対して合成積をu � v(x) = ZRn u(x� y)v(y) dy
で定める．但し，積分が意味があるときだけである．u � v は次のようにも書ける．u � v(x) = Z u(y)v(x� y) dy = Z u(y)�x�v(y) dy:
これに基づいて，超関数 � と � 2 D との合成積を� � �(x) = �(�x ��)
と定義する．また超関数に対しても �x を�x�(�) = �(��x�)
で定義する．
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定理 1.8. � 2 D 0, �,  2 D とする．次が成り立つ．(i) �x(� � �) = (�x�) � � = � � (�x�).(ii) � � � 2 C1(Rn) で D�(� � �) = (D��) � � = � � (D��):(iii) � � (� �  ) = (� � �) �  
証明 定義から (�x(� � �))(y) = (� � �)(y � x) = �(�y�x ��):((�x�) � �)(y) = (�x�)(�y ��) = �(�y�x ��):(� � (�x�))(y) = �(�y(�x�)_) = �(�y�x ��):
以上のことから (i) が示せた．(ii) は �x((D��)_) = (�1)j�jD�(�x ��)
に注意して(� � (D��))(x) = �(�x(D��)_) = (�1)j�j�(D�(�x ��)) = D��(�x ��) = D�� � �(x):2番目の等式は e 2 Rn を unit ve
tor として，微分の定義に戻って計算しよう．�r = r�1(�0 � �re)
と定義して， �r(� � �) = � � (�r�)
となる．ここで r ! 0 のとき �r�! De� in D だから�x((�r�)_)! �x((De�)_) in D .
よって limr!0� � (�r�)(x) = � � (De�)(x):
従って De(� � �) = � � (De�). 後はこれを繰り返せばよい．
最後に (iii) を示す． (� �  )_(x) = Z  (y)�(�x� y) dy



1. 試験関数空間 43= Z � (y)�(�x+ y) dy= Z � (y)��(x� y) dy= Z � (y)�y ��(x) dy:
ところで y 7! � (y)�y �� は D(K) で連続である．ただし K = K1 + K2, K1 = supp ��,K2 = supp � である．
上の計算から� � (� �  ))(0) = �(� �  )_ = ��ZK2 � (y)�y �� dy�= ZK2 � (y)�(�y ��) dy = Z  (�y)(� � �)(y) dy:

従って � � (� �  ))(0) = (� � �) �  (0):
一般のときは 0 を x にすればよい．
定義 1.9. Rn において hj(x) = jnh(jx); j 2 N (1.1)
で h 2 D(Rn), h � 0, R h(x) dx = 1 となるものを approximate identity と呼ぶ．
定理 1.10. fhjg を approximate identity, � 2 D , � 2 D 0 とする．次が成り立つ．(1) lim� � hj = � in D .(2) lim� � hj = � in D 0.
証明 f を連続関数とするとき，f �hj ! f が局所一様収束の意味で成立することを示そう．f(x)� f � hj(x) = Z (f(x)� f(x� y))hj(y) dy:
コンパクト集合 K をとると，任意の " > 0 に対し Æ が存在して，x 2 K, jx� yj � Æ なら
ば jf(x)� f(x � y)j � " とできる．j が十分大きければ，hj の台は fx; jxjÆg に含まれる．
従って jf(x)� f � hj(x)j � " 8x 2 K となる．
また � 2 D のときは D�(� � hj)(D��) � hj ! D��

は局所一様収束の意味で収束する．これで (1) が 示せた．



44 第 4章 超関数(2) は次で分かる．(� � hj)(�) = ((� � hj) � ��)(0) = ((� � (hj � ��))(0)
ここで hj � ��! �� in D だからlimj!1(� � hj)(�) = limj!1((� � (hj � ��))(0) = ((� � ��))(0) = �(�):
上の定理は超関数が C1 関数の極限として表されることを示している．この合成積の方

法を用いれば C10 (Rn) が Lp で稠密であることも示せる．
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第5章 Fourier 変換
1. フーリエ変換の定義Rn で考える．f 2 L1(Rn) に対し Fourier 変換 f̂ をf̂(�) = 1(2�)n=2 ZRn e�ix�f(x) (1.1)
で定める．明らかに kf̂k1 � kfk1
である． e�(x) = ei��x (1.2)
と定めると f̂(�) = 1(2�)n=2 (f � e�)(0)
と表すことも出来る．� = (�1; : : : ; �n) に対しD� = i�j�jD� = �1i ��x1��1 � � ��1i ��xn��n
と定義する．D�e� = ��e� である．表記を簡単にするために定数倍してある．従って，P をP (�) =P 
��� となる多項式とするとP (D) =X 
�D�; P (�D) =X(�1)j�j
�D�P (D)e� = P (�)e�
が成り立つ．

定理 1.1. f , g 2 L1(Rn), x 2 Rn とするとき，次が成り立つ．(1) (�xf)^ = e�xf̂ .(2) (exf)^ = �xf̂ .(3) (f � g)^ = (2�)n=2f̂ ĝ.



46 第 5章 Fourier 変換(4) � > 0, h(x) = f(x=�) ) ĥ(�) = �nf̂(��)
証明 (1) は (�xf)^(�) = Z �xf(y)e��(y) dy = Z f(y)��xe��(y) dy= Z f(y)e�x(�)e��(y) dy = e�x(�)f̂(�):(2) は (exf)^(�) = Z ex(y)f(y)e��(y) dy = Z e(x��)(y)f(y) dy = f̂(�x + �) = �xf̂(�):(3) は (f � g)^(�) = (2�)�n=2 Z (f � g)(x)e�i��x dx= (2�)�n=2 Z Z f(x� y)g(y) dye�i��xdx= (2�)�n=2 Z f(x� y)e�i��(x�y) dx Z g(y)e�i��y dy= (2�)n=2f̂(�)ĝ(�):(4) は y = x=� という変数変換でĥ(�) = (2�)�n=2 Z f(x=�)e�i��x dx = (2�)�n=2 Z f(y)e�i���y�n dy = �nf̂(��)
2. 急減少関数f が急減少関数 def() f 2 C1(Rn), 8� supx2Rn(1 + jxj2)N jD�f(x)j <1
急減少関数の全体を S (または S (Rn)) とかく．

定理 2.1. 次が成立する．(1) S は Fr�e
het 空間である（
ountably normed 
omplete spa
e)(2) P を多項式，g 2 S とするとき，次は S から S への写像として連続:f 7! Pf; f 7! gf; f 7! D�f:(3) P を多項式とするとき
（P (D)f)^ = P f̂ ; （Pf)^ = P (�D)f̂ :



2. 急減少関数 47(4) f 7! f̂ は S から S への連続写像 (後で同型写像であることを示す)．
証明 (1) 可算個の seminorm はjjjf jjjN = Xj�j�N supx2Rn(1 + jxj2)N jD�f(x)j
で与えられる．完備性は ffng をCau
hy 列とするとき，8�, � に対しfj ! g; x�D�fj ! g�;�
となる g, g�;� が存在する．g�;� = x�D�g であることは容易に分かる．従って g 2 S でfj ! g in S である．(2) P を k 次の多項式とする．(1 + jxj2)ND�(Pf) = (1 + jxj2)NX���C�;�D���PD�f:
ここで D���P は k � j�� �j 次の多項式であるから，9M 2 N , 9C > 0 s.t.j(1 + jxj2)ND�(Pf)j � C(1 + jxj2)MX��� jD�f j:
これから連続性が従う．他も同様である．(3) (P (D)f) � e� = f � (P (D)e�) = f � (P (�)e�) = P (�)f � (e�):
この 0 での値を求めて (P (D)f)^ = P f̂ を得る．
次に � = (�1; �2; : : : ; �n), �0 = (�1 + "; �2; : : : ; �n), " 6= 0,f̂(�0)� f̂(�)i" = (2�)�n=2 Z x1f(x)e�ix1" � 1ix1" e�x�� dx:x1f 2 L1 より，"! 0 のとき dominated 
onvergen
e theorem が使えて1i ���1 f̂(�) = �(2�)�n=2 Z x1f(x)e�x�� dx:

よって �1i ���1 f̂(�) = (x1f)^:
一般の場合はこれを繰り返す．(4) f 2 S , g(x) = (�1)j�jx�f(x) とする．g 2 S である．ĝ = D�f̂ よりP �D�f̂ = P � ĝ = (P (D)g)^:
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また P (D)g 2 L1 より P �D�f̂ は有界．よって f̂ 2 S が分かった．
特に kP �D�f̂k � kP (D)gk1 � k(1 + jxj2)�(n+1)=2(1 + jxj2)(n+1)=2P (D)gk1� k(1 + jxj2)�(n+1)=2k1k(1 + jxj2)(n+1)=2P (D)(x�f)k1� k(1 + jxj2)�(n+1)=2k1jjjf jjjN :

但し，N は十分大きくとる．これから連続性が従う．
定理 2.2. (Riemann-Lebesgue) f 2 L1(Rn) ) f̂ 2 C1(Rn). (i.e., limjxj!1 jf̂(x)j = 0)
証明 D � S で D は L1 で稠密だから，S は稠密．f 2 S のとき f̂ 2 S � C1(Rn).
一般の f 2 L1(Rn) に対しては fn 2 S を kf � fnk1 ! 0 ととる．すると kf̂ � f̂nk1 ! 0

と C1(Rn) がBana
h 空間であることに注意すれば f̂ 2 C1(Rn).
補題 2.3. �(x) = e�jxj2=2 と定めると，�̂ = �.
証明 1次元のときを示せばよい．� 2 S は明らか．また�̂0(�) = dd� Z e�x2=2e�i�x dx = Z �ixe�x2=2e�i�x dx= Z i ddxe�x2=2e�i�x dx = � Z i ddxe�x2=2 ddxe�i�x dx= �� Z ddxe�x2=2e�i�x dx = ���̂(�):
この微分方程式を解いて �̂ = C�. また定数 C は�̂(0) = 1p2� Z e�x2=2 dx = 1
より C = 1 となり求める結果を得る．
定理 2.4. (The inversion theorem)(1) f 2 S のとき f(x) = 1(2�)n=2 Z f̂(�)eix�� d� (2.1)(2) f 7! f̂ は S から S への連続線型写像でf^^^^ = f (2.2)(3) f 2 L1, f̂ 2 L1 ならば f(x) = 1(2�)n=2 Z f̂(�)eix�� d�
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証明 f , g 2 L1(2�)�n=2 Z Z f(x)g(y)e�ix�y dxdy = Z f̂(y)g(y) dy = Z f(x)ĝ(x) dx:
ここで g(x) = �(x=�) = e�x2=2�2 としてZ �(y=�)f̂(y) dy = Z f(x)�n�̂(�x) dx = Z f(x=�)�̂(x) dx:
ここで �!1 とすれば f(x=�)! f(0), �(y=�)! �(0) であるから�(0) Z f̂(y) dy = f(0) Z �̂(x) dx:) f(0) = (2�)�n=2 Z f̂(y) dy:
これを使ってf(x) = (��xf)(0) = (2�)�n=2 Z (��xf)^(y) dy = (2�)�n=2 Z f̂(y)eix�y dy:(2) Ff = f̂ で F を定める．(1) から F は 1:1 で F 2g = �g (�g(x) = g(�x)) よってF 4g = g. 従って F は onto で F�1 = F 3 は連続．(3) f , g 2 L1 に対し Z f̂(y)g(y) dy = Z f(x)ĝ(x) dx
であった．ここで h(x) = R f̂(�)eix�� d� とおけば g 2 S のときZ h(x)ĝ(x) dx = Z Z f̂(�)eix��ĝ(x) d�dx = Z f̂(�) d� Z eix��ĝ(x) d�dx= Z f̂(�)(2�)n=2g(�) d� = Z (2�)n=2f(�)ĝ(�) d�:
従って Z (h(x)� (2�)n=2f(x))ĝ(x) dx = 0:ĝ は S 全体を動くから h = (2�)n=2f となる．
定理 2.5. f , g 2 S のとき次が成り立つ．(1) f � g 2 S .(2) (fg)^ = (2�)�n=2f̂ � ĝ
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証明 (1) (f � g)^ = (2�)n=2f̂ ĝ 2 S) f � g = (2�)n=2F�1(f̂ ĝ) 2 S :(2)f̂ � ĝ = Ff �Fg = (2�)n=2F�1(FFfFFg) ((1) の証明中に示した)= (2�)n=2F�1(F 2fF 2g) = (2�)n=2F�1( �f�g) = (2�)n=2F (fg) = (2�)n=2(fg)^
定理 2.6. (Plan
herel) 	f = f̂ for f 2 S となる isometry 	: L2 ! L2 が一意的に存在す
る．この 	f も f̂ とかく．（もはや積分ではかけない．）
証明 f , g 2 S とする．Z f(x)g(x) dx = Z g(x) dx(2�)�n=2 Z f̂(�)eix�� d�= Z f̂(�) d�Z (2�)�n=2g(x)e�ix�� dx= Z f̂(�)ĝ(�) d�:
特に g = f として Z jf(x)j2 dx = Z jf̂(�)j2 d�:S は L2 で稠密だから isometry として一意的に拡張できる．
例 2.1. f = 1[�1;1℄ とするとf̂(�) = 1p2� Z 1�1 e�i�x dx = � 1i�p2�e�i�x���1�1 = 1i�p2� (ei� � ei�) = 2 sin ��p2� :
これから Plan
herel の定理を使うとZ 1�1 12 dx = Z 42� sin2 ��2 d�:
従って Z 1�1 sin2 ��2 d� = �:



3. 緩増加超関数 513. 緩増加超関数

定理 3.1. 次が成立する．(1) D は S で稠密．(2) 埋め込み D � S は連続．
証明 (1) 任意の f 2 S をとる．また  2 D を = 8>><>>:1; jxj � 12 [0; 1℄ 1 � jxj � 20; jxj � 2
となるようにとる．さらに fr(x) = f(x) (rx) 2 D とおく．
laim fr ! f in S as r ! 0.* P (x)D�(f � fr)(x) = P (x)X���D���f(x)rj�jD�[1�  ℄(rx)
ここで D�[1�  ℄(rx) = 0 for jxj � 1r .
また PD���f 2 C1(Rn) より，一様に 0にいく．(2) K がコンパクトのとき，D と S の位相は同じである．(これは (1 + jxj2)N が コンパ
クト集合 K 上では有界である事を使えばよい) したがって DK � S . またDK � S 連続
これから D � S は連続．
定義 3.2. S 上の連続線型汎関数を緩増加超関数 (tempered distributin) とよぶ．また緩増
加超関数全体を S (または S 0(Rn)) とかく．
埋め込み D � S が連続だから S 0 � D 0 である．この埋め込みは 1:1 であるので，sS 0

の元を D 0 の元と見ることもある．
例 3.1. (1) � 2 D 0, supp� がコンパクト) � 2 S 0* K = supp�,  2 D を K の近傍で  = 1 となるようにとる~�(f) = �( f) f 2 S

とする．fj ! 0 in S ならば Rn 上で一様に D�fj ! 0 となる．従って  fj ! 0 in D
となる．よって ~� 2 S 0 となる．明らかに ~�(�) = �(�) for � 2 D だから ~� は � の
拡張になっている．//



52 第 5章 Fourier 変換(2) �: a Radon measure on Rn , ある N > 0 が存在してZRn(1 + jxj2)�Nd�(x) <1) � 2 S 0.* �(f) = Z f d� f 2 S
と定める．� の連続性を示す．fj ! 0 in S のとき k(1 + jxj2)Nfjk1 ! 0.����Z fj d����� = ����Z (1 + jxj2)Nfj(1 + jxj2)�N d����� � k(1 + jxj2)Nfjk1 Z (1 + jxj2)�N d�! 0:�(f) = Z f d� f 2 S(3) 1 � p <1, g: a measurable fun
tin on Rn , 9N > 0 s.t.ZRn j(1 + jxj2)�Ng(x)jpd�(x) <1) g 2 S 0.* �(f) = Z gf dx f 2 S
と定める．(i) p > 1 の場合．q を共役指数とする: 1p + 1q = 1.j�(f)j = ����Z (1 + jxj2)Nf(x)(1 + jxj2)�Ng(x) dx����= �Z j(1 + jxj2)Nf(x)jq dx�1=q�Z j(1 + jxj2)�Ng(x)jp dx�1=p� C�Z (1 + jxj2)�Mqj(1 + jxj2)N+Mf(x)jq dx�1=q� C�Z (1 + jxj2)�Mq dx�k(1 + jxj2)N+Mfk1:M を十分大きくとれば

R (1 + jxj2)�Mq dx <1 とできる．p = 1 の場合も同様．//



3. 緩増加超関数 53(4) Lp の元，多項式，多項式で絶対値がおさえられる関数は S 0 の元．(5) ejxj2 は S 0 の元にはならない．
定理 3.3. � 2 Zn+, P : a plynomial, g 2 S , � 2 S 0 ) D��, P�, g� 2 S 0
証明 (D��)(f) = (�1)j�j�(D�f)(P�)(f) = �(Pf)(g�)(f) = �(gf)
より明らか．

定義 3.4. � 2 S 0 に対し � の Fourier 変換 �̂ を�̂(�) = �(�̂); � 2 S (3.1)
で定める．

注意 3.1. L1 or L2 のときの Fourier 変換と 
onsistent になる．* f 2 L1 のとき，これを S 0 の元とみなしたものを �f とかく．� 2 S のとき�̂f (�) = �f(�̂) = Z f�̂ dx = Z f̂� dx (定理 2.4 の証明の中で注意した) = �f̂(�):f 2 L2 のときも Z f�̂ dx = Z f̂� dx
が成立する．//
定理 3.5. (1) S 0 の写像 F (�) = �̂ は連続で 1:1, 周期 4の線型写像である．さらに逆写

像も連続．但し S 0の位相は �-弱位相で入れる．(2) � 2 S 0, P : plynomial のとき(P (D)�)^ = P �̂ (P�)^ = P (�D)�̂:
証明 (1) W を S 0 の 0 の近傍とする．S 0 は �-弱位相を入れてあるので 9f1; : : : ; fk 2 Ss.t. f� 2 S 0; j�(fj)j < 1; j = 1; : : : ; kg � W:
そこで V := f� 2 S 0; j�(f̂j)j < 1; j = 1; : : : ; kg
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すると � 2 V ) �̂ 2 W となる．実際j�̂(fj)j = j�(f̂j)j < 1
となるからである．よって F は 連続．また(F 4�)(f) = �(F 4f) = �(f)
なので F 4� = � となり F�1 = F 3 は連続である．
残りのことは S の場合の結果から従う．(P (D)�)^(f) = (P (D)�)(f̂) = �(P (�D)f̂) = �((Pf)^) (* 定理 2.1)= �̂(Pf) = (P �̂)(f):

これは (P (D)�)^ = P �̂ を意味している．また(P (�D)�̂)(f) = �̂(P (D)f) = �((P (D)f)^) = �(P f̂) = (P�)(f̂) = (P�)^(f):
これで (P�)^ = P (�D)�̂ が示せた．
例 3.2. (1) 1̂ = (2�)1=2Æ, Æ̂ = (2�)�1=21.* 1(�) = Z �(x) dx

だから 1̂(�) = 1(�̂) = Z �̂ dx = (2�)1=2�(0) = (2�)1=2Æ(�):Æ̂(�) = Æ(�̂) = �̂(0) = (2�)�1=2 Z � dx = (2�)�1=21(�)://(2) P (D)Æ)^ = P , P̂ = P (�D)Æ.
これらは (1) から明らか．(3) � 2 S 0 ) �^^ = ��. 但し，��(f) = �( �f) と定める．特に �Æ = Æ.* �^^(f) = �(f^^) = �( �f) = ��(f):


