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平成 22 年 7 月 19 日

1 次の式を数学的に証明せよ．

(1) lim
n→∞

1√
n

= 0

[解答] 任意の ε に対し N = 1
ε2 とおくと n > N のとき

1√
n

<
√

ε2 = ε

と出来る．

(2) lim
n→∞

1

log10 n
= 0

[解答] ε に対し N = 101/εと取る

(3) lim
n→∞

1

en
= 0

[解答] ε に対し N = log(1/ε)と取る

2 lim
n→∞

an = α, lim
n→∞

bn = β �= 0 のとき lim
n→∞

an

bn

=
α

β
を証明せよ．

3 次の極限の式を示せ．

(1) lim
n→∞

{
(n + 1)2

n − 1
− (n − 1)2

n + 1

}
= 6

(2) lim
n→∞

(
√

n + 1 −√
n) = 0

(3) lim
n→∞

12 + 22 + · · ·+ n2

n3
=

1

3
4 次の極限の式を示せ．（c > 1）．
(1) lim

n→∞
n

cn
= 0

(2) lim
n→∞

2n

n!
= 0

(3) lim
n→∞

cn

n!
= 0

5 a1 = 2, an+1 =
1

2

(
an +

2

an

)
のとき

(1) a2
n > 2 となることを帰納法で示せ．

(2) {an}は単調減少であることを示せ．
(3) lim

n→∞
an =

√
2 を証明せよ．

6

∞∑
n=1

an が収束するならば， lim
n→∞

an = 0 となることを証明せよ．
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7 次の等式を示せ． (|c| < 1)

(1)

∞∑
n=1

ncn−1 =
1

(1 − c)2

(2)

∞∑
n=1

1

n(n + 1)(n + 2)
=

1

4

[解答]

∞∑
n=1

1
n(n + 1)(n + 2)

=
1
2

∞∑
n=1

(
1

n(n + 1)
− 1

(n + 1)(n + 2)

)
=

1
4

8
1

n2
<

1

n(n − 1)
(n ≥ 2) を用いて

∞∑
n=1

1

n2
が収束することを示せ．

9 次の式を証明せよ．
(1) cosh2 x − sinh2 x = 1

(2) cosh(x + y) = cosh x coshy + sinh x sinh y

(3) sinh(x + y) = sinh x coshy + coshx sinh y

10 次の式を証明せよ．
(1) y = sinh x ⇐⇒ x = log(y +

√
1 + y2)

(2) y = coshx, x ≥ 0 ⇐⇒ x = log(y +
√

y2 − 1)

(3) y = tanh x ⇐⇒ x =
1

2
log

1 + y

1 − y
11 次の極限の式を示せ (a, b > 0)

(1) lim
x→a

3
√

x − 3
√

a√
x −√

a
=

2

3 6
√

a

(2) lim
x→0

1 − cos x

x2
=

1

2
(Hint: 分母分子に 1 + cosx をかけて sin2 x + cos2 x = 1 を使う)

12 f(x)が x = aで連続，g(y)が y = f(a)で連続ならば，合成関数 h(x) = g(f(x))は x = a

で連続であることを示せ．
13 log xは ex の逆関数であることを使って次を示せ．
(1) log(xy) = log x + log y (Hint: ex+y = exey を使う．)

(2) lim
x→0

log(1 + x)

x
= 1 (Hint: x = et − 1 とせよ．)

14 次で定義される [0, 1] 上の関数 f は連続であることを示せ．

f(x) =

⎧⎨
⎩

0, x = 0

x sin
1

x
, x > 0

15 次の集合 A の上限を求めよ．
(1) A = {1 − 1

n
; n ∈ N}

(2) 1 より小さい無理数の全体からなる集合 A．

16 tan の加法定理を使って次の式を証明せよ: arctan
1

2
+ arctan

1

3
=

π

4
17 定義に従って次の公式を示せ．
(1) (cosx)′ = − sinx
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(2) (log |x|)′ =
1

x
(3) (ax)′ = ax log a, (a > 0)

18 次の公式を示せ．
(1)

(√
1 + x2

)′
=

x√
1 + x2

(2)
(
log

(
x +

√
1 + x2

))′
=

1√
1 + x2

(3)
(
x
√

1 + x2 + log
(
x +

√
1 + x2

))′
= 2

√
1 + x2

(4)
(
log

∣∣∣tan
x

2

∣∣∣)′
=

1

sin x
19 次の等式を示せ．
(1)

(
arcsin

√
1 − x2

)′
= − sgn x√

1 − x2

(2)

(
arctan

2x

1 − x2

)′
=

2

1 + x2

(3)
1

2

(
x
√

a2 − x2 + a2 arcsin
x

a

)′
=

√
a2 − x2 (a > 0)

20 次を示せ．

(1) lim
x→0

x − tan x

x3
= −1

3

(2) lim
x→0

x − arctan x

x3
=

1

3

(3) lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
=

1

3

[解答]

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
= lim

x→0

x2 − sinx

x2 sin2 x

= lim
x→0

(x + sinx)(x − sin x)
xx sin2 x

= 2 lim
x→0

x − sin x

x sin2 x

= 2 lim
x→0

1 − cos x

sin2 x + 2x sin x cos x
(ロピタルの定理)

= 2 lim
x→0

(1 − cos x)(1 + cos x)
(sin2 x + 2x sin x cos x)(1 + cos x)

= 2 lim
x→0

sin2 x

(sin2 x + 2x sin x cos x)(1 + cos x)

= 2 lim
x→0

1
1 + cos x

sin x

sin x + 2x cos x

=
1
3

(4) lim
x→0

(cos x)1/x2

=
1√
e
.

[解答] 対数を取って lim
x→0

log cos x

x2
を調べる．

lim
x→0

log cos x

x2
= lim

x→0

− sinx

2x cos x
(ロピタルの定理)
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= −1
2

21 次を示せ．

(1)

(
1√

1 − x2

)′′
= (1 + 2x2)(1 − x2)−5/2

(2)
(sin x

x

)′′
=

(2 − x2) sinx − 2x cosx

x3

(3)
(√

1 − x2
)′′′

= −3x(1 − x2)−5/2

22 次を示せ．

(1)
( 1

x2 − 1

)(n)

= (−1)n n!

2

{
1

(x − 1)n+1
− 1

(x + 1)n+1

}

(2) n ≥ 3 のとき
( x3

1 − x

)(n)

=
n!

(1 − x)n+1
(Hint: x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1))

(3) (ex sin x)(n) =
√

2
n
ex sin

(
x +

nπ

4

)
23 x ≥ 0 のとき次の不等式を示せ．

(1)

∣∣∣∣sinx − x +
x3

6

∣∣∣∣ ≤ x5

120

(2)

∣∣∣∣log(1 + x) − x +
x2

2

∣∣∣∣ ≤ x3

3

24 テイラーの定理を用いて次の近似計算をせよ．
(1) sin 10◦ � 0.174

(2) log
3

2
� 0.405 (Hint: log

1 + x

1 − x
にテイラーの定理を使う)

25 次の整級数の収束半径 r はカッコ内で与えたものになることを示せ．

(1) x − x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · (r = 1)

(2) 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · (r = ∞)

(3)
x

2
+

x4

22
+

x9

23
+

x16

24
+ · · · (r = 1)

26 次の関数に対し，あとの問いに答えよ．

f(x) =

{
e−1/x (x > 0のとき)

0 (x ≤ 0のとき)

(1) x > 0 のとき

f (n)(x) =
Pn(x)

x2n
e−1/x (Pn(x)は多項式)

を示せ．
(2) すべての自然数 n に対して f (n)(0) = 0 であることを示せ．
(3) f(x)は x = 0 において解析的でないことを示せ．

27 f(x) =
1

x
は (0, 1]において連続であるが，一様連続ではないことを示せ．

28 次の定積分の等式を示せ．
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(1)

∫ 2

0

x3 dx = 4

(2)

∫ π/6

0

sinx dx = 1 −
√

3

2

(3)

∫ 3

2

dx

x2
=

1

6

(4)

∫ 2

1

dx√
x

= 2
√

2 − 2

29 次の等式を定積分を用いて示せ．

(1) lim
n→∞

n

{
1

(n + 1)2
+

1

(n + 1)2
+ · · · + 1

(2n)2

}
=

1

2

(2) lim
n→∞

1√
n

{
1√

n + 1
+

1√
n + 2

+ · · ·+ 1√
2n

}
= 2

√
2 − 2

30 次の積分の公式を示せ（置換積分と部分積分を用いること）．

(1)

∫
x2e−x = −e−x(x2 + 2x + 2) + C

(2)

∫
x

(1 + x2)2
dx = − 1

2(1 + x2)
+ C

(3)

∫
dx

1 + ex
= x − log(1 + ex) + C

(4)

∫
log x dx = x log x − x + C

31 In =

∫
tann x dx とするとき，漸化式 In =

1

n − 1
tann−1 x − In−2 を示せ．これを用いて∫

tan4 x dx =
1

3
tan3 x − tanx + x + C を示せ．

[解答]

In =
∫

tann−2 x(sec2 x − 1) dx =
∫

tann−2 x sec2 x dx −
∫

tann−2 x dx

=
∫

tann−2 x(tan x)′ dx − In−2 =
1

n − 2
tann−1 x − In−2.

これから I4 = 1
3 tan3 x − I2 = 1

3 tan3 x − tan x + I0 = 1
3 tan3 x − tanx + x

32 In =

∫
dx

(x2 − 1)n
とする. n ≥ 2 のとき漸化式 In = −2n − 3

2n − 2
In−1 − x

2n − 2

1

(x2 − 1)n−1

を示せ．これを用いて
∫

dx

(x2 − 1)3
=

3

16
log

∣∣∣x − 1

x + 1

∣∣∣ +
3x

8(x2 − 1)
− x

4(x2 − 1)2
+ C を示せ．

[解答]

In = −
∫

x2 − 1
(x2 − 1)n

dx +
∫

x2

(x2 − 1)n
dx

= −In−1 +
∫

x

2
(x2 − 1)′

(x2 − 1)n
dx

= −In−1 − x

2
1

n − 1
1

(x2 − 1)n−1
+

∫
1

2n − 2
1

(x2 − 1)n−1
dx

= (−1 +
1

2n − 2
)In−1 − x

2n − 2
1

(x2 − 1)n−1

= −2n − 3
2n − 2

In−1 − x

2n − 2
1

(x2 − 1)n−1
.
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これから

I3 = −3
4
I2 − x

4
1

(x2 − 1)2

= −3
4

(
−1

2
I1 − x

2
1

x2 − 1

)
− x

4
1

(x2 − 1)2

= −3
8
I1 +

3x

8
1

x2 − 1
− x

4
1

(x2 − 1)2

= −3
8

1
2

log
∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣ +
3x

8
1

x2 − 1
− x

4
1

(x2 − 1)2

33 x4 + 1 = (x2 +
√

2x + 1)(x2 −√
2x + 1) を利用して

1

x4 + 1
=

1

4
√

2

2x +
√

2

x2 +
√

2x + 1
− 1

4
√

2

2x −√
2

x2 −√
2x + 1

+
1

4

1

x2 +
√

2x + 1
+

1

4

1

x2 −√
2x + 1

を示せ．これから∫
dx

x4 + 1
=

1

4
√

2
log

x2 +
√

2x + 1

x2 −√
2x + 1

+
1

2
√

2
{arctan(

√
2x + 1) + arctan(

√
2x − 1)} + C

を示せ．
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