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�������多項式が ���	����
�������� 作用素の固有関数であることはよく知られている．こ
こで ������� 多項式は次で定義されるものである．
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この多項式は次の性質をみたす．
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即ち ������� 多項式を微分したものは再び ������� 多項式で，固有関数になっている．こ
のことから固有関数を微分すると，再び固有関数が得られることが予想できる．実際あるク
ラスの �次元拡散作用素に対して，このことを一般的に示すことが出来る．

� �次元拡散作用素

区間 � � �	� 
� 上の拡散作用素を考える．� 上に ��級関数 �  �� �  � が与えられている
とする．� 上に測度 � � ��� を与える．以後 ����� の代わりに ����� という形で，密度関
数で測度を表すことにする．そして ������ 空間 � � ����� 上で，次のような作用素を考
える．
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対応する �������� 形式は
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である．境界条件は必要な場合は ������� 条件を課す．� � �� � ��� ��� と定めると
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である．さらに
"�� � ���� � ��� � ���� � ��� �#�

と定める．"� は ������ での作用素とみなす．このとき，次が成立する．

定理 ���� �� が上に有界であるとする．すると �� � ����� ��� と � "�� � ��������� ����� ���

は � を除いて同じスペクトルを持つ．但し � には ������� 条件を課し，"� は台がコンパ
クトな関数に制限した ������� $��� の閉包として定まるものを取る．さらに固有関数の対
応は � �� �� で与えられる．
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以下で定理 �%� の具体例を与える．



��� 平方 ������ 過程

� � &���� とし生成作用素として
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を考える．定理 �%� の設定の下では � � �� � � �� ととったことになる．作用素は
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で与えられる．� と "� は同じスペクトルを持ち，固有関数の対応は微分で与えられる．固
有関数の表示には超幾何関数
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を使う．以下 ���( �� � �����( �� と記す．また ����� � ���� �( �� と略記する%

命題 ���� 次の関係式が成り立つ．
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��� �  �� のとき

固有値 �� �� � �� の固有関数は ��� � �(���� で
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��� � � � のとき固有値 �� �� � �� の固有関数は ������� �( ��� で
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注意 ���� 関数 � は本質的に +�		� 関数である．
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注意 ���� 固有関数の意味は次のスペクトル分解による．����� 変換を
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と定義すると
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および次の /��	�0� の等式が成立する．�
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��� 有限区間の平方 ������ 過程
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を考える．� での境界条件は，������� と �������� で考え

る．���� �� で +�		� 関数 �� の � 番目の零点とする．

��� �  �� のとき

&��������� �������*系列の固有値 � ���������

��
に対する固有関数1 �����(� ���������

��
��

&��������� ��������* 系列の固有値 � �������

��
に対する固有関数1 ��� � �(� �������

��
��

��� � � � のとき

&�2��� �������* 系列の固有値 � ��������

��
に対する固有関数1 ������� �(� ��������

��
���

&�2��� ��������* 系列の固有値 � ���������

��
に対する固有関数1 ������� �(� ���������

��
��

��� 	
���� 多項式

� � &���� とし 3� ����� 多項式に対応する次の作用素を

�� � ���� � �� � �� �����

で定める．定理 �%� の設定の下で，� � �� � � ����� とした場合で
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� と "� は同じスペクトルを持ち，固有関数の対応は微分で与えられる．固有関数の表示に
は超幾何関数
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を使う．以下 ���� �( �� � �����( �( �� と記す．
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�������� 系列の固有値 �� に対する固有関数 は ����� � � �( �� �� � �� �� � � � �で
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�������� 系列の固有値 ���� に対する固有関数 は �������� ���( �� �� � �� �� � � � �
で

&�������� �� �( ��*� � ��������������( ��

が成り立つ．

注意 ���� 関数 � は本質的に 3� ����� 多項式である．
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その他 4����� 多項式に関しても同様のことが成り立つ．


