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Abstract

この論説ではWeyl群のいわゆるMacdonald表現と Springer表現の復習をした後にそ
れらの間の対応を群が C型の場合に我々の exotic版 Springer表現を仲立ちにすることに
よって与える。違う言い方で言うと、論文 [K07a]の内容の大雑把な解説をします。

1 記号の準備

Z上定義された概型X と体kに対して特殊化をXkとおく。GをZ上定義された分裂型Chevalley
群とする。分裂型という仮定より Z上定義された部分群概型の組 B ⊃ T であって任意の体 k
に対して特殊化 Bk ⊃ Tkが各々Gkの Borel部分群と極大トーラスの組になるようなものが存
在する。また、N をBの部分群でNk ⊂ Bkが常に極大羃単部分群となるものとする。一般に
Z上定義された代数群H の Lie代数、つまり各 hkがHkの Lie代数になるような Z-加群、を
hとおく。また、h0 := hCとする。このとき、T の指標群X∗(T )、余指標群X∗(T )を

X∗(T ) := Homgr(T, Gm), and X∗(T ) := Homgr(Gm, T )

とおく。C[t0]を t0のC上の代数多様体としての座標環とする。また非負整数m ≥ 0に対して
C[t0]mで C[t0]の次数m部分を表す。そのとき自然な埋め込み

X∗(T ) ∼= Homgr(TC, C×) ↪→ t∗ ⊂ C[t]

が存在する。ここで、(G,T )のWeyl群W := NG(T )/T は上の図式の全ての項に自然に作用す
る。Rを組 (G,T )に付随したルート系 (⊂ X∗(T ))、R+を組 (B, T )に付随して決まるその部分
集合 (正ルート系)とする。このとき、R+が定めるRの単純ルートをα1, . . . , αrとし、s1, . . . , sr

を各々に対応するW の単純鏡映とする。また、一般の元 α ∈ Rに対して対応するW の鏡映を
sαとおく。

∗元々の講演題目は “Macdonald representations and exotic Springer fibers”で、実際に関係もあるのですがこ
こでは主定理を計画から変更した事にあわせて題名を微妙に変えさせていただきます

†京都大学数理解析研究所
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2 Macdonald表現

この節では基本的にはルート系しか扱わない。

Definition 2.1 (部分ルート系). 部分集合 R′ ⊂ Rが Rの部分ルート系であるとは、W の部
分群

W (R′) :=
〈
sα; α ∈ R′〉

がR′を保つ事。

部分集合R′ ⊂ Rに対して、多項式を

σ(R′) :=
∏

α∈R′∩R+

α ∈ C[t0]

のように定める。また、σ(R′)を含むC[t0]の最小のW -部分加群を L(R′)と表す事にする。W
の作用は各 C[t0]mを保つ事より、ある非負整数m(R′)が存在して

L(R′) ⊂ C[t0]m(R′)

が成立する。

Theorem 2.2 (Macdonald). 1. 任意の部分ルート系R′ ⊂ Rに対してL(R′)は既約W加群;

2. 任意の部分ルート系R′ ⊂ Rに対して

dimHomW (L(R′), C[t0]m) =

{
1 (m = m(R′))
0 (m < m(R′))

;

3. ルート系Rの単純成分が全てAn,Bn,Cn,F4, またはG2のうちのどれかであるとする。
任意の既約W 加群 Lに対してある部分ルート系R′ ⊂ Rが存在してW 加群として

L ∼= L(R′)

が成立する。

Example 2.3 (R = D4). R = {±ei ± ej}1≤i̸=j≤4、W ∼= S3 n (Z/2Z)2が成立する。このとき、
W の部分ルート系R′の共役類全体の集合は 10個だが、W の既約表現は 11個ある。特に、

Lsp := C[W ]

e4

∏
1≤i<j≤3

(e2
i − e2

j )

 ⊂ C[t0]7

で与えられる表現はMacdonald表現としては得られない。
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3 Springer表現のJoseph実現

gをGの Lie代数とし、その部分多様体N を次で定める:

N := {x ∈ g; f(x) = 0,∀f ∈ Z[g]G+}.

ここで Z[g]+ ⊂ Z[g]は Z-加群としての原点に対応する極大イデアル、上付き添字 Gは自然な
G-作用による不変部分を表す。ここで、N を Z上のスキームと見なす。

Definition 3.1 (軌道多様体). OCをNCのGC-軌道とする。これはNCの局所閉集合である。
このとき交叉1集合OC ∩ nCの既約成分 Xを軌道多様体と呼ぶ。また、各 GC-軌道OCに対し
てその軌道多様体の集合をOrbOCで表す。

さて、軌道多様体は nCの部分多様体であり、しかも定義より TC-作用について安定である
事が直ちに従う。従ってKTC(nC)を nCの TC-同変連接層の圏のGrothendieck群とすると、各
GC-軌道OCに対して

c : OrbOC ∋ X 7→ [OX] ∈ KTC(nC)

という写像が決まる2。
さて、良く知られているようにKTC(nC) ∼= R(TC)が成立している。従って 1 ∈ TCの近傍

における形式的羃級数を取る写像

fx : R(TC) ∋ eλ 7→
∑
m≥0

λn

m!
∈ C[[t0]]

を考える。すると、さっきの写像 cと合成して

fx ◦ c : OrbOC ∋ X 7→ PX ∈ C[[t0]]

が定まる。このとき、PXを t∗0を 1次式の空間と見なして展開したときの非零な最低次数部分
の項を pXと表し、特性多項式、もしくは Joseph多項式と呼ぶ。これは定義より斉次式である。

Theorem 3.2 (堀田, Joseph, Rossmann, Spaltenstein, Springer [Spr76, Jos89, CG97]). OC
をNCのGC-軌道とする

1. OrbOCの元の次元は全て互いに等しい;

2. 全ての X ∈ OrbOCに対して

deg pX :=
1
2

(dimNC − dimOC) ;

3. {pX : X ∈ OrbOC}は一時独立な C[t0]の部分集合;

1ここでの交叉は通常多様体としての交叉、すなわち閉点集合が共通部分となるようなスキームの reduced induced
structureを考える。

2一般に TC-同変な連接層に対して TC の指標をテンソル積するという作用によって TC-同変連接層をさまざまな
異なる TC-同変連接層と思い直す事が可能である。ここでは OX が OnC の商である事を用いて自然な TC-作用を誘
導している。
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4. OCをNCのGC-軌道とした時

LOC :=
∑

Y∈OrbOC

CpY

は C[t0]から誘導された既約W -加群の構造を持つ;

5. 2つのGC-軌道OC,O′
C ⊂ NCに対して LOC

∼= LO′
C
が成立するならばOC = O′

C;

6. GCが An型の単純因子しか持たなければ

{LOC ;OC ⊂ NCはGC-軌道 } = IrrW.

Remark 3.3. 定理 3.2はいわゆる Springer対応の変種であるが、通常の Springer対応とは異な
り全てのWeyl群の表現が出現するという訳ではない。全ての表現を出す為にはOCの任意の
点における GCの等方群の連結成分群 (A-群と呼ばれる)の (全てではない)ある種の表現を考
える必要があるが、ここでは詳しくは述べない。

4 exotic版Springer表現

この節ではG = Sp(2n)とする。
V1を Sp(2n)のベクトル表現、すなわちA2nに Sp(2n)の非自明かつ線形な作用をGL(2n)

への自然な埋め込みを介して与えたものとする。V2 := ∧2V1とする。このときV := V1 ⊕V2と
おきGの対角作用を考えると、これは形式的には gと同じ次元を持つGの表現となる。
このとき、

N := {y ∈ V; f(y) = 0,∀f ∈ Z[V]G+}

とする。このNを Z上のスキームと見なす3。
以下では、このNを通常の羃零錐N の類似物であると思って議論を展開すると何が起こる

かを見る。

Theorem 4.1 ([K07a] §2, §6). 1. Nは Z上平坦な正規スキーム;

2. OCをNCのGC-軌道とする。この時Nの Z上平坦な匪役局所閉部分スキーム Oであっ
て、そのCへの特殊化がOCとなりかつ各代数閉体 kに対してOkが単一のGk-軌道とな
るものが存在する (これをOCの Zモデルと呼ぶ )。

各 β ∈ X∗(T )に対して V[β]を Vの T -ウェイト β部分とする。この時

V+ :=
⊕

α∈R+

(V[α] ⊕ V[α/2]) ⊂ V

とすると、これは VのB-安定 affine部分空間となる4。

3実は Nは V1
∼= A2n と N ∩ V2 の直積になる。

4これは nの類似であり、特に nと同じ次元を持つ affine空間である。
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Definition 4.2 (exotic版軌道多様体). GC-軌道 OC ⊂ NCの Zモデル Oを (定理 4.1のよう
に)取る。そして、Oに付随した軌道多様体を (O ∩ V+)の既約成分として定める5。

この時、KT (V+)をV+の Z上平坦な T -同変連接層の圏6のGrothendieck群とする。その
時、写像

c : OrbO ∋ Y 7→ [OY] ∈ KT (V+)

は前節と全く同様の構成によって存在する。またKT (V+) ∼= R(T )なので

pY := (fx ◦ c(Y))の非零な最低次数の斉次部分 ∈ C[t0]

もwell-definedになる。この多項式の事も (を)特性多項式もしくは (exotic版)Joseph多項式と
呼ぶ。

Theorem 4.3 ([K06b], [K07a] Theorem 6.1). OをNのG-軌道の Zモデルとする

1. OrbOの全ての元は Z上平坦かつ同じ次元を持つ;

2. 全てのY ∈ OrbOに対して

deg pY :=
1
2

(dimN − dim O) ;

3. {pY : Y ∈ OrbO}は一時独立な C[t0]の部分集合;

4. MO :=
∑

Y∈ CpYは既約W -加群の構造を持つ;

5. O′をNCのGC-軌道の Zモデルとする。この時、MO′ ∼= MOならばO = O′が成立する;

6. 上の構成が誘導する対応
GC\NC ∋ OC 7→ MO ∈ IrrW

は全単射。

5 対応の構成

設定は前節と同様とし、特にG = Sp(2n)とする。この時、Z上平坦な T -指標は非自明には変
形できないので、特殊化から誘導される可換図式

KTk(V+
k )

&&LLLLLLLLLL
KT (V+) //oo

²²

KTC(V+
C )

xxrrrrrrrrrr

R(T )

(5.1)

5元々の軌道多様体には羃零軌道を OC とおいた時にその Kirillov-Kostant symplectic 構造に関する BC-安定
Lagrangian部分多様体であった。しかし、我々の状況では OC は GC-不変 symplectic多様体の構造を持つかどう
かは不明なので、この多様体がどのような意味を持っているのかという部分にはよく分からないところがある。

6これはアーベル圏ではない。
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が定まる。但し、下辺は自然な同型R(Tk) ∼= R(T ) ∼= R(TC)を用いて同一視を行っている。こ
の事は各軌道多様体に対する特性多項式はZ上で考えてもCや kに特殊化してから考えても変
わらないという事を主張している。
同様の事は N についても言える。但し、Nの場合とは次のような幾何学的構造の違いが

ある

Theorem 5.1 (Spaltenstein [Spa77]). OCをNC軌道とすると、局所閉部分スキームO ⊂ N
であってそのCへの特殊化がOCとなり、Z上平坦かつOkは chark ̸= 2の時に単一のGk-軌道
となるものが存在する。(このOをOCの Zモデルと呼ぶ。)

Theorem 5.2 (Hesselink-Spaltenstein [Hes79, Spa83]). 定理 5.1の設定の下で、chark = 2と
した時にOkは既約な k-スキームで有限個のGk-軌道の和でかける。また、

#Gk\Nk = #IrrW

という恒等式が成立する7。

定理 5.1, 5.2によって OrbOCの元YCはある Z-上平坦な B-安定スキーム Xであって各代
数閉体 kに対して

Xk ⊂ (Ok ∩ nk)

が既約成分となるものが存在する事が分かる8。
以下、chark = 2を仮定する。この時、O(0,k)をC上の軌道の Zモデルから生じるGk-安定

局所閉部分スキームOkの稠密開軌道とする。その時にOrbOkを (O(0,k) ∩ nk)の既約成分とし
て定める。
すると、可換図式 (5.1)の類似より以下が成立する。

Theorem 5.3. 上の設定で Xk ∈ OrbOkに対応する特性多項式 pXk は XC ∈ OrbOCに対応す
る特性多項式 (Joseph多項式 )pXC と一致する。

Remark 5.4. 定理 5.3の設定では標数 2における全ての軌道に付随する軌道多様体の特性多項
式ではなく、標数 0のものから Zモデルを通じて標数 2への簡約で得られるものだけを対象に
している事になる。

上の考察からNCのGC-軌道の軌道多様体に付随するJoseph多項式とNCから生じる (exotic
版)Joseph多項式を比較する為には軌道の Zモデルを用いた標数 2への簡約を比較すれば良い
という事が分かる。
さて、標数 2の体上では対称テンソルと交代テンソルは同じものになる。この事はV2

∼= ∧2V1

と g ∼= S2V1を Z上で考えたものを kに特殊化した時に次のGk-加群としての短完全系列が存
在する事を主張する

0 −→ (V2)k −→ gk −→ (V1)
[1]
k −→ 0.

ここで、(V1)
[1]
k は (V1)kを (幾何学的)Frobenius射

Fr : Sp(2n, k) ∋ {aij} 7→ {a2
ij} ∈ Sp(2n, k)

7この恒等式は chark ̸= 2の時には <になる。
8しかし、Xk は chark = 2の時には複数の Gk-軌道にまたがりうるので、naiveな意味では軌道多様体ではない
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によって引き戻して得られる表現 (この事を通常 Frobenius twistを呼ぶ)。この短完全系列の
存在は

π : V −→ A1
k

という affine直線上のGk-安定多様体の平坦族で

π−1(a) =

{
gk (a ̸= 0)
(V1)

[1]
k ⊕ (V2)k (a = 0)

となるものが存在する事を意味する。
この時、V はBk-安定な部分族 π+ : V+ → A1

kであって

π−1
+ (a) =

{
nk (a ̸= 0)
(V +

1 )[1]k ⊕ (V +
2 )k (a = 0)

を満たすものが自然に構成できる。ここで、V +
i := Vi ∩ V+ (i = 1, 2)である。

これを用いて写像族

Gk ×Bk V+ eν //

$$JJJJJJJJJJ V

¡¡¡¡
¡¡

¡¡
¡¡

A1
k

を構成する事ができる。このときW := Imν̃と置き、写像 F1を

F1 := Fr ⊕ id : V1 ⊕ V2 −→ V1 ⊕ V2

のように定義すると、次が成立

Theorem 5.5 ([K07a] Theorem 4.1). 1. W ∩ π−1(a) ∼=

{
Nk (a ̸= 0)
F−1

1 Nk (a = 0)
;

2. 任意のNkのGk-軌道Okは A1
k上平坦な (単一の )Gk-軌道の族O∼

k に延長される。

3. 上で、O∼
k ∩ π−1(a) (a ̸= 0)は aの値に依らず一定のGk-軌道を定め、特に次の全単射を

誘導する
Gk\Nk = Gk\F1(Nk) ↔ Gk\Nk.

4. 上で、O∼
k ∩ V+の既約成分 Zの各ファイバーへの制限 Z ∩ π−1(a) (a ∈ A1

k)は常に既約
である。

証明のスケッチ. 次の写像

m : Vk ∋ y1 ⊕ y2 7→ Sym2y1 + y2 ∈ gk

が A1
k上のGk-同変な有限写像の族

m̃ : A1 × V −→ V

へとのびる事を用いて Vkの軌道構造を V の軌道の族と対応づける事によって得られる。
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KTk(V+)をA1上平坦な V+の Tk-同変連接層のなす圏のGrothendieck群とする。すると、
0, 1 ∈ A1

kに対する特殊化写像は次の可換図式を定める

KTk(V+ ∩ π−1(0))

((QQQQQQQQQQQQQ
KTk(V+)oo // KTk(V+ ∩ π−1(1))

vvmmmmmmmmmmmmm

R(Tk)

.

さて、次の写像
F := F∗

1 : KTk(V+
k ) −→ KTk(V+ ∩ π−1(0))

を考える。この写像と各々とR(T )との自然な同一視は可換でない。

Lemma 5.6. X ⊂ V+ ∩ π−1(0)を Tk-安定な部分多様体とする。自然な同型に次のように名前
をつける。

ψ0 : KTk(V+) ∼= R(Tk), ψ1 : KTk(V+ ∩ π−1(0)) ∼= R(Tk)

また、R(T )の元 f に対して fxf の最低時の項を p(f)とおく事にする。このときX によって定
まる定数 c ∈ Qが存在して

cp(ψ1(X )) = p(ψ0(F(X )))

が成立する。

Proof. X1を X の開部分多様体であって V+ ∩ π−1(0)へと smooth埋め込みを持つ様なものと
する。Tk-同変性よりX1は Tk-作用で安定としてよい。さらに、X1を小さく取り直し、X2 ⊂ X1

を開部分集合で、F−1
1 (X2)も V+へと smooth埋め込みを持ち、写像

η : F−1
1 (X2) → X2

が有限平坦になるようなものが取れる。この時、もう一度X3 ⊂ X2を Tk-安定開部分多様体に
取り直して写像

k[X3] −→ k[F−1
1 (X3)]

は自由加群になるように取り直せる。一度このように取れれば、ある

C =
∑
β

cβeβ ∈ R(T ),∀cβ ∈ Z≥0

が存在して
A [k[nk]]ψ1(X3) =

[
k[V+

k ]
]
ψ0(F(X ))

が存在する事が分かる9。さて、これらの補正項は F1 が V+ に制限した時には 2n 次の写像で
あった事を思い出すと pで送った後には左辺はAから生じる c (0 ≤ c ≤ 2n)、右辺には 1がか
かる事が分かる。従って特性多項式は開集合を取るという操作で不変な事から

cψ1(X ) = cψ1(X3) = ψ0(F−1
1 (X3)) = ψ0(F−1

1 (X ))

を得る。
9この補正の項は ψ1, ψ0 が各々k[n], k[V+

k ]と同じ Tk-指標を持つ層である OV+∩π−1(0) および OV+
k
を 1 ∈ R(T )

と同一視した事から生じる
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Theorem 5.7 ([K07a] Theorem 8.7他). OCをNCのGC-軌道とする。そのとき、あるNCの
GC-軌道OCが存在して次が成立

1. dimOC = dim OC;

2. LOC = MOC ⊂ C[t0];

3. X ∈ OrbOCとすると、Y ∈ OrbOCであって pX ∈ QpYが成立する。

証明のスケッチ. 3)について述べる。可換図式 (5.1)やそのN 類似を用い、標数 2の時に類似
の事実を証明する事に帰着する。この時、各軌道多様体の Zモデルが任意の標数の体への簡約
の下で既約である事が必要になるが、それは [Spa77]の議論をよく見るとできる。次に標数 2
の時にW を用いて軌道多様体の標数 2への簡約を変形し、それによって特性多項式が保たれ
る事を見る。するとあとは補題 5.6を適用すれば結果を得る。2)は 3)から自動的に従い、1)は
3)の議論と定理 5.2より従う。

Example 5.8 (n = 2). 上の構成が何を言っているのかをG = Sp(4)の場合に見る。β ∈ X∗(T )に
対してxβ ∈ g、yβ ∈ Vを各々ウェイトβの固有ベクトルとする10。IrrW は自明表現 triv,符号表
現 sgn, t0への表現 reg, s1に関して符号表現で s2に関しては自明表現のSsgn, Lsgn := sgn⊗Ssgn
の５つからなる。この状況下で通常の (N に関する)Springer表現を通常、その exotic版を exotic
と表すと我々の対応は以下の表のようになる。

IrrW 次元 通常 (chark ̸= 2) 通常 (chark = 2) exotic
sign 1 0 0 0
Ssgn 1 x2ϵ1 x2ϵ1 yϵ1

Lsgn 1 xα1 xα1 yα1

reg 2 xα1 xα1 + x2ϵ1 yα1 + yϵ1

triv 1 xα1 + x2ϵ2 xα1 + x2ϵ2 yα1 + yϵ2

Table 1: 軌道の対応

IrrW 次元 通常 (chark ̸= 2) 通常 (chark = 2) exotic
sign 1 4ϵ1ϵ2(ϵ21 − ϵ22) 4ϵ1ϵ2(ϵ21 − ϵ22) ϵ1ϵ2(ϵ21 − ϵ22)
Ssgn 1 2(ϵ21 − ϵ22) 2(ϵ21 − ϵ22) (ϵ21 − ϵ22)
Lsgn 1 N/A 4ϵ1ϵ2 ϵ1ϵ2
reg 2 α1, 2ϵ2 α1, 2ϵ2 α1, ϵ2
triv 1 1 1 1

Table 2: 特性多項式

10β ̸= 0ならこれは定数倍を除いて uniqueに来まる
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6 Macdonald表現との対応

前節の議論で我々の exotic版 Springer表現MOは元々の Springer表現 LO とほとんど同じ情
報を持っているという事を見た。ここではMacdonald表現と我々の exotic版 Springer表現の
間の対応を見る。

Theorem 6.1 ([K07a] Theorem 9.13). NCの任意のGC-軌道OCに対して、ある軌道多様体
Y ∈ OrbOCと、ある部分ルート系RY ⊂ Rが存在して pY ∈ Qσ(RY)となるものが存在する。

この定理の証明は具体的に w ∈ W であって

Y = BC(V+
C ∩ wV+

C )

かつその特性多項式が σ(RY)となるものを具体的に構成する。しかし、構成は割と ad hocで
解説の意味があるかどうか不安なので省略する。興味ある方は [K07a] §9を参照されたい。
定理 6.1と定理 5.7 3)を組み合わせると、次の結論を得る

Corollary 6.2. NCの任意のGC-軌道OCに対して、あるX ∈ OrbOCと部分ルート系R0 ⊂ R
であって pX ∈ Qσ(R0)となるものが存在する。つまり、Cn型の場合定理 3.2によって記述さ
れる任意の基底付きW -表現の中にある σ(R0)の有理数倍の形に表される基底ベクトルが存在
する。

Remark 6.3. 1. 我々の exotic版 Springer対応は 1対 1であったので定理 6.1はC型の場合
にMacdonald表現が IrrW を尽くす事の (非常に難しい)別証明を与えることになる。

2. 一般に部分ルート系R′ ⊂ Rに対するMacdonald生成元をW -作用で動かしたものたちは
互いに一時独立にはならない。また、一般の特性多項式 pYはMacdonald生成元のW -作
用による基底変換の格好には書けない。従って我々の結果は当然そうなると予想されてい
た結果であったのかどうか筆者には分からない。(筆者の調べた限りではこの類の Joseph
多項式の計算は標数 0のRichardson軌道や低ランクの場合にしか知られていないようで
ある。)

我々の結論をG = SO(2n + 1)へと適用する事は (対応の書き下し方の技術的問題を除いて
は)易しい。しかし、筆者には少なくとも現時点では次については解決の目処を持たない

Question 6.4. 定理 6.1の状況下で果たして pY = σ(RY)、つまり比例定数の部分は 1なので
あろうか？

7 最後に

定理 2.2で見たように全てのルート系を考えようとすると、Macdonald表現ではないWeyl群
の表現がある。この事とA-群と呼ばれる群が一般に非可換であるという事実によって我々の構
成の類似物は E型 (例外型)については存在しえないのではないかと考えられている。そういう
訳で我々の今回の結果がどういう背景を持っているのかは筆者には正直なところ分からない。
ただし、問題 6.4が正しいと仮定すれば我々の構成は元々の Springerの構成でコホモロジー

群の係数を正標数の体などに取る事でmodular表現を (非自明に)生む事もできるのでWeyl群
の表現論とは現在 A型について分かっている事の類似を超えたレベルでも関係しているのでは
ないかという期待 (だけ)はある。
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